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1. Wstep

Rozwazania analityczne dotyczace problemu drgari wlasnych konstrukcji powierzch-
niowych posiadaja bogata literature, przykladowo [1, 2, 3]. W praktyce jednak napotyka
si¢ czgsto bardziej zlozone ustroje ciagle, jakimi sa np. plyty o réznych ksztattach i do-
wolnych warunkach brzegowych, o zmiennej gruboéci, jak i podparte w swoim obszarze.
Jak wiadomo, metody klasyczne moga by¢ skutecznie stosowane jedynie w prostych przy-
padkach.
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Rys. 1. Podzial plyty, numeracja weztébw i element6w

W pracy niniejszej przedstawiono metode numeryczng wyznaczania czgsto$ci drgan
wiasnych konstrukcji powierzchniowych, zilustrowana na przykladzie plyt, przyjmujaca
za punkt wyjécia metode elementéw skonczonych w ujeciu ZieNKIEwICZA [4]. Ustrdj
ciagly (ptyte) dzieli si¢ na skoficzona liczb¢ odksztalcalnych elementédw prostokatnych
0 12 parametrach wezlowych (rys. 1). Metoda ta, jak to bedzie wykazane dalej, daje dobre
rezultaty nawet przy podziale na mala liczbe elementéw (mozna wigc dostatecznie doklad-
nie i szybko wykonywacé obliczenia nawet na malych maszynach cyfrowych). Przedstawio-
ny w pracy sposdéb mozna bez trudu uogélni¢ na rozwigzanie problemu drgai wiasnych
innych ustrojéw ciaglych, jak np. powloki i tarcze. Proponowana metoda ma ponadto
te zaletg, Ze obejmuje dowolne warunki brzegowe, dowolne rodzaje podparé w obszarze
oraz zmienng gruboéé.

Autorzy sadza, ze wiele elementéw -przedstawionej metody (np. odwracanie macierzy
tréjkatnych, zamiana wskaZnikéw podwdjnych na pojedyncze itp.) moze byé poZytecznych
do innych obliczef,, gdzie ilo§¢ informacji zapamigtywanych w maszynie cyfrowej oraz
czas obliczert odgrywaja istotna role i nieraz nie pozwalaja na przeprowadzenie efektyw-
nych obliczen. :
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2. Teoretyczny opis metody

Jak wiadomo, problem drgan wilasnych dzwigaréw powierzchniowych sprowadza sie do
obliczenia takich liczb w?, dla ktérych réwnanie

2.1 [K1{X} = ?[M]{X}

ma nietrywialne rozwigzanie {X} = {x;, x,, ..., x,}7, gdzie [K] jest macierza sztywnosci,
a [M] macierza mas. Zakladamy, Zze macierze [K] i [M] sa macierzami kwadratowymi
stopnia p. Wielkosci w?(i = 1,2, ..., p), dla ktérych {X} # {0} nazywamy warto$ciami
wilasnymi réwnania (2.1), a wekt01y {X}: odpowiadajgce wartoSciom w} nazywamy wek-
torami wiasnymi réwnania (2.1).

Proponowana metoda rozwigzania zagadnienia drgan wiasnych ma na celu:

1) znalezienie takiej macierzy symetrycznej [A4], dla ktérej znajomo$¢ wartodci i wek-
toréw wiasnych pozwoli na proste obliczenie wartosci i wektoréw wiasnych réwnania
(2.1) (stosunkowo najlepiej opracowane sa metody obhczanla wartosci 1 wektoréw wiasnych
macierzy symetrycznych),

2) zmniejszenie do minimum iloéci informacji oraz dziatain w maszynie cyfrowej, tak
by.-mozna bylo rozwiazywaé zadania o jak najwigkszej liczbie stopni swobody.

W dalszej cz¢éci tego rozdzialu zakiadamy, Ze znany jest sposéb obliczania elementdw
macierzy sztywnosci [K] 1 macierzy mas [M], dla konkretnego ustroju ciaglego.

W algebrze liniowej znane jest twierdzenie, ze dla kazdej macierzy symetrycznej i do-
datnio okredlonej [B] istnieje taka macierz rzeczywista tréjkatna gérna [S], Ze [B] =
= [S]"[S], gdzie [S]T jest macierza transponowana do macierzy [S]. Jak wiadomo [4]
macierz sztywnoéci [K] jest macierza symetryczna i dodatnio okreélona, zatem istnieje
taka macierz [Q], Zze [K] = [Q]TIQ]. Macierz [Q] mozna wyznaczy¢ metoda BANACHIE-
wiczaA [5]. Jezeli przez k;; oznaczymy elementy macierzy [K], a przez q;; elementy macierzy
[O], to zachodza zalezno$ci

k .
q11 = ]/ku, G153 = Y s, J>1,
q11

I/ku thi’ I<igp,
"Zq""]u
1

t= . .
= —"—""— i<j
qi ’ ’

q“=0, l>_]

22

Poniewaz [K] = [Q17]Q], .to réwnanie (2.1) mozna zapisaé¢ w postaci
23) [Q17[Q1{X} = w?[M]{X}.

Podstawiajac do réwnania (2.3) [Q]{X} = {U}, skad {X} = [Q}*{U} otrzymamy
réwnanie

[017 {U} = *[MIQ1~* {U}.
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Mnozac lewostronnie powyZsze réwnanie przez macierz ([Q]7)! otrzymamy réwnanie

(2.4) (1M MQ1*{U} = A{U},
gdzie 4 = 1/w?.

Wykazemy teraz, ze jezeli macierz [M] jest macierza symetryczng, to macierz [4] =
= ([Q1")[M]IQ] " jest macierza symetryczng, tzn. [A]T = [4].

Rzeczywiécie

(417 = [(A21) MR = (I217)™{(1Q1")  M1}™ = (1Y) MY {(1e17)~1} "
Ale (121" = (IQ17)~* oraz {(IQ1")*}" = [QI"* i [M]” = [M], zatem [A]” = [4].

Tak wige, wartoéci wlasne wf réwnania (2.1) wyrazaja si¢ przez wartoéci wlasne sy-
metrycznej macierzy [A4] wzorem

wektory za$§ wlasne zaleznoécia
{X}i [Q]‘1 {U}i’

gdzie wektory {U}, sa wektorami wlasnymi macierzy [A].

3. Realizacja metody na maszynie cyfrowej

Z opisu metody podanego w rozdziale 2 wynika, Ze elementy macietzy [K] potrzebne
sg jedynie do tworzenia wyrazéw macierzy [Q]. Ze wzordw (2.2) wynika, Ze aby obliczy¢
wyraz q;, macierzy [Q] wystarczy mieé element k;, macierzy [K] i weczeéniej obliczone, od-
powiednie elementy macierzy [Q]. Zatern macierz [Q] mozna tworzyé i umieszczaé w pa-
migci maszyny cyfrowej w to samo miejsce, ktére zajmuja elementy macierzy [K]. Ponie-
waz macierz [K] jest symetryczna, a macierz [Q] tréjkatna gérna, wystarczy wige pamigtaé
tylko te elementy k;; macierzy [K], dla ktdrych j = i. W tym celu nalezy jednak zamieni¢
wskazniki podwdjne w wyrazach mamerzy [K]i [Q] na wskazZniki pojedyncze. MoZna tego
dokonaé¢ w nastepujacy sposob:

JezZeli jest dana macierz

€11 Cy2 Cip

€21 €22 Cap

=1 ...
L cp.l sz e c‘,p

i chcemy zapamigtaé jej elementy ¢;;, dla j > i (gérna czgéé) jako odpowiednie elementy
jednowymiarowej tablicy T w sposéb

thoty e b

tpyr - lapa
lllllllllllllllll 4
* &

Ip(p+1)r2



88 J. GoraS, Z. KASPERSKI

gdzie przez * oznaczono elementy niepamigtane, wéwczas migdzy numerami elementéw
macierzy [C] i numerami elementéw tablicy T zachodzi zwigzek

Ciy = t(l—-l)p+j—l'+ri’
gdzie r; jest ciggiem liczb catkowitych okreslonym wzorem rekurencyjonym
=1

(3.1) I‘i=r,-_1——i+2 dia l=2, 3,...,p.

Mozna sprawdzié, Ze wowczas otrzymamy ciagla pojedyncza numeracjg elementow prawego
tréjkata macierzy [C].

Taki sposéb przyporzadkowania wskaznikom podwéjnym wskaznikéw pojedynczych
pozwala na proste zapisanie wszystkich dziatan na macierzach symetrycznych i tréjkatnych
gérnych. Korzystajac z (3.1) wzory (2.2) przyjmuja postaé

q, =l/k1: qj:?j—’ dla j = 2, 3$""pa

1

i—1 .
qi-1yp+rn = ]/ k(i—l)n+ri—' 21 [q(zt-l)p+i—-t+rf]’ l <i<p,
fe=
i—1
Katypti—itrn— 21 [9¢—1) p+i-t4redt=1)p+ =t 4 1]
t=

-1y p+i—i+n =
di-1)p+ri

dia i < j.

Z rownania (2.4) wynika, Ze do obliczenia warto$ci 1 wektoréw wiasnych macierzy [A4]
potrzebna jest tylko macierz [Q] ! (gdyz (I017)* jest macierza transponowana do macierzy
[Q]") oraz macierz [M]. Macierz odwrotna do macierzy tréjkatnej gérnej jest tez macierza
trojkatng gérng.

Podamy teraz prosty algorytm szybkiego odwracania macierzy tréjkatnej gérnej [Q].
Zalézmy, ze [B] = [QI™Y, tzn, ze [Q)[B] = [I], gdzie [[] jest macierza jednostkows.
Elementy macierzy [B] oznaczmy przez b;;. Korzystajac z tego, Ze macierze [Q]i [B]
sa tréjkatne gbérne i ze ich iloczyn jest macierza jednostkowa, otrzymamy nastgpujace
uklady réwnafd na wyznaczenie elementdw b;; macierzy [B]:

uklad 1, p — réwnan '

guibi =1,
g11012+91205, = 0,

“q11b1p+q12bspt o +q1pbp = 0,
ukiad 2, p-1 — réwnan

g22022 = 1,

g22023+ 423033 = 0,

q22b2p+q23b3p+ N +q2pbpp == 0,
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ukfad p-1, 2 — réwnania
dp-1,p-1 bp—l,p-l =1 »
qp-l.P—lbp—l.p+qp—1.pbpp = 0,
uklad p, 1 — réwnanie

qppbpp = 1.
Tak wiec, uklad o numerze i (i = 1, 2, ..., p) powstal z przemnozenia wiersza o nu-
merze i macierzy [Q] przez kolumny o numerach i, i+1, ..., p macierzy [B]. Z tych ukla-

déw réwnan mozna wyznaczyé elementy by, (j > i) rozwiazujac powyzsze uktady w od-
wrotnej kolejnoéci, tzn. najpierw uklad o numerze p, nastgpnie o numerze p—1, itd., na
koncu ukfad o numerze 1.

Otrzymuje si¢ proste wzory na elementy macierzy [B]

1
bu=—,
qu
J 5 i=nn-1,..,1,
_kgnq"‘ Ko j=nyn—1, .04,
bu= » ,
i Jj>1

Z wzoréw tych wynika ponadto, ze elementy macierzy [Q]"' mozna umiecié w to
samo miejsce pamigci maszyny cyfrowej, w ktérym znajduja si¢ odpowiednie elementy
macierzy [0}, tzn., Ze nie ma potrzeby wprowadzaé¢ dodatkowej macierzy [B]. Korzystajac
ze zwigzkow (3.1) oraz wprowadzajac zamiast symbolu ,,="’ symbol podstawienia ,,:=",

otrzymamy wzory na elementy macierzy odwrotnej
. 1

dU-1)pgrt =

d@-1)p+rt

J
- X 2 ' (q(l—-l)p+k—i+n q(k—l)p+j—-k+rk)

=i+

di-1)pyi-i4n -+ =
G=Dp i da-1p+rt

Majac dane macierze [Q]~* oraz [M] mozna obliczy¢ elementy macierzy [A] =
= ([Q]T)“[M] [O]*. Wartoéci i wektory wilasne macierzy symetrycznej mozna obliczyé
metoda HOUSEHOLDERA [5] (mozna tez skorzystaé z programu bibliotecznego maszyny
cyfrowej Odra 1204), a nastepnie wartoéci i wektory wlasne réwnania (2.1).

4. Przykiady liczbowe

Przedstawiony algorytm zostal zrealizowany na maszynie cyfrowej Odra 1204 i spraw-
dzony na szeregu przykladéw liczbowych. Macierz sztywnosci [K] obliczono w sposéb
podany w pracy [6]. Zupelnie analogicznie budowano macierz mas [M]. W tablicy 1
przedstawiono przykladowo macierz mas dla prostokatnego elementu plyty o wymiarach
2a % 2b i stalej grubosci ¢. Caly tok postegpowania w przypadku obliczania drgan wlasnych
plyty mozna ujaé w ogélnym schemacie blokowym (rys, 2). Przeliczono szereg przykla-
déw liczbowych, dla ktérych pewne wyniki znane sa w literaturze [3].



Tablica 1

3454 _}
-922b | 3206
992a |-252ab| 3204’ symetrycznie
1226 |-548b | 390 | 3454 |
[M]e: lg]ubo— 548 | -2400°| 168ab| 922b | 3208
398q |-1680b| 1600%| 922a | 2520b| 3204
394 |-252b | 2520|1226 | 508b | 5480 | 3454
232 |-1208%| 1120b| 3985 | 16007 | 168ab| 922b | 3200
-2320 |120b |-12007| -548a|-1680b] ~2404] - 922a| ~2520| 200"
1226 |-398b| 5480 | 394 | 232b | 252a | 1226 | 548b | -398a| 3454 5
-3985 | 1600% |-168ab| - 232 | ~120b° | ~112ab| ~548b| 24086 168ab| ~922b| 3204°
-548a | 1680b |-240cf| - 2324 |-112ab| - 1200"| - 98| ~168ab| 1600°| ~922a| 2520b | 3204°

(START)

Czytamie danych: n,m,E, ,

Q,,0,5---,8,,,0,,0,,...,
t,,t

= Uy ()

bm»l

23"

I Obliczanie mucierzq[l(]l

l Dbliczanie macierzy [M] ]

[ Wezytanie warunkew brzeqomych |

Modyfikacja macierzy[K] i[M] przy
uwzgl. warvnkow brzegowych

KT -0
[@raka /Emlcierg , ge [k1-101' ]
[AT=fla7) M a1

Dbliczanie wartosci i ewentualnie
wektorow wiasnych macierzy fA]

0bijczanie warloscy iewenfuu/n/?
wektorew wrasnych réwnania (1).

Rys. 2.
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Przyktad 4.1. Nalezy obliczy¢ czgstosei drgan wlasnych w; dla plyty kwadratowej
na dwdéch przeciwlegtych krawedziach swobodnie podpartej, a ma pozostatych dwéch
zamocowanej catkowicie. Dane: dlugo$¢ krawedzi 600 cm, » = 0,167, E = 200 000 kG/cm?,

2
—k%, grubo$¢ stala f = 10 cm.
cm
Otrzymane wyniki przy podziale plyty na 9 jednakowych elementéw kwadratowych
o wymiarach 200 x 200 cm podano w tablicy 2.

Y
¢ b:4

Tablica 2
| il ™| N pAGtS | roiea
1 2,083404 2,08 ~ D
2 | 3900220 3,93 ~ 0,6
3| 469295 . 4,96 ~ 1,2
4 6,088433 6,76 ~10,0
5 | 7,730949 7,33 ~ 51
6 | 9619610 929 ~ 36

Przyklad 4.2. Nalezy okreslié czesto§é drgan wlasnych dla ptyty kwadratowej na
wszystkich krawedziach zamocowanej catkowicie. Dane i podziat jak w przykiadzie 4.1.
Uzyskane wyniki przedstawiono w tablicy 3.

Tablica 3
L V\‘/)%tgzsl%e @i n}y;jgﬁggb [Lg]l roggicu
1 | 2593180 2,58 ~ 04
2 5,279482 5,27 ~ 01
3 7,627460 7,78 ~2,0
4 | 10384540 — —
5 | 10,581960 982 ~ 36
6 12,752980 11,80 ~ 7,6

Przyklad 4.3. Nalezy okresli¢ czestoéci drgan wiasnych dla trzech schematdw plyt
o ksztaltach i warunkach podparcia, jak na rys. 3. Plyta przedstawiona na rys. 3a jest
swobodnie podparta na catym obwodzie, plyta o schemacie rys. 3b posiada nieciagle wa-
runki podparcia (w okolicy dolnego prawego naroznika zamocowana catkowicie), za$

a b I

'''' === e | T T 1

: | : | [ {

I =§ ! | o g | 8

[ 2 k | [ 1

! 3 ! | | I

1 S I | |

i = } |

| | ! ! g

| - ; | b

______________ ety aicais I !
a=600cm _| |._#a A a a
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plyta rys. 3c jest wycigta w poblizu naroza i swobodnie podparta na wszystkich krawe-

dziach. Dane i podzial jak w przyktadzie 4.1. Uwaga! Plyte o schemacie rys. 3c liczono

jak plyte prostokatna, przyjmujac dla jej cze$ci wycietej grubodé réwna 1/1000 ¢.
Obliczone wartoéci pierwszych dwéch czgsto$ci drgai wiasnych podano w tablicy 4.

Tablica 4
) Schemat 3p Schemat 3b | Schemat 3¢
L | Wartoser ;| wartosci o, % | Warlosci ; | Wartosci w;
obliczone wg pracu[bj reéznica | oblicione obliczone
1| 1403427 142 ~ 5,1 1,707662 | 2,482604
2 3,700591 3,54 ~4,5 3,8410I§ 4,051212

Przyklad 4.4.Dla plyty kwadratowej swobodnie podpartej na wszystkich krawe-
dziach i dodatkowo podpartej punktowo w swoim obszarze (rys. 4) nalezy wyznaczyé
czestoéei drgan wlasnych. Dane, jak w przykiadzie 4.1. Podzial na elementy pokazano na

rys. 4aib.

a b
1 1 1t T 1
| | |
) - | !
i [Ee |
! | ! [
! ! ! :m
— . |
: l_l | |
| | i |
| | ! |___
[ R | I
I | | |
| | | |"NL
fe————— ——| f—_— —] —
Fa__ |,  Fa 2a | £a
a=600cm a~600cm
Rys. 4

WartoSci pierwszych dwéch czestosci drgan wlasnych umieszczono w tablicy 5.

Tablica 5
Schemat 4a Schemat 4b
L | Wartosct w; | wartosciw;| 7. | warfosct w; | Warfosciw,| % .
obliczone ~ |wg pracy[3) |roznica| obliczone wg pracy [3] | reznica
1 | 3685225 3,54 ~41 1895003 2,18 ~ 13,0
2 5,767554 5,77 ~ 0 3,767545 - -
5. Whnioski

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda, przyjmujaca za punkt wyjicia odksztatcalne
prostokatne elementy skonczone o 12 parametrach weztowych, pozwala z bardzo duza
doktadnoécia wyznaczaé czgstosci drgan wilasnych dla plyt o nieregularnym konturze,
o dowolnych warunkach brzegowych, o zmiennej sztywnoéci ptyt z otworami i dowolnie

podpartych w swoim obsza

Ize.
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Z podanych przyktadéw wynika, Ze otrzymuje sig bardzo dobre rezultaty juz przy nie-
zbyt gestym podziale rzeczywistego ustroju ciaglego na elementy. Jest metoda bardzo
szybka. Sredni czas obliczen dla powyzszych przykladdw, tacznie z obliczaniem macierzy
sztywno§ci i macierzy mas, wynosit 20 minut na maszynie cyfrowej Odra 1204. Przy uzy-
ciu tej metody mozna oblicza¢ drgania wiasne dla ztozonych uktadéw ptytowych.

W przypadku obliczania drgan wiasnych dla innych dZwigaréw powierzchniowych
caly tok postgpowania pozostaje taki sam. Zmieni sie tylko sposéb obliczania macierzy
sztywno$ci uktadu [K] 1 macierzy mas [M].

Mozliwo$ci programu sg rézne w zaleznoSci od zestawu maszyny cyfrowej. Dla zestawu
bez pamigci zewngtrznej mozna rozwiazywaé zadania do okoto 100 stopni swobody. Przy
zestawie z pamigcia bgbnowa mozliwosel sa oczywibcie znacznie wigksze.
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Pesmome

UYHCIEHHOE PEWIEHHE 3ATAUYKM O COBCTBEHHBIX KOJIEBAHMAX
HA TIPUMEPE ITNIUT

B paboTe DpeACTaBJIeH YHCIEHHBIH METORX ONPERENIEHU YacToTh! CoGCTBEHNEIX Kosebanmit noBepx-
HOCTHBIX KOHCTPYKUMIA NPOXIIIIOCTpHPOBAHHEIN Ha NpHMepe MuAT. KOHTHHYabHAA CHCTEMA PasfeNAeTCa
HA& KOHEYHOE YMCIIO Je(hOpMHUPYEMBIX NPAMOYIONBHBIX 9JeMEHTOB ¢ 12-10 cTeneHsAMM cBoGoant. Meroq
TI8ET BO3MOYKHOCTh, C BGOJBLUOI TOUHOCTLIO, ONPERENATs YACTOTH! COBCTBEHHBIX KONeOaHmit JIA 1MT
C HEPEryIAPHLIM KOHTYPOM , C IPOH3BOJBHBIMY KPAaeBLIMU YCIIOBUAME, CO CKaUKOOOPasHO MeHAIOLeHCs
JKECTKOCTHIO, IVIHT C OTBEPCTHAMH H IPOM3BOJILHO ONMPAIOIMXCA TI0 cBoelt obnacra. Paccumran pag
KOHKPETHBIX YHCIIOBBIX IIPHMEPOB. BO3MOXKHOCTH NPOrpammbl, HaMCAHHOH Ha S3bIKE Anren 1204, pas-
JHYAIOTCA B 3aBHCHMOCTH OT OCHALLEHMA NU(PPOBBIX MaumH. A CHCTeMbI JIMIIEHHOR GiI0Ka BHeluHed
NaMATH MOYKHO pelllarh 3afaun ¢ oxoso 100 crenensmu ceoGomel. B cryuae ¢ ocraBac Gapabanmoit ma-
MATBIO — BO3MOYKHOCTM ropasno Gomsuie.

Summary

NUMERICAL SOLUTION TO THE PROBLEM OF FREE VIBRATIONS USING PLATES AS THE
EXAMPLE

In the paper the method of solution to problems of free vibrations of homogeneous plates with ar-
bitraty boundary conditions has been presented. The applied method of numerical calculations, based
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“on the finite element method, decreases the amount of information remembered by a digital computer
to a minimum, thus allowing for solution of the considerable problem of free vibrations. Many elements

of the given algorithm may be applied to calculations of free vibrations of other cranes with no other
changes. .

WYZSZA SZKOLA INZYNIERSKA W OPOLU

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 maja 1974 r.



