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CZESC 11. BIOSCYLATORY WIELOWSKAZNIKOWE, MODELOWANIE WAELU

ROBERT KRZYWIEC (WARSZAWA)

W pracy skonstruowano prosty, ale oryginalny model dyskretny sprezystego watu
wazkiego na wielu podporach sprezystych, obcigzonego wieloma tarczami. Jest nim
bioscylator wielowskaZnikowy o sze§ciu stopniach swobody (trzy w ruchu postepowym,
trzy w ruchu obrotowym), za pomoca ktérego modelujemy: n, przekrojéw podporowych
watu, ny przekrbjéw obciazonych tarczami, ns przekrojow redukowania mas, w przestrze-
ni n; -wymiarowej, przy uwzglednieniu », rodzajéw ruchu.

Rozwazania przeprowadzono w terminologii wielociggéw, ktorych algebre i elementy
analizy sformulowal autor w oddzielnej pracy. Otrzymane réwnania. rézniczkowe sg
pigciociagowe o wspdiczynnikach wyrazonych ciagami dziesigciociggowymi.

1. Bioscylator jednowskaZnikowy o 2 stopniach swobody

Wprowadzamy oznaczenia:
— X1
X = =[x
X5 [ ./]’

gdzie j = 1, 2 — wskaznik ilo$ci stopni swobody ciagu jednowskaznikowego stopni swo-
body uktadu mechanicznego, x; — warto§¢ wektora przemieszczenia X¥; w ruchu poste-
powym punktu, x, — warto$¢ wektora obrotu (kata) X, w ruchu obrotowym?® punktu;

. Xy

— ciagg jednowskaznikowy wartosci predkosci liniowej i kactowqj w ruchu uktadu mecha-
nicznego, gdzie X, — wartoé¢ wektora predkoéci (liniowej) X; w ruchu postepowym
punktu, X%, — warto§¢ wektora predkoéci (katowej) X, w ruchu obrotowym punktu;

. ¥,

— ciag jednowskaZnikowy wartosci przyspieszenia: liniowego i katowego w ruchu ukiadu
mechanicznego, gdzie ¥, — warto§¢ wektora przyspieszenia liniowego X; w ruchu po-

D Mamy tutaj wiasciwie ruch punktu po okr¢gu — ruch wahadla matematycznego.
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stepowym punktu, X, — warto§¢ wektora przyspieszenia katowego %, w ruchu obroto-

wym punktu;
— My My
*m = [ ] = [m.l'l.iz]’

My My

' gdzie j, = j, = 1, 2 — wskaznik ciagu dwuwskaznikowego wspolczynnikoéw bezwladnosci
(mas) samego ukltadu mechanicznego, m,; — masa punktu w ruchu postgpowym z war-
toécia x, przemieszczenia ¥, proporcjonaina do wartosci S, sily sprezystej S, m;, —
moment bezwladno$ci masy punktu wzgledem osi obrotu podzielony przez dlugo$¢ wa-
hadta, jako masa uogdlniona w ruchu postepowym o wartosci przemieszczenia proporcjo-
nalnej do wartosci .S, momentu sprezystego Sy, My, — masa punktu w ruchu obrotowym
wzgledem osi obrotu o wartosci obrotu proporcjonalnej do wartosci S, sity sprezystej
S, pomnozona przez dhugo$é odpowiedniego wahadla, jako masa uogélniona, m,, — mo-
ment bezwladnosci masy punktu wzgledem osi obrotu odpowiedniego wahadia, jako masa
uogdlniona punktu w ruchu obrotowym z wartoéciag x, obrotu X, proporqonalnq do
wartoéci S, momentu sprezystego Sz
Oznaczamy réwniez przez:
.H S,
S = [ Sz] =[S

— ciag Jednowskazmkowy uogdlnjonych sit sprezystych, gdzie S, — warto$¢ wektora
sily sprezystej S, w ruchu postgpowym, S, — warto$¢ wektora momentu sprezystego S,
w ruchu obrotowym, jako sily sprezystej uogdlnionej®

_ Si1 Si2
%5 = [ ] = [Sjl.iz]

S21 S22

— ciagg dwuwskaznikowy wspolczynnikéw sprezystosci danego ukladu mechanicznego,
gdzie 5,, — wspdtczynnik sprezystoci przy obciazeniu masy my, sita S,, s, — wspét-
czynnik sprezystodci przy obcigzeniu masy uogdlnionej m,, momentem S,, 5, — wspoi-
czynnik spreZystoéci przy obciaZeniu masy uogdinionej m,, sita Sy, s,, — wspSlczynnik
sprezystosci przy obcigzeniu masy uogdlnionej m,, momentem S,;

= iy Tr2 o

r= [,.21 ,.22] = [
— ciag dwuwskaznikowy wspétczynnikéw ttumienia danego uktadu mechanicznego, gdzie
ryy — wspoczynnik thumienia (oporu) masy m;,, na ktéra dziata sita thumienia R, o war-
toéci Ry, ry, — wspoiczynnik tlumienia (oporu) masy m,,, na ktéra dziala moment sit
thumienia R, o wartoSci R,, ryy — wspotczynnik ttumienia (oporu) masy m,,, na ktéra
dziala sita ttumienia Ry, ry, — wspblczynnik thumienia (oporu) masy m,,, na ktéra dziala

moment sit t{umienia _Rz,
ZR = = [ j

? W jednym réwnaniu (sif) moment sprezysty jest sita sprezysta uogdlniona, w drugim natomiast
rébwnaniu (momentdéw) sila sprezysta jest momentem sprezystym uogélnionym.
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— cigg jednowskaznikowy uogdlnionych sit thumienia danego ukiadu mechanicznego,
gdzie R, — warto$¢ wektora iily tlumienia R; w ruchu postepowym, R, — warto$é wekto-
ra momentu sity thumienia R, w ruchu obrotowym, jako uogdlnionej sity ttumienia®;

S1@)
12(2)

— ciag jednowskaznikowy uogdlnionych sit wymuszajacych danego ukladu mechanicz-
nego, gdzie f, (1) — warto$¢ wektora sity wymuszajacej /1 w ruchu postepowym, f, () —
warto§¢ wektora momentu sit wymuszajacych f, w ruchu obrotowym jako uogdlnionej
sily wymuszajacej*.

Przyjmujemy, Ze:

1 — warto§¢ x,; przemieszczenia X, oscylatora postgpowego jest proporcjonalna do
warto§ci ¥, jego przyspieszenia liniowego ¥, oraz wartosci X, przyspieszenia katowego
352 oscylatora obrotowego, czyli x; ~ X, x; ~ X,, przy czym X, ~ X,;

2 — warto$¢ x, kata obrotu X, oscylatora obrotowego jest proporcjonalna do war-
to§ci ¥, przyspieszenia liniowego fl oscylatora postepowego oraz wartoéci X, swojego
przyspieszenia katowego .Bc'"z, czyli x5, ~ X,, x, ~ X, przy czym X, ~ X,

Wynikaja stad nastgpujace zwiazki liniowe:

f@) = [ ] = [fi(0)]

My ¥ = =S5 X, MyaXs = —S;5X,
Al Xy = —831 X1, MapXy = —8X;,

ktére jesli sa spetnione przez funkcje x,(¢), x,(¢), to wtedy mozna otrzymaé¢ dwa réwnania
rozniczkowe stanowiace uktad

My Xy A my %, = = (5% +512%,),

Myy Xy +MpaXy = —(8531%1 +522X5),
czyli

My Xy tmp X8 X+812% =0,

My ¥+ MyaXo+ 821 x +8,,x, =0,

ktére sa takze spetnione przez te funkcje.
Otrzymany ukifad liniowy rownan rézniczkowych jednorodnych o staltych wspdtczyn-
nikach mozemy zapisa¢ w postaci

| o i [
+ =,
May Nza] | X2 S21 S22 | X2 0

Zm-x+2%5-x = 0.

to jest

Wykorzystalismy tutaj definicje mnozenia ciagu dwuwskaznikowego przez cigg jedno-
wskaznikowy podang w pracach [1, 2]. loczyn ten jest w przypadku szczegdlnym iden-
tyczny z mnozeniem macierzy.

3 Ppatrz notka poprzednia dotyczaca sily sprezystej.
4 Patrz obie notki poprzednie.
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Jesli wige na punkt materlalny % o wiasnoéciach 2 dziala uogélniona sita sprezysta S,

to zachodzi proporcja X ~ X, czyli zgodnie z uogdlnionym prawem Hooke’a [5]%
%% = —%5-X.

Taki uktad mechaniczny [4] bedziemy ilustrowali za pomocg masy na jednej spre-
zynce postgpowo-obrotowej podatnej na odksztalcenia liniowe wzgledem wspdirzednej
uogdlnionej X, to znaczy w kierunku X, i wokot osi prostopadiej do kata plaskiego x,,
ktéry jest wartoécig kata obrotu X, jako wektora réwnolegtego do tej osi.

Przyjety schemat rysunkowy ukladu mechanicznego pokazano na rys. l.

Definicja 1.0, Uklad mechaniczny opisany réwnaniem rézniczkowym
P(t, %(1), ¥(t), 2m, %5) =0
jednorodnym linjowym o wspdiczynnikach stalych nazywamy bioscylatorem harmonicz-
nym swobodnym® o dwdéch stopniach swobody.
Czgsto identyfikujemy réwnanie opisujace zjawisko z samym zjawiskiem nazywajac
je krétko bioscylatorem swobodnym. Interpretacje mechaniczna bioscylatora o dwdch

stopniach swobody przedstawiamy za pomocg jednej sprezynki plaskiej postgpowo-obro-
towej nazwanej bispr¢zynkg o dwdch stopniach swobody.

Definicja 1.1. Uklad mechaniczny opisany réwnaniem rézniczkowym
P, X(1), X(1), *m, %5, (1)) = O

niejednorodnym liniowym o wspdiczynnikach statych nazywamy bioscylatorem wymu-
szonym o dwdch stopniach swobody.

5> W pracy tej sformulowano uogélnione prawo Hooke’a ukladéow wielokrotnych jako wielkich
systemobw stereomechanicznych.

® Swobodny ze wzgledu na brak wymuszen oraz o§rodek bez oporéw.
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Model mechaniczny takiego ukiadu jest punktem o wspoirzgdnej _uogélnionej X po-
siadajacym wiasnoéci ?m, na ktéry dziala uogdlniona sita sprezysta S i wymuszajaca f,
to znaczy zgodnie z prawem Newtona dla wielkich systeméw [9]7 mamy

2 X425 % = f{1).

Uktad ten ilustrujemy za pomocg masy na bisprezynce plaskiej obciazonej uogéiniona

sita wymuszajaca /. Przedstawiono go na rys. 2.

Rys. 2

Definicja 1.2. Uklad mechaniczny opisany réwnaniem rézniczkowym
P[(t, %), X(1), %), *m, *F, %5, f(1)] = 0

niejednorodnym liniowym, zawierajacym X, o wspolczynnikach stalych nazywamy bioscy-
latorem wymuszonym tlumionym® o dwdch stopniach swobody.

W modelu mechanicznym takiego uktadu nalezy dodatkowo uwzgledni¢ tlumik po-
stgpowo-obrotowy dwuwymiarowy nazywany bitlumikiem. Pokazano go na rys, 3.

Rys. 3

7 Jest to uogdlnienie prawa Newtona dla ukladéw mechanicznych wielokrotnych, jako systemow
wielkich, opisanych za pomocg ciagbdw wielowskaznikowych.
% Tiumienie moze byé tak zewnetrzne, jak i wewnetrzne.
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Bittumik uwzglednia ttumienie proporcjonalne do wartoéci X predkosci uogdlnionej )Lc,
wywotane uogdlniong sita thumiaca R, to znaczy tak od sity tlumiacej R; w ruchu poste-
powym, jak i od momentu tlumiacego R, w ruchu obrotowym punktu.

W ten sposéb réwnanie bioscylatora wymuszonego ttumionego dwuwymiarowego
o dwdch stopniach swobody ma posta¢

2 % 2 X425 % = f(t).

Jest rzecza zrozumiala, ze mozna rozwazaé rézne przypadki szczegdlne takiego réw-
pania rézniczkowego ciagéw jednowskaznikowych, ktérego wspdiczynniki sa ciagami
dwuwskaznikowymi.

W szczegolnoéei uktad—ciag réwnan rozwaZzanych uprzednio, mianowicie

myc Xy drygc Xi4sx = £,
My * 56'2-}-1'2' xz""Sz' X2 =f2(t),

jako ciag jednowskaznikowy oscylatoréw: 1) postgpowego, 2) obrotowego, w postaci

%, %, N f1(1)
b, ] [xa]““’ £ [x2]+[s" ! [xz] - [fz(f)]’

wynika z réwnania bioscylatora wymuszonego tlumionego.

2. Bioscylator jednowskainikowy o 6 stopniach swobody
Wprowadzamy oznaczenia:

- T
Xy X11 X231 X3y X111 X12
2% _ _ _ - — T
X = = = | X21 X2z | = [x,5,]% j
= 2
X2 X12 X22 X32 X311 X32

jl = 1,2’3;
1,2

— cigg dwuwskaZnikowy iloSci stopni swobody (wspéirzednych niezaleznych) ukladu
mechanicznego, gdzie j, — wskaznik ilosci stopni swobody okre§lonego rodzaju i wymiaru
przestrzeni ortokartezjanskiej, j, — wskaznik iloéci rodzajéw stopni swobody [1) prze-
mieszczenia, 2) obrotu], X¥; — ciag jednowskaznikowy jako wektor przemieszczenia pod-
czas ruchu postgpowego punktu w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej, X, — clag
jednowskaznikowy jako wektor swobodny obrotu podczas ruchu obrotowego punktu
w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowe;j;

X . , . . . 1T
. X1 X111 X231 X33 X11 X12
2% — — _ . . _ 0 . . o . . _
X = . = = | X531 X322 —[lej2]T, J1= 1,25 3’ J2 = 1’2
X2 X12 X2z X33 X31 X3z

— ciag dwuwskaznikowy predkosci ukladu mechanicznego, gdzie j, — wskaznik ilo$ct
wspotrzednych wektora predkoéci okreSlonego rodzaju, j, — wskaznik ilo$ci rodzajéw
predkoéei [1) w ruchu postepowym, 2) w ruchu obrotowym], X — ciag jednowskazniko-
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wy jako wektor predkoscei (liniowej) w ruchu postgpowym punktu, E'z — ciag jednowskazni-
kowy jako wektor swobodny predkosci (katowej) w ruchu obrotowym punktu;

i . . . . . T
Xy X11 X211 X3 X11 Xi12

= _ . . e T. ;o . .

2% = = = | X221 X, '—[lejz] 3 J1 = 1,2,3, ]2=1’2
Xz X2 Xa2 Xa2 X3y X3z

— ciag dwuwskaznikowy przyspieszen ukladu mechanicznego, gdzie j, — wskaznik ilosci
wspétrzednych wektora przyspieszen okreslonego rodzaju, j, ——\y-skaz'nik ilo§ci rodzajow
przyspieszef [1) w ruchu postgpowym, 2) w ruchu obrotowym], X, — ciag jedngyvskaini-
kowy jako wektor przyspieszenia (liniowego) w ruchu postgpowym punktu, X, — ciag
jednowskaznikowy jako wektor przyspieszenia (katowego) w ruchu obrotowym punktu.
Mamy réwniez
_-mu mp | [my ’71121 [m, mlz] N
|21 Maa |1y \_mll Moz |12 |21 Ma2]13
[y myp| [moy myp| [ mu]
My Maa |21 \_’7121 Mz2 |22 Lmu My2 |23
(m“ mys [y, my, ]| my mu]
23

| 7151 Moz lay [Ma1 Moz sz | M1 Mg

— 27 —
- [ 171]3_,-4] - [m.l'x.l'z.iah]

— ciag czterowskaznikowy wspdlczynnikéw bezwladnosei, jako mas uogélnionych da-
nego ukiadu mechanicznego, gdzie j, — wskaznik iloSci rodzajéw ruchu [1) postgpowe-
go, 2) obrotowego], j, — wskaznik ilosci ruchéw w danym rodzaju ruchu®, j; — wskaznik
ogblnej iloéci 6 stopni swobody w obu ruchach: postgpowym i obrotowym (trzy pierwsze
wyrazy dotycza réwnan sil, trzy dalsze wyrazy uwzglgdniaja réwnania momentéw sit),
Jo — wskaZnik trzykrotnego wystapienia dwdch ruchdw: postgpowego i obrotowego
ze wzgledu na dwa razy po trzy stopnie swobody uktadu w ruchu postgpowym i obro-
towym.
Definiujemy takze przez:

B Siy Sy Sa Siy S |”
=l | = =18 S| =180 =123 ja=1,2
SZ S12 S22 S32 S31 S32

— ciag dwuwskaznikowy uogdlnionych sit sprezystych, gdzie j;, j, — wskazniki, jak
w X, S, — ciag jednowskaznikowy jako wektor sit sprezystych '©’podczas ruchu postg-
powego punktu w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej, §2—ciqg jednowskazniko-
wy jako wektor swobodny momentéw sit sprezystych't’ podczas ruchu obrotowego

9 Patrz rozdziat poprzedni.
10 Patrz rozdziat poprzedni.
Y Patrz rozdzial poprzedni.
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punktu w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowe;j;

T [S11 Si2 811 Si2

S11 Si12
1521 S22]11 521 S22012 LS21 S22113
811 5121 Si1 Sia| Sy S12W e _
| 521 S22]21 1521 S22l22 [S21 S22 23 = 050) = Byusad

S11 Si12 Si1 Sia] 811 312—}

S21 S22]31 [S21 S22)32 [S21 S22]33

— ciag czterowskaznikowy wspoiczynnikéw sprezystosci danego ukladu mechaniczne-
go'®, gdzie j,, j,, ja,js — wskazniki jak w *mn;

["11 "12] ["1 1 N 2} ["1 1 "12]

Fay Fazlaa P21 P22di2 P21 Fa2li3
Fyy F Fyg ¥ Fii F

4 = [ N ] [ N ] [ N ] = 71 = 1juiars]
For Fazla1 |F21 Tazl221721 Fa2l23

["11 "12] ["11 "12] ["11 "12]

Fa1 Tazlai T2y Tazlsz LFa1 F22]33 |

— ciag czterowskaznikowy wspdtczynnikéw tlumienia danego ukladu mechanicznego!®,

gdzie j,, ja, Ja, Jo — wskazniki, jak w *m;

R Riy Ry Ry Ry Ry,
2R = B = = | Ry, R, =[foh]Ta ji=1,2,3; Jja=1,2
-R2 -R12 -R22 -R32 <R31 -R32

— ciag dwuwskaznikowy uogdlnionych sit tlumienia danego ukiadu mechanicznego,
gdzie j,, j, — wskazniki, jak w 2x, R, — ciag jednowskaznikowy jako wektor uogdlnio-
ny sil ttumienia'® podczas ruchu postepowego punktu w przestrzeni euklidesowej tréj-
wymiarowej, R, — ciag jednowskaznikowy jako wektor swobodny uogdlnionych®® sit
(momentéw sil) ttumienia podczas ruchu obrotowego punktu w przestrzeni euklidesowej
tréjwymiarowe;j;

) Q) f11®) fa1®) fu @] [fu@® f®]
Y= |= = [£o1(®) £ = 155,15
L1 120 f2(0) f2()]  Ufsr(®) S2(0)
J1=1,2,3; j,=1.2

— ciag dwuwskaznikowy uogélnionych sit wymuszajacych danego uktadu mechaniczne-
go, gdzie j, j, — wskazniki, jak w 2x, f;(t) — ciag jednowskaznikowy, jako wektor sit
wymuszajacych podczas ruchu postgpowego punktu w przestrzeni euklidesowej tréjwy-

12) patrz rozdziat poprzedni.
13 Patrz rozdziat poprzedni.
14 Patrz rozdziat poprzedni.
15 Jak wyzej.
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miarowej, f>(t) — ciag jednowskaznikowy, jako wektor swobodny uogdlnionych sit (mo-
mentow sit) wymuszajacych ruchu obrotowego punktu w przestrzeni euklidesowej tréj-
wymiarowej.

Zauwazmy, ze wprowadzone ciagi dwuwskaznikowe, jako dwuelementowe ciagi
jednowskaZnikowe mogaq mie¢ interpretacje podwdjng:

1) jako ciagi dwuwskaznikowe wspdirzgdnych dwdch wektoréw, z ktérych drugi jest
zawsze swobodny,

2) jako dwuelementowe ciggi jednowskaznikowe — wektory, z ktérych drugi jest
zawsze swobodny.

Postepujac podobnie, jak w rozdziale poprzednim, formutujemy nastgpujace definicje.

Definicja 2.0. Uklad mechaniczny opisany réwnaniem rdézniczkowym
ZP((), 2X(1), 2X(1), 2X(r), i, *F, %5, ()] = %0

niejednorodnym liniowym, zawierajacym 232", o wspdiczynnikach statych [1, 2] nazywamy
bioscylatorem wymuszonym tlumionym*® o sze§ciu stopniach swobody w przestrzeni
euklidesowej tréjwymiarowe;j.

Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami mamy:

\_”721 Moz )i [ %12

myy My, X1y [”711 le] X21
My Ma2]12

I +_"11 "12} -«\"11_+l:"11 "12} ‘/\.'21]_{_ Fiy "12] -5‘31—‘_{_
"2 " ] 12 LX 131

721 Faalin L X2 Fai1 Fa2 szz [ 721 722 Lx32

(510 $12] [xu Sy Si2 Fle S11 o Si2 X3y Sfi.(0)
+1. + ) -+ = ,

| S21 S22011 | X12] S21 S2zf12 [ X22 | 521 S22 13 [ X32 le(f)

my o m| [ X [ma mys My My,

+ +

Lmu Moz |2y | X2 May Mgy My Maa |23

|
-
|

F'22]23
X3y | [fm(t)
)

22 {X22]

Fir o Fia X1 Ty V) X2, |
1Ty + + L
22

+

Fat Faz2l21 LXIZ

+

Fiy
Fay

.
S11 Si2
Sa1

S2p Saz2fa1 [ Xi2 LS21 S22 S22 23

My My, X1 [myn mi,] b myy My, X31
. |+ . |t . |t
J32
[ "

| /121 M2 133
rig 7] Xgq] rit Fis]
I -+ . +

L7'21 TFaafs1 [ X12]

Xy Sip o Si2] [xsﬂ _ [fz;_(t)]
T faa0)

LS21 $22431 [ X12. X22 | S21 S22133 [ X321

16 Tlumienie moze byé zewngtrzne, jak i wewnetrzne.

4 Mechanika Teoretyczna
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czyli
25 25 2> 25 2, =
iy Py, Pmy, Fi1 "2 "11
~ 25 25 A 27 2,
Mgy 2May PMyy [(x, 2%, X+ 2P *raa "23 [1x= 2Y’ 3x]—|-
25 235 25 25 25
M3y "M3y “Maz F3y “Fiz "33
2 2% 2% 7
Sy1 “S12 i3 1f(f)
25 2%
521 2822 %23 [[1%, 2%, 3X] = [ oS (1) |,
25 2%
§a1 %53 2533 _ sf (1)
gdzie
LX) jékl - xkl _ Xk
kx:[.. “9 kx=|:. 2 X = 3 k=15273
Xk2. X2 Xk2 i
oraz

- J11(t) - f31(8) - Ja22(8)
S = [fu(t)]’ /1) = [fu(t)]’ S = [fsz(t)}’

przy czym muozenie ciagéw dwuwskaznikowych przez ciggi jednowskaznikowe jest zgodne
z regula mnozenia macierzy, co wyjaénia schemat przyjetego mnozenia ciggéw cztero-
wskaznikowych przez ciagi dwuwskaznikowe!”, w ktérym obowigzuje mnozenie wierszy
“m przez wiersz [, 2%, X].

Modelem mechanicznym takiego ukladu jest punkt o wspoirzednej uogdlnionej Zx
posiadajacy wlasnoéci bezwladnosciowe *m, na ktéry dziala uogélniona sita sprezysta 2§
oporu (thumienia) 2R i wymuszajaca /.

Przedstawimy go w postaci masy skupionej na bisprezynce postgpowo-obrotowej,
przedstawiajacej sze§¢ stopni swobody ukladu w przestrzeni euklidesowej tréjwymiaro-
wej z dolaczonym bitlumikiem postgpowo-obrotowym. Bisprezynka obrazuje uogdlnione
sily sprezyste 2§ proporcjonalne do sit bezwladnoéci (o czterowskaznikowych wspéiezyn-
nikach proporqonalnoécn) Bithumik uwzglednia tlumienie proporcjonalnie do predkoécei
uogolmoneJ 2y, wywolane uogdlniong sita thumienia 2R, to znaczy pochodzace od sxty
thamiacej R, w ruchu postgpowym ukladu, jak i od sily uogdlnionej (momentu sity) R,
w jego ruchu obrotowym.

Definicja 2.1. Uklad mechaniczny opisany réwnaniem rézniczkowym
2PIt, %5(0),%%5(0), 4, 45, (1) = 20
niejednorodnym liniowym o wspéiczynnikach stalych nazywamy bioscylatorem wymu-

szonym o szeciu stopniach swobody w przestrzeni euklidesowej trOJwymlaroweJ
Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami mamy

My P Pmyg | . | B % %S, 12(’)
My Mz Moz [[1X,  2X,  aX]+| %, %, 28 [ix, .x, 3x]= 2f(t)
iy *mas 233 %531 283, 2533 _3f(t)

7 Kilka regut mnozenia ciagdw wielowskaznikowych przez ciagi wielowskaZnikowe sformutowano
w pracach [1, 2].
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czyli
i X445 3% = 2(1).

W modelu mechanicznym takiego ukiadu nie wystgpuje bittumik, poniewaz oérodek,
w ktérym odbywa si¢ ruch, jest idealny, bezoporowy I nie istnieja sily thumigce.

Zauwazmy, e bioscylator dwuwskazZnikowy o szefciu stopniach swobody skonstruo-
wany jest z tréjelementowego ciagn (wymiar przestrzeni euklidesowe;j) ciagdw jednowskazni-
kowych bioscylatoréw o dwéch stopniach swobody.

W przypadku szczegdlnym

My Mgy _ [y, my,)
| M2121 Ma22g B [ 721 mzz,,
71111 "12111 (10 r12]
| 72121 12221 B [rar 122
[S1111 S1211] 511 15
{32121 $2221 ] I 522

X1 = Xy, Xip = Xz, X33 =Xy, X2 = X, Xy = Xz,  Xi2 = X,

fu_(’) =f1(2),  [fi12(8) = f2(1)
oraz przy pozostatych wspdiczynnikach réwnych zeru, otrzymujemy rownanie bioscyla-
tora wymuszonego thumionego o dwdch stopniach swobody:

% X 42 X425 % = f(t)
wyprowadzone w rozdziale poprzednim.
W szczegdlnodci wynika stad rownanie
my s Xy Arg Xsxg = f1()
oraz réwnanie
my - Xptry Xt xy = fo(f)
oscylatora obrotowego, ktére wprowadzili§my w rozwazaniach poprzednich.
W ten sposdb pokazaliémy, ze oba odrgbne réwnania dwdch niezaleznych ruchéw
mozna uogdlni¢ w podanym wyzej sensie bioscylatora dwuwskaznikowego o sze$ciu stop-
niach swobody w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowe;.

Pokazemy jeszcze dalsze uogdlnienia tego problemu, mianowicie rozszerzajac roz-
wazania na przestrzen n-wymiarowa.

3. Bioscylator dwuwskazZnikowy o 2n stopniach swobody w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej

Zauwazmy, ze réwnanie bioscylatora o 2n stopniach swobody w przestrzeni n-wymia-

rowej ma posta¢ wielowskaznikowa analogiczna do réwnania bio§cylatora o 2- 3 stop-

niach swobody w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej, ktére rozpatrywaliSmy wyzej'®.

8 Rozdzial poprzedni.

4*
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Wynika to stad, Ze walencje zewngtrzne (wskazn1k1 po stronie lewej u gory) ciagéw dwu-
wskaznikowych zmiennych niezaleznych X, 2x X pozostaja niezmienione,

Powieksza si¢ jedynie wymiar ich walencji wewngtrznych oraz wymiar tych walencji
wewnetrznych ciagdw wspdlczynnikow, ktére wskazuja na wymiar przestrzeni orto-
kartezjanskiej. Obecnie przestrzen ta jest n-wymiarowa.

Wobec tego mamy

00 T
— X X132 ; .
2=k IixY‘)jl l:x<1k1) xs|k1):| f . [ ]T Ji = 1) ey B
X — _ — = . = xj j i . .
x(zk) x9 .. xs,kz) e 2=12, k=0,1,2';

xf-’? xs."??
4m = [zmjgh] [ 11121314] j1 =j2 = 1’ 2; js =j4 = 1’ s

- - . . 45 o _ .
r= [2r13j4] = [’h.iz.i:;]'a]’ § = [zsjsh] - [ijjzjsjd]’

% Ry Rip|" |

— R Riy ... R

2 — _1 — 11 nl — : . — AT P . ) - .
R [Rz] I:Rlz -.-an] : : [R“jz] ’ J1 13 s 13 J2 1’ 2:

_R,,l Rn2

_ S11 S12 T
_ S Sig .S
2 [_1] - [ 11 "1] =1 = [Sjj z]T;

S, Si2 ... Suz Suy Sua !

T
0 = [BO] [0 2] L EOEOT
LO1 @ fe® | 2 0y 2

Uwzgledniajac dotychczasowe rozwazania, uktad réwnan
me X X R = 1)
nazywamy rtownaniem wielociggowym [1, 2] bioscylatora wymuszonego tlumionego

0 2n stopniach swobody w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej. Wystepuja tu dwuciagi
funkcji i pochodnych oraz czterociagi wspéiczynnikéw stalych.

4. Ciag w-wskaznikowy bioscylatoré6w o 21 sztopniach swobody w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej

Przyjmijmy, ze w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej mamy w rodzin, czyli ciag
w-wskaznikowy bioscylatoréw, przy czym kazda z nich zawiera n,, g = 1, ..., w bioscy-
latoréw wymuszonych ttumionych o 2n stopniach swobody. Wtedy

2+wok) (k)
x [‘thzjs 12+W]’

h=lL..n =12 j,=1,.,n;5 g=3 .,24w,

gdzie wskaznik k = 0 dotyczy funkcji czasu, wskaznik k = 1 dotyczy pierwszej pochod-
nej, wskaznik & = 2 dotyczy drugiej pochodnej funkcji czasu.

19 WskaZnik k =0 dotyczy funkcji, k = 1 — pierwszej pochodnej, k = 2 —drugiej pochodnej
wzgledem czasu.
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Jest rzecza zrozumiala, ze

® &)
x .. X
24w — [ L "‘] H H H
k k
x® X8t ns |1 ny |1 Aagw

Sity wymuszajace (strony prawe réwnan), jak i wszystkie sity s rowniez ciggami (24 w)-
wskaznikowymi. _

Wspdlezynniki przy funkcji 2**x, pochodnej pierwszej 2**x, pochodnej drugiej 2*+*x
sa [1, 2] 2(2+w)-wskaznikowe, to znaczy maja postaé 2(+Wpy, 2@+w). 224w

Wskazniki nieparzyste przedstawiaja «wierszey, wskazniki parzyste natomiast «ko-
Jumny» ukladu wielociagowego réwnan rézniczkowych:

2(2+wypy - 2+\10§+ 2(2+w)p . 2+Y5C"+2(2+W)§ 24 ylvi = 2+'1"7(t)

dla te{t,, >, wypisanego na podobienstwo ukladu «macierzowego» réwnan. Jest to réw-
nanie rézniczkowe wielociagowe w-wskaznikowego bioscylatora wymuszonego ttumio-
nego o 2n stopniach swobody w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej. Wystepuja tu
(2+w)-ciagi funkcji i pochodnych oraz 2(2 4+ w)-ciagi wspolczynnikéw stalych.

Zauwazmy, ze w przypadku w = 0, mamy réwnanie bioscylatora dwuwskaznikowego
o 2n stopniach swobody w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej, ktére bylo tematem
rozwazan rozdziatu poprzedniego.

5. Ciag tréjwskaznikowy bioscylatoréw o 2 - 3 stopniach swobody w przestrzeni euklidesowej trojwymiarowej

Przyjmijmy obecnie n = 3 i w = 3, to znaczy rozwazmy w przestrzeni euklidesowej
tréjwymiarowej trzy rodziny, czyli ciag tréjwskaznikowy bioscylatoréw przyjmujac, ze
kazda z nich zawiera n,, g = 1, 2, 3 bioscylatoréw wymuszonych ttumionych o 2 3 stop-
niach swobody. Mamy teraz

2430 = x0T, =123 =142 jo=L.,ng g=345

1J24aials
gdzie j, jest wskaznikiem wymiaru przestrzeni euklidesowej, j, — wskaZnikiem ilo$ci
ruchéw (rodzajéw stopni swobody), j; — wskaznikiem iloci bioscylatoréw pierwszej
rodziny (rodzaju), j, — wskaznikiem iloéci bioscylatoréw drugiej rodziny (rodzaju), js —
wskaznikiem iloéci bioscylatoréw trzeciej rodziny (rodzaju) k = 0 — wskaznikiem funkcji
czasu 2*+3X, k = 1 — wskaznikiem pierwszej pochodnej 2+3%, k = 2 — wskaznikiem dru-
giej pochodnej 2+3% funkcji czasu.
Stad wynika, ze

e |72 2 <8
- 2 x® x®)1 [ ea|1 7 |2 ns

Sity wymuszajace (prawe strony réwnan), jak i wszystkie sily sq réwniez ciqgami (2+3)-
wskaznikowymi. Wspdlczynniki przy funkcji 2+*x, pochodnej pierwszej >**x, pochodnej
drugiej X sa [1, 2] 2(2+3)-wskaznikowe, to znaczy maja postaé 2+3jpy, 2(2¥3)p 202+3)5,
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Wskazniki nieparzyste przedstawiaja «wiersze», wskazniki parzyste natomiast «ko-
lumny» ukladu pieciowskaznikowego?® réwnan rézniczkowych o wspdlczynnikach dzie-
sigciowskaznikowych:

107 - S 4107+ $X 4195 - 3% = §/(1), dla te 1,1,

wypisanego na podobiefistwo ukiadu «macierzowego». Jest to réwnanie rézniczkowe
pieciociagowe (pigciowskaznikowe) bioscylatora wymuszonego tlumionego o 2-3 stop-
niach swobody w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej.

Gdy walencja zewnetrzna (wskaznik po lewej stronie u géry) w = 2, to mamy réwnanie
bioscylatora dwuwskaznikowego o 6 stopniach swobody w przestrzeni euklidesowej tréj-
wymiarowej, ktére byto tematem rozwazan rozdziatu 2.

6. Modclowanic walu wazkiego z wieloma tarczami na wielu podporach za pomoca bioscylatora pigeiowskazni-
kowego o szeSciu stopniach swobody w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej

Widzimy, Ze rozpatrywane oscylatory 1 bioscylatory mozna bylo uogdlnié na przestrze-
nie wielowymiarowe. Obecnie pokaZemy, ze mozna je, mi¢dzy innymi, zastosowa¢ do mo-
delowania omdéwionej na poczatku tréjelementowej konstrukcji k zlozonej z wazkiego
walu sprezystego obciazonego dowolng, skoniczong liczba wazkich tarcz, podpartego w do-
wolnej, skonczonej ilo$ci tozysk zwanych podporami. Zakladamy przy tym, ze nie uwzgle-
dniamy wspéidzialania innych elementéw maszyny, urzadzenia, zespotu maszyn, w sklad
ktérych wchodzi omawiana konstrukcja k, sama traktowana jako element ciggu wielo-
wskaznikowego podzespoléw pewnego ukladu mechanicznego nazwanego systemem ma-
szynowym.

Inaczej méwiac, wat z tarczami i toZzyskami rozpatrujemy jako izolowany ukiad me-
chaniczny, chociaz jest on podsystemem zloZonego systemu maszynowego.

W rozdziatach poprzednich pokazali$émy, ze konstrukcja k:

1) istnieje w przestrzeni euklidesowej trojwymiarowej, w ktérej

2) pewne przekroje walu jako elementarne twory tréjwymiarowe posiadaja dwa ro-
dzaje ruchéw, mianowicie postepowe wzdiuz trzech osi ortokartezjanskiego ukladu od-
niesienia oraz obrotowe dookola tych trzech osi;

3) zostala sprowadzona do trzech rodzajéw przekrojéw walu, mianowicie podporo-
wych, obciaZzonych tarczami, obcigzonych masami zredukowanymi.

Te pigé¢ zasadniczych elementéw dotychczasowych rozwazan, czyli: wymiar przestrzeni,
ilo§¢ rodzajow ruchéw przekrojéw walu, przekroje podporowe, przekroje obcigzone tar-
czami, przekroje obcigzone masami zredukowanymi, wprowadzilismy do modelu mate-
matycznego ukladu mechanicznego nazwanego ciagiem tréjwskaznikowym bioscylatoréw,
czyli bioscylatorem pigciowskaznikowym o 2 -3 stopniach swobody w przestrzeni eukli-
desowej tréjwymiarowe;.

Wobec tego mozemy przyjaé, Ze: a) pierwsza rodzine rozwazanych w rozdziale po-
przednim bioscylatoréw stanowi ny podpér konstrukcji k z przekrojami podporowymi,

20 To znaczy pigciociagbw funkeji, pochodnych pierwszych i pochodnych drugich.
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b) druga rodzing bioscylatorow stanowi n, tarcz z przekrojami walu,na ktdérych sg one
osadzone, ¢) trzecig rodzing bioscylatoréw stanowi ns mas zredukowanych watu z tymi jego
przekrojami, do ktérych przeprowadzono redukcj¢ jego masy catkowitej.

Reasumujac stwierdzamy, ze jefli: 1) j, = 1, ..., n;, ny = 3 jest wskaznikiem wymiaru
przestrzeni euklidesowej, 2) j, = 1, ..., ny, n, = 2 jest wskaznikiem rodzajow ruchu po-
stepowego lub obrotowego, 3) js = 1, ..., ny jest wskaznikiem ilosci tozysk (podpér)
z przekrojami podporowymi, 4) j, = 1, ..., n, jest wskaznikiem ilo$ci tarcz z przekrojami
watu oraz 5) js = 1, ..., ns jest wskaznikiem ilo$ci mas zredukowanych z odpowiednimi
przekrojami watu, to ruch sprezystej konstrukeji k, jako ukladu pieciociggowego (pigcio-
wskaznikowego) bedacego wielkim?®? systemem dynamicznym [4], zgodnie z drugim pra-
wem Newtona [9] oraz przy uwzglednieniu prawa Hooke’a [5] w osrodku z oporami i przy
istnieniu sit wymuszajacych, jest opisany za pomoca systemu wielkiego bioscylatordw,
mianowicie réwnaniem bioscylatora pigciowskaznikowego o szesciu stopniach swobody
w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowe;:

1077+ $X 4107 $x 419 - 3% = $1(0), te s, 1,

gdzie state wspdtezynniki sg ciggami dziesieciowskaznikowymi [1, 2].

W literaturze znane sa tylko niektére przypadki szczegdlne [10, 11] rozwigzan ukia-
dow réwnan rozniczkowych nazwanych tutaj bioscylatorem pigciowskaznikowym.

By¢ moze warto zajaé si¢ nimi korzystajac z elektronicznej techniki obliczeniowe) lub
konstruujac odpowiednie analogi elektryczne, za pomoca ktérych rozwigzanie danych
wielociagowych uktadéw réwnan przedstawionych algorytmami macierzowymi nie byloby
zbyt trudne.
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wskaznikowy mozna nazywaé wielkim systemem ciagdéw, zgodnie z pracami autora [1, 2, 12, 13].
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Pesome

0O MONEJIUPOBAHUM MHOTOINOIUHIIHMKOBOI'O BAJIA CO MHOI'MMU
IOUCKAMU C IIOMOIIBIO BOJIBUION CHCTEMBI BMOCHMJIIIATOPOB
YACTS 1I. BUOCHWJIJISITOPBI CO MHOTMMH MHIEKCAMMH.
MOJEJINPOBAHUE BAJIA

B paGote mocTpoeHa pocTas, HO OPUMHMHANLHASL AMCKPeTHAs MOAENb YOPYroro BECOMOrO BaNa Ha
MHOTHX YTIPYFHX OTOpax HArpY>KEHHBOIO MHOTMMH DUCKaMH. Monessio ABserca GHOCLHIIIATOP CO MHO-
CHMH HHIEKCAMH C ILECTBIO CTENEHAMH CBOGOAB! (TPH UL MOCTYNATENBHOTO, H TPH AN BPALIATEbHOTO
IBWKEHUS), MOJCIUPYIONMii: 273 HAOMOPHBIX CEUCHWH Bana, n, CeueHHil HATPY>KEHHBIX C TIOMOLLBIO
IIHCKOB, M5 CEUEHHI NMPHBEACHMS MACC B My -MEPHOM XIPOCTPAHCTBE, IPH YUeTe N, BHIOB [IBHYKEHHSA.
Paccy)<ACHUs BENYTCH Ha ASBIKE MHOTOKPATHBIXK NOCIEAOBATENLHOCTEH, anredpa M 3JI€MEHTLI aHATH3a
KOTOPBIX chOpMYIIHPOBAHBI aBTOPOM B OTHeNbHOH pafore. IlonyderHble nudpeperinanbable ypaBHe-
HMA COAEP)KAT NSATHKPATHBIE TIOCAEAOBATENEHOCTH, C KOI((DIIHEHTAMM BEIPAYKAIOIMMHCS Uepe3 HeCATH-
KpaTHBIE IIOCIIEJOBATELHOCTH.

Summary

ON MODELLING THE MULTI-SPAN SHAFTS WITH SEVERAL DISCS BY MEANS OF A GREAT
SYSTEM OF BI-OSCILLATORS. PART II. MULTI--INDICIAL BI-OSCILLATORS. MODELLING
OF A SHAFT

A simple, original discrete elastic model is constructed of a ponderable elastic shaft, resting on several
elastic supports and loaded by many discs. It is a multi-indicial bi-oscillator with six degrees of freedom
(three translations, three rotations), which is used to model: n; cross-sections at the supports, n, cross-
sections loaded by discs, ns cross-sections of mass reduction in 7; — dimensional space, at », kinds of
motion. The terminology of “multiseries” is used in the paper, their algebra and foundations of analysis
being presented by the author in a separate paper. The differential equations derived are «five-series»
with coefficients being expressed by «ten-series» sequences.
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