
M ECH AN IK A
TEORETYCZN A
I   STOSOWANA

1, 13  (1975)

STATECZNOŚĆ  TECHNICZNA  DRGAŃ  BOCZNYCH  POJEDYNCZEGO  ZESTAWU
KOŁOWEGO  PORUSZAJĄ CEGO  SIĘ  WZDŁUŻ  TORU Z NIELINIOWĄ   SPRĘ Ż YSTOŚ CIĄ

P O P R Z E C Z NĄ

ALI C JA  P I E N I Ą Ż E K,  WIESŁAW  P I E N I Ą Ż EK  (KR AKÓW)

1.  Wstęp

W  niniejszej  pracy  zastosujemy  przedstawioną   w  [1] teorię   badania  statecznoś ci tech-
nicznej  nieliniowych  ukł adów nieautonomicznych, do badania  pewnego  ukł adu o jednym
stopniu  swobody,  którego  schemat i model dynamiczny jest  przedstawiony  na rys. 1.
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Rys. 1

Modelem  takim  moż na  zastą pić  np. pojedynczy  zestaw  kołowy  pojazdu  szynowego
poruszają cy  się  wzdł uż  toru i wykonują cy  drgania  boczne w pionowej  płaszczyź nie prze-
chodzą cej  przez  jego  oś obrotu,  bez uwzglę dnienia  sił  wynikają cych  z tzw.  poś lizgów
sprę ż ystych,  które  zachodzą  w  strefie  kontaktu  koła z szyną.  Siły te bę dą   uwzglę dnione
w  nastę pnych pracach, w których bę dą   rozpatrywane  ukł ady o dwóch stopniach  swobody,
uwzglę dniają ce  drgania  wspomnianego  zestawu  w płaszczyź nie  poziomej  przechodzą cej
przez jego oś  obrotu.

Przyjmiemy  dalej, że zderzenia wystę pują ce  po przekroczeniu  luzu  są  plastyczne; tzn.
koł o  po'dotknię ciu  szyny  swoim  obrzeż em  porusza się  dalej  wraz z nią  jako  jedno  ciało.
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Przyjmiemy  takż e, że charakterystyka  bocznej  sprę ż ystoś ci  szyny jest  nieliniowa  i zostanie
okreś lona póź niej.

D la  tak opisanego  ukł adu  okreś limy  stateczność  techniczną   wzglę dem  pewnych ob-
szarów  i  zaburzeń  stale  działają cych,  z  punktu  widzenia  poprzecznego  oddział ywania
zestawu  na tor, w celu  okreś lenia  dopuszczalnych  prę dkoś ci  ruchu poprzecznego  zestawu
lub  odpowiedniej  sztywnoś ci  poprzecznej  ramy  toru  (szyn  wraz  z podkł adami). Obszary
statecznoś ci  bę dą   przyję te  z  praktycznego  punktu  widzenia.  Zaburzenia  stale  działają ce
zostaną   wprowadzone  do równań ruchu, aby uwzglę dnić  cią głe zmiany bocznej  sztywnoś ci
toru,  spowodowane  chociaż by  warunkami  atmosferycznymi,  niejednorodnoś cią  materiał u,
czy  też zmiennym przekrojem  poprzecznym  szyny.

D o  analizy  przyjmiemy  stały ką t y nachylenia profilu  koła  (rys.  1), w zwią zku  z czym
składowa pozioma siły tarcia, wystę pują ca  w równaniu  ruchu, jest wielkoś cią   stał ą. W rze-
czywistoś ci  profil  ma kształt krzywoliniowy  i skł adowa ta jest zmienna, ponieważ zmienny
jest ką t y nachylenia płaszczyzny stycznej  do profilu  i szyny  w punkcie ich styku.  Zmiany
te bę dą   dalej  uwzglę dniane  także w postaci zaburzeń stale  działają cych.

Zaburzenia  stale  działają ce, pochodzą ce od zmiennej  sztywnoś ci  szyn  i zmiennej skła-
dowej  siły  tarcia,  przyjmiemy  jako  jedną   funkcję   przemieszczenia  bocznego  i  prę dkoś ci
tego przemieszczenia R(y,  y), której przebiegu  nie moż emy okreś lić  ś ciś le, ale wiemy o niej,
że jest  ograniczona i nie przekracza  pewnej  wielkoś ci,  co moż na ują ć  zależ noś cią

Zaburzenia  stale  działają ce bę dą   miały charakter siły.
W  dalszym  cią gu  pracy  podamy  warunki  statecznoś ci  technicznej dla naszego  ukł adu,

przy  czym zaż ą damy, aby boczne przemieszczenie  szyn  nie przekraczało pewnej  wielkoś ci,
gwarantują cej  odkształ cenia sprę ż yste.

2. Okreś lenie  charakterystyki  sprę ż ystej  układu  i obszarów statecznoś ci.  Równanie  róż niczkowe ruchu

Nieliniową   charakterystykę   sprę ż ystą   ukł adu przyjmiemy  w postaci

(2- 1)  F(y) =  ^- tg[bo(\y\ - sQ)]d- 1(\y\ - so)sffiy,

gdzie
C o — współczynnik  sztywnoś ci  poprzecznej  toru  w  przybliż onym  przypadku  linio-

wym,
b0  — współczynnik  przeliczeniowy,  okreś lony  wzorem

( 2 . 2 )  b o =   [

2d0'

2d0 — odległość mię dzy  asymptotami  tangensoidy,
s0  — luz szynowy,
y — przemieszczenie poprzeczne,
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Qy\ —s0)  — funkcja  okreś lona  nastę pują co:

dla  ( b|

W  celu okreś lenia współ czynnika sztywnoś ci  Co  (w przybliż onym  przypadku  liniowym),
należy  obliczyć  prawostronną   pochodną   funkcji  (2.1) w punkcie y = s0  (lub jej  pochodną
lewostronną   w punkcie y =   — s0).  Po obliczeniu  pochodnej  prawostronnej  funkcii (2.1)
otrzymujemy  zależ ność

(2.4)  F'(so+)   =  Co  =  tg/ J.

Charakterystyka  sprę ż ysta  ukł adu jest przedstawiona  na rys. 2

Rys. 2

Równanie  róż niczkowe  drgań  poprzecznych,  dla ukł adu  przedstawionego  na rys. 1,
ma postać

(2.5)

gdzie

\ - s0)]  x

xd- Hbl- ^sgny- T.d- Wylso

m — masa zestawu  kołowego,
T—  siła tarcia mię dzy  szyną  i kołem,

I \  — siła tarcia mię dzy szyną  i podł oż em,
Po  — siła  wymuszają ca,
p — czę stość  siły  wymuszają cej,

>,  y) — zaburzenia stale  działają ce,

o(y,5>),
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• SiHbl- ^o) — funkcja,  okreś lona w sposób  nastę pują cy:

(1,  dla  (\y\ - s0)  < 0,

(2.6)  a r^ I - * ) - ^   dI a  QyhSo)>o,  °<>>o.
Zauważ my, że funkcja  ta «gasi» silę  tarcia koła  o jedną  z szyn z chwilą   przekroczenia

luzu  szynowego.
Równanie  (2.5)  moż na  sprowadzić  do postaci  bezwymiarowej,  wygodnej  w  dalszej

analizie.  Zrobimy  to przez  wprowadzenie  podstawień

(2  j \   s
x  — pt,  —  =  x,  - ^- = d,  boso  = b,  c — mp2s0,  TV"1 cosy  = H,

Funkcje d- 1 (|y\—s0)  i  ór 1(\y\—s0) mają   obecnie postać:

0,  dla  ( |*|- 1) < 0,10,
5"1(W- l)  = ( l j

5i  (1*1- 1)  - |0 >  d k  ( W _ ! ) > 0 .

( 2" 8 )  dla  ( |*|- 1) < 0,

Po uwzglę dnieniu  (2.7) i (2.8) otrzymujemy  równanie róż niczkowe ruchu w bezwymia-
rowej postaci

—H18- 1Qx\ —  l)&gB.x+Pam.T+R(x,x))

lub, po wprowadzeniu  nowych  zmiennych  * =  xx,  xx  =  x2  równoważ ny  układ  równań
pierwszego rzę du:

(2.10)  * , =  x2,
x2  =   - C t g^ W - l M ^ d x I - O s gn X i - ^ r H W -O  + l l sgn ^-

- H1d- 1(\x\ - l)sgnx2+Psinr+R(xl,x2).

Przyjmiemy obecnie obszary statecznoś ci. Z uwagi na wystę pują cy  luz, ruch zestawu mo-
ż emy podzielić na dwie  fazy:

I  — od położ enia począ tkowego  do wyczerpania  luzu,
I I  — od chwili  zetknię cia się  jednego  koła zestawu z szyną   (luz szynowy  wyczerpany),

do momentu, gdy prę dkość bocznego ruchu zmaleje  do zera  (szyna  osią gnie  maksymalne
boczne odkształcenie sprę ż yste).

W zwią zku z powyż szym  przyjmiemy  nastę pują ce  obszary  statecznoś ci:
—  dla pierwszej  fazy  ruchu:

obszar warunków  począ tkowych:

(2.11)  Ql(xi,x2)  =

obszar domknię ty warunków  ruchu:

(2.11e)  2J

—  dla drugiej  fazy  ruchu:
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obszar  warunków  począ tkowych:

(2.12)  Qll  m  {(xltx2):  \Xl\   <  1,  |jca| < o},

obszar  domknię ty warunków  ruchu:

(2.12a)  Qu  =   {(Xl,x2):  \Xl\   ^  a,  \x2\  < v},

obszar  zewnę trzny:

(2.12b)  Qz  =   {(Xl!x2):  \xt\ <  (1+d), \x2\  < p j ,  v

W powyż szych  zależ noś ciach, okreś lają cych  obszary,  mamy:

v = a =
• so

gdzie
v0  — maksymalna  prę dkość  bocznego  ruchu  zestawu,
a0  — maksymalna amplituda bocznego ruchu zestawu.
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Rys.  3
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N a  rys.  3  obszary  statecznoś ci  są   przedstawione  na  płaszczyź nie  fazowej  (x±,  JC2)
Z  rysunku  widać, że obszar  ruchu dla pierwszej  fazy  ruchu jest  obszarem warunków po-
czą tkowych w drugiej  fazie.

W  dalszym  cią gu  zajmiemy  się  drugą   fazą   ruchu z uwagi na odkształcenia szyny  jakie
w  niej  zachodzą.  W  takim  razie,  w  układzie  (2.10)  należy  przyją ć:  ^ ~ 1 ( k i | - ł)  = 1,
<5J"1(|JC1| — 1) = 0. Do dalszej  analizy  mamy  zatem  układ

(2.10a) x2  =  —Hsgnx2  — H1sgnX2  — Ctg[b(\Xl\  —  l)]sgnx1+Psmr+R(x1>,

3.  Analiza statecznoś ci  technicznej  układu  (2.10a)

Jedną   z metod badania statecznoś ci technicznej ukł adów nieliniowych jest  zmodyfiko-
wana,  druga  metoda  Lapunowa.  D la badanego  ukł adu  dobieramy  odpowiednią   funkcję
skalarną   i na podstawie jej  własnoś ci oceniamy stateczność techniczną  ukł adu.
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W  naszym  przypadku  przyjmiemy  funkcję  dwóch  zmiennych  V{xx, x2), niezależ ną
od czasu w sposób jawny,  klasy C1 i okreś limy warunki wystarczają ce  statecznoś ci tech-
nicznej.

Jeż eli przyję ta  funkcja  V(x!, x2) speł nia nastę pują ce warunki:

1°  V(xu  x2) > 0  dla  xx  ^  0, x2  *   0,

( 3 l )  2°  V(Xl  ,x2)ś 0  dla  (x,, x2) e  QZ\Q$,

3°  sup  V(xi,x2)<  inf  V(x1,x2),
fruxdaQl1  (xux2)eQ,\Q11

to ukł ad jest technicznie stateczny ze wzglę du na obszary Ql1, Q11 i zaburzenia stale dzia-
ł ają ce.

Dla ukł adu (2.10a) przyjmiemy  obecnie funkcję  V(xlt  x2) w postaci

1
(3.2)  V(xux2)  =  Tx

2

2+  j  {Ctg[b(\u[- l)]sgauHrL(\u\ - l)}du.

Pochodna  funkcji  (3.2) wzglę dem  czasu, wynosi:

dV
(3.3)  - £• = V = x2{k2  + Ctg[b(\xl\ - l)]d-i(\x1\ - l)sgnx1}  =

=  x2{- (H+H1)sgnx2  + Psint+R(x1,  x2)}.

Oszacujemy pochodną (3.3), zakł adają c, ż e:

(3.4)  |Psinr| < P,  \R(xux2)\   ^  g.

Otrzymujemy:

(3- 5)  C^Ml- iH.  + m+P+g],

skąd wynika, że pochodna wzglę dem czasu bę dzie niedodatnia, gdy

(3.6)  P

Czyli, maksymalna amplituda siły wymuszają cej  nie powinna przekraczać tł umienia  po-
mniejszonego  o najwię kszą  wartość  zaburzeń  stale  dział ają cych.  Drugi warunek  z (3.1)
jest  więc speł niony.

Sprawdzimy  obecnie  trzeci  z warunków  (3.1).  Obliczymy  funkcję  V{xx,x2)  z (3.2).
Po scał kowaniu otrzymujemy

(3.2a)  V(pcltx2)  = I ^ l - y l n |c o s6 ( |x1 | - l ) |.

Z powyż szego  widać, że F (xt, x2) jest dodatnia, ponieważ drugi  czł on przyjmuje  wartoś ci
tylko ujemne, a dla: \xx\  = 1 zeruje się.

Aby  był  speł niony trzeci warunek  (3.1) powinno być

(3.7)  sup  V{x1,x2)  = V1<  inf
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Wartość

(3.8)

Wartość

(3.9)

r l

v2

na

na

brzegu

brzegu

v2

dQu

8Qn  '

wynosi

1
sso1  2

wynosi  (v  =   0)

= £.ln\co8b(\xt\ - l)\

1
2

=

W  zależ noś ci  (3.9)  uwzglę dniliś my,  że  lnlcos&flxjl  — l) !  przyjmuje  tylko  ujemne  wartoś ci.
Wobec  powyż szego  z  (3.7) otrzymujemy,  po uwzglę dnieniu  (3.8) i  (3.9)

(3.10) C>
ln[cos2A(|a|- l)]

Sztywność  poprzeczna toru  powinna,  przy  zał oż onej wielkoś ci  dopuszczalnego  odkształ-
cenia  poprzecznego  toru  i  danej  prę dkoś ci  ruchu  poprzecznego  zestawu,  przyjmować
wartoś ci  speł niają ce  zależ ność  (3.10).

4.  Przykł ad  liczbowy

N a  podstawie  [3],  przyjmiemy  nastę pują ce  dane  liczbowe:  m  — 1500  [kg],  s0

0,005  [m], y  =   0,05  frd], p  =  10,676  [s- 1] , a0  =  0,01  [m], nacisk  koła  na  szynę  Gk

50 000  [N], dQ  =   0,002 [m].

1  c>

\   20

1  15

\   10

\   5

\   2

V
,  i  ,  i  i  i  ;\ ~

:  I
: I

V,.,..
- 3- 2- 1  0Q51  Z  3  V

Rys.  4

Wartoś ci  sztywnoś ci  poprzecznej  szyn  dla  róż nych prę dkoś ci  poprzecznego  ruchu ze-
stawu  są  uję te  w  tablicy  1.

Zależ ność  (3.10)  moż na przedstawić  graficznie,  z wykorzystaniem  danych w  tablicy  1.
Jest  to pokazane na rys.  4.

8  Mechanika Teoretyczna
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Tablica  1

*[T ]
V

V2

C

* " [ • = • ]

0,00025

0,5

0,25

0,799

0,537

0,0005

1,0

1,0

3,199

2,149

0,0075

1,5

2,25

7,198

4,837

0,001

2,0

4,0

12,796

8,599

0,00125

2,5

6,25

19,994

13,430

0,0015

3,0

9,0

28,791

19,351

5.  Wnioski  i  uwagi  koń cowe

Z  podanych  warunków  statecznoś ci  (3.6)  i  (3.10)  wynika,  że  ukł ad  jest  technicznie
stateczny,  gdy  maksymalna  amplituda  siły  wymuszają cej  nie  przekroczy  siły  tarcia  tł u-
mią cej  drgania,  pomniejszonej  o maksymalną   wartość  zaburzeń  stale  działają cych.  Z dru-
giego warunku  wynika  ponadto, że boczna sztywność  toru jest  uzależ niona  od  maksymal-
nej  prę dkoś ci  ruchu poprzecznego  zestawu.  Zależ ność  ta  (rys.  4)  okreś la  tę   sztywność  lub
ogranicza  prę dkość  «plastycznego»  uderzenia  w  szynę.  I   tak,  przy  danej  bocznej  sztyw-
noś ci toru moż na okreś lić  maksymalną   prę dkość v,  przekształ cając  odpowiednio  zależ ność
(3.10). Odwrotnie, przy  danej  prę dkoś ci  bocznego  ruchu  zestawu,  moż na  okreś lić  boczną
sztywność  toru,  przy  założ eniu, że  maksymalne  wychylenie  szyn  nie  przekroczy  zakresu
odkształ cenia sprę ż ystego.  Mają c  sztywność  moż na okreś lić  inne parametry  toru  (rozstaw
podkładów, typ  szyny  itp.).

Analiza  została  przeprowadzona  dla  zakresu  ruchu  poprzecznego,  w  którym  luz  zo-
stał   przekroczony.  W  pierwszym  zakresie  ruchu, do  wyczerpania  luzu,  ruch  jest  niestate-
czny.  Po  przekroczeniu  luzu  zestaw  przechodzi  w  drugi  zakres  i  gdy  speł niona jest  nie-
równość  (3.10), jego ruch jest  technicznie stateczny.
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creneHBio  CBoQofltij  c HejraHejłHoił  ynpyroń  xapaKTepHCTHKoit, c  3a3opoM   u  c  fleMn4)iiP0BaHHeM  itocpeĘ -

CTBOM  cyxoro  TpeHHa, coBepmaiomefi  BbiHyH<fleHHbie  i<one6aHHH Bbi3biBaeivibie  rapMOHH^ecKoft  CHJIOH.
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H a  xapaKTepHCTHKH oioi- i  CHcreMU (ynpyrocTB  u  aeMndpHpoBairae)  BJIHHIOT  HenpepwBHO  fleHCTByioinae

B03MymeHHH.  O6nacTH  ycToftiHBOcTH  paccMaTpHBaioTcH  c  npaKTHiecKoii  Towy  3pemwi.  JJJIH  peme-

HHK  3aflatffl  npHMeHHeTCH BTopoS  MeTOfl  JlanySOBa.

nonyMeHHbie 3aBHCHM0CTH, (2.6)  I I  (3.11)  onpefleiwfomHe  ycjioBHH ycToiraHBOCTHj coflepwax  KOSCJJ-

(ijHuneHT ynpyrocTH, fleiYincpHpoBaHHe H CKopocTb nonepe^moro HBHweinw.  OflHa  H3  3THX 3aBHcnMOCTeH

(3.11)  npeflCTaBJieHa  rpad)H^ecKH.

S u m m a ry

TECHNICAL  STABILITY  OF  LATERAL  VIBRATION S  OF  A  SINGLE WHEEL  SET  MOVIN G
ALON G  THE  RAIL  WITH  NON- LINEAR LATERAL  ELASTICITY

The  technical stability  of  the mechanical system  with one degree of freedom, with non- linear character-
istic  of  elasticity,  play  and  damping  by  dry  friction,  is  considered.  This  system  performs  forced  lateral
vibrations  produced  by  a harmonic force.  The system  is acted  on  by  constantly  acting  perturbations  of
the  characteristics of elasticity  and damping. The regions  of  the  stability  were considered from  the practical
point  of  view. The problem  is analysed  by  means of  the second  method of  Lapunov.  Relations  (2.6) and
(3.11), obtained by  this procedure, contain: damping, the coefficient  of  rigidity and the velocity  of  lateral
motion  of  the  body.  These  relations  are  conditions  of  the  technical  stability.  Relation  (3.11)  isshown
graphically  in  Fig.  4.
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