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1. Wstep

W niniejszej pracy zastosujemy przedstawiona w [1] teorig¢ badania statecznosci tech-
nicznej nieliniowych uktaddéw nieautonomicznych, do badania pewnego ukladu o jednym
stopniu swobody, ktérego schemat i model dynamiczny jest przedstawiony na rys. 1.
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Modelem takim mozna zastapi¢ np. pojedynczy zestaw kotowy pojazdu szynowego
poruszajacy si¢ wzdiuz toru i wykonujacy drgania boczne w pionowej plaszczyinie prze-
chodzacej przez jego 0§ obrotu, bez uwzglednienia sit wynikajacych z tzw. poslizgéw
sprezystych, ktore zachodzg w strefie kontaktu kola z szyna. Sily te beda uwzglednione
w nastgpnych pracach, w ktérych bgda rozpatrywane uktady o dwoch stopniach swobody,
uwzgledniajace drgania wspomnianego zestawu w plaszczyZnie poziomej przechodzacej
przez jego o§ obrotu.

Przyjmiemy dalej, Ze zderzenia wystgpujace po przekroczeniu luzu sa plastyczne; tzn.
koto po dotknigciu szyny swoim obrzezem porusza si¢ dalej wraz z nia jako jedno cialo.
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Przyjmiemy takzZe, Ze charakterystyka bocznej sprezystosci szyny jest nieliniowa i zostanie
okre$lona pdZniej.

Dla tak opisanego ukladu okreélimy stateczno$é¢ techniczna wzgledem pewnych ob-
szaréw i zaburzen stale dzialajacych, z punktu widzenia poprzecznego oddzialywania
zestawu na tor, w celu okre§lenia dopuszczalnych predkoscei ruchu poprzecznego zestawu
lub odpowiedniej sztywnoSci poprzecznej ramy toru (szyn wraz z podktadami). Obszary
stateczno$ci beda przyjete z praktycznego punktu widzenia. Zaburzenia stale dziatajace
zostang wprowadzone do réwnaf ruchu, aby uwzgledni¢ ciagle zmiany bocznej sztywnosci
toru, spowodowane chociazby warunkami atmosferycznymi, niejednorodnoécia materiatu,
czy tez zmiennym przekrojem poprzecznym szyny.

Do analizy przyjmiemy staly kat » nachylenia profilu kota (rys. 1), w zwiazku z czym
skladowa pozioma sily tarcia, wystepujaca w réwnaniu ruchu, jest wielkoscia statg. W rze-
czywistosei profil ma ksztalt krzywoliniowy 1 skiadowa ta jest zmienna, poniewa? zmienny
jest kat o nachylenia plaszczyzny stycznej do profilu i szyny w punkcie ich styku. Zmiany
te beda dalej uwzgledniane takZe w postaci zaburzen stale dziatajacych.

Zaburzenia stale dzialajace, pochodzace od zmiennej sztywnoéci szyn i zmiennej skia-
dowej sily tarcia, przyjmiemy jako jedna funkcje przemieszczenia bocznego i predkosci
tego przemieszczenia R(y, ), ktorej przebiegu nie mozemy okreéli¢ écile, ale wiemy o niej,
Ze jest ograniczona i nie przekracza pewnej wielkosci, co mozna ujaé zaleznoscia

IRy, <o ¢>0.
Zaburzenia stale dzialajace bédg mialy charakter sity.
W dalszym ciagu pracy podamy warunki stateczno$ci technicznej dla naszego ukiadu,

przy czym zazadamy, aby boczne przemieszczenie szyn nie przekraczato pewnej wielkodci,
gwarantujgcej odksztalcenia sprezyste.

2. Okreslenie charakterystyki sprezystej ukladu i obszaréw stateczno$ci. Réwnanie rézniczkowe ruchu

Nieliniowa charakterystyke sprezysta ukiadu przyjmiemy w postaci

C
@.1) F(y) = b—;’tg[bo(lyl—sO)]é“(lyl—So)sgny,
gdzie
Cy — wspolczynnik sztywnoéci poprzecznej toru w przyblizonym przypadku linio-
wym,

b, — wspdlczynnik przeliczeniowy, okreslony wzorem
. )1
(22) bo e 2—do— >

2d, — odlegto$¢ migdzy asymptotami tangensoidy,
$o — luz szynowy,
y — przemieszczenie poprzeczne,
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8-1(|y| —so0) — funkcja okre$lona nastepujgco:

0, da (yl—so) <0,

1 _ -
9 s R IR

W celu okreslenia wspdtczynnika sztywnoéci C, (W przyblizonym przypadku liniowym),
nalezy obliczy¢ prawostronng pochodng funkeji (2.1) w punkcie y = 5, (lub jej pochodna

lewostronng w punkcie y = —s,). Po obliczenin pochodnej prawostronnej funkcii (2.1)
otrzymujemy zaleznos§¢
2.4) F'(so+) = Co = tgB.

Charakterystyka sprezysta uktadu jest przedstawiona na rys. 2

) F@)

~5p Sp

dy

Sp*dp

Rys. 2

Roéwnanie rézniczkowe drgan poprzecznych, dia uktadu przedstawionego na rys. 1,
ma postaé

. . . C
(2.5)  my+(Tcosy)sgny+(Tcosy)or* (Iy]—so)sgny = — b—:tg[bo(lyl —S0)] X

x 0=t (|y] —so)sgny —T1 67 (|y| —so)sgny+ Posinpt+ Ro(y, 3),
gdzie '
m — masa zestawu kolowego,
T — sita tarcia miedzy szyng i kotem,
T; — sita tarcia miedzy szyng i podtozem,
P, — sita wymuszajaca,
p — czesto$e sity wymuszajacej,
Ro(y,7) — zaburzenia stale dzialajace,
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S71(ly| —so) — funkcja, okre§lona w sposéb nastgpujacy:
13 dla (ly]—so) < 0,

~1 . - .
(2'6) 61 (l)’l SO) {0, dIa (|)’|—So) > 0’ So > 0

Zauwazmy, ze funkcja ta «gasi» site tarcia kola o jedna z szyn z chwila przekroczenia
luzu szynowego.

Réwnanie (2.5) mozna sprowadzi¢ do postaci bezwymiarowej, wygodnej w dalszej
analizie. Zrobimy to przez wprowadzenie podstawien

r=pt, Y=x, 2=d boso=b c=mp,, Tccosy=H,
2.7 So So
TIC_I=H1, Poc_1=P, Roc_1=R, Cobalc_l=c_

Funkcje 6-(|y| —so) 1 67'(|¥| —so) maja obecnie postad:

B , dla  (x|-1) <0,
D=0, @ gx-n o,
1, dla (x|]-1)<0,

(2.8)
6;1(|x|—1)={0, dla  (Ix|—1) = 0.

Po uwzglednieniu (2.7) i (2.8) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe ruchu w bezwymia-
rowej postaci

"(2.9) X+ H[67(x] —1)+1sgnx = ~Ctg[b(Jx|— D}é1(|x|— )sgnx—

—H,d§*(|x|—1)sgnx+ Psin 7+ R(x, %),

lub, po wprowadzeniu nowych zmiennych x = x;, %, = x, réwnowazny uklad réwnan
pierwszego rzedu:
(2.10) %, = x,,

%y = ~Ctglb(|x| - 1)]6~" (|x] - 1)sgnx, — H[87" (Ix| — 1)+ 1] sgnx, —
—H,6(|x|—1)sgnx, + Psin 7+ R(x, X3).
Przyjmiemy obecnie obszary stateczno$ci. Z uwagi na wystepujacy luz, ruch zestawu mo-
zemy podzieli¢ na dwie fazy:
I — od potozZenia poczatkowego do wyczerpania luzu,
IT — od chwili zetkniecia sie jednego kola zestawu z szyng (luz szynowy wyczerpany),

do momentu, gdy predko$é bocznego ruchu zmaleje do zera (szyna osiagnie maksymalne
boczne odksztalcenie sprezyste).

W zwiazku z powyZszym przyjmiemy nastepujace obszary stateczno$ci:
— dla pierwszej fazy ruchu:

obszar warunkow poczatkowych:

(2.11) Qb(x1, x3) = {(x1, x2)1 |x4| < x40, |Xa2| < 2};
obszar domknigety warunkéw ruchu:
(2.11a) o' = {(xuxz): Ixi| < 1, |xa] < 0},

-— dla drugiej fazy ruchu:
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obszar warunkéw poczatkowych:
(2.12) 08 = {(x1, x2): |x(] < 1, |x5] < 0},
obszar domkniety warunkdédw ruchu:
(2.12a) O = {(x1, X2): Ix( < a, |x,| < 0},
obszar zewngtrzny :
(2.12b) 0, = {(xg, x2): |xil < (A+4), x| <2,}, 9, > 0.

W powyzszych zaleznosciach, okreslajacych obszary, mamy:

gdzie .
v, — maksymalna predkoéé bocznego ruchu zestawu,
a, — maksymalna amplituda bocznego ruchu zestawu.

a b x; b Az
vy ' Y
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Rys. 3

Na rys. 3 obszary stateczno$ci sg przedstawione na plaszczyznie fazowej (x;, x,)
Z rysunku widaé, ze obszar ruchu dla plerwsze_] fazy ruchu jest obszarem warunkéw po-
czatkowych w drugiej fazie. :

W dalszym ciggu zajmiemy si¢ druga faza ruchu z uwagt na odksztalcenia szyny jakie
w niej zachodza. W takim razie, w ukiadzie (2.10) nalezy przyja¢: 6-*(jx,|~1) = 1,
01 (Ix4|—1) = 0. Do dalszej analizy mamy zatem uklad

)'Cl = Xp,

(2.10a) | X, = ~ Hsgnx,— Hsgnx,— Ctg[b(|x,| —1)]sgnx; + Psin 7+ R(x,, x;).

3. Analiza stateéznoéci technicznej ukladu (2.10a)

Jedna z metod badania stateczno$ci teéhnicznej uktadéw nieliniowych jest zmodyfiko-
wana, druga metoda Lapunowa. Dla badanego ukiadu dobieramy odpowiednig funkcj¢
skalarng i na podstawie jej wlasno§ci oceniamy stateczno$¢ techniczng uktadu.
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W naszym przypadku przyjmiemy funkcje dwoch zmiennych V(x,, x,), niezalezng
od czasu w sposéb jawny, klasy C*' i okre§limy warunki wystarczajace statecznoéci tech-
niczne;j.

Jezeli przyjeta funkcja V(x,, x,) spelnia nastgpujace warunki:

1° V(x;, %) >0 dla  x; #0, x, #0,

20 I'/(xl ) x2) $ 0 dla (xl H x2) € QZ\QBI,

3 sup F(xg, x) < inf V(xy,x,),
(r1x) €08 (x1,x2)€ 2\ 01

G.1)

to uktad jest technicznie stateczny ze wzgledu na obszary QF, Q" i zaburzenia stale dzia-
fajace.
Dla uktadu (2.10a) przyjmiemy obecnie funkcje V(x,, x,) w postaci

(3.2) V(xy,x,) = %x§+f {Ctg[b(jul—1)Isgnud="(|u| — 1)} du.
1

Pochodna funkcji (3.2) wzgledem czasu, wynosi:

awv .
(3.3) ar = V = x, {X2+ Ctg[b(|x,| = 1)]07 (x| — 1) sgnx, } =
= X, {— (H+Hy)sgnx, + Psin 7+ R(x,, x,)}.

Oszacujemy pochodna (3.3), zakladajac, Ze:

(3.4) |Psinz] < P, |R(x:, %)l < e
Otrzymujemy:

dv 5 -
3.5) —= < x| [— (Hi + H)+ P+g],

dt
skad wynika, ze pochodna wzgledem czasu begdzie niedodatnia, gdy
(3.6) P< (H+H)—op.

Czyli, maksymalna amplituda sily wymuszajacej nie powinna przekraczaé tlumienia po-
mniejszonego o najwigksza warto$é zaburzen stale dzialajacych. Drugi warunek z (3.1)
jest wiec spelniony.

Sprawdzimy obecnie trzeci z warunkéw (3.1). Obliczymy funkcje V(x,, x,) z (3.2).
Po scatkowaniu otrzymujemy

(3.2a2) Vixg,x;) = %x%—%lnlcosb(lx,l—l)l.
Z powyzszego widaé, ze V(x,, x,) jest dodatnia, poniewaz drugi czton przyjmuje wartosci
tylko ujemne, a dla: |x,| = 1 zeruje sie.

Aby byt spetniony trzeci warunek (3.1) powinno byé

3.7 sup  V(xi,x) =V, < inf V(xy, x3) = V,.
(1, x) QY (r1. x2) €@\ O
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Wartoéé ¥, na brzegu 0Q§ wynosi

1 1

P — a2
(3.8) V, a0l = 5 ¥ = 50"

Wartos¢ V, na brzegu Q™ wynosi (v = 0)

(3.9) v,

- %lnlcosb(lxll—l)l - %lnlcosb(la]—l)l.

3QH

W zaleznosci (3.9) uwzglednili§my, ze Inlcosb(|x,| —1)| przyjmuje tylko ujemne wartoéci.
Wobec powyzszego z (3.7) otrzymujemy, po uwzglednieniu (3.8) i (3.9)

> b 22
Infcos®b{|a]—1)]

(3.10)

Sztywno$¢ poprzeczna toru powinna, przy zalozonej wielkoéci dopuszczalnego odksztal-
cenia poprzecznego toru i danej predkodci ruchu poprzecznego zestawu, przyjmowaé
warto$ci spetniajace zaleznoé¢ (3.10).

4. Przyklad liczbowy
Na podstawie [3], przyjmiemy nastepujace dane liczbowe: m = 1500 [kgl, s, =

= 0,005 [m], y = 0,05 [rd], p = 10,676 [s~'], 4, = 0,01 [m)], nacisk kola na szyne G, =
= 50 000 [N], dy = 0,002 [m].
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-3 -2 -1 0851 2 3§ v
Rys. 4

Warto$ci sztywnos$ci poprzecznej szyn dla réznych predkosci poprzecznego ruchu ze-
stawu sa ujete w tablicy 1.

Zalezno$¢ (3.10) mozna przedstawié graficznie, z wykorzystaniem danych w tablicy 1.
Jest to pokazane na rys. 4.

8 Mechanika Teoretyczna



114 A. PIENIAZEK, W. PIENIAZEK

Tablica 1
0 [ﬂ} 0,00025 0,0005 0,0075 0,001 0,00125 0,0015
S i .
v 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
v? 0,25 1,0 2,25 4,0 6,25 9,0
c 0,799 3,199 7,198 12,796 19,994 28,791
"N
Co- 106l-] 0,537 2,149 4,837 8,599 13,430 19,351
m

5. Whioski i uwagi koncowe

Z podanych warunkdéw stateczno$ci (3.6) 1 (3.10) wynika, Ze ukiad jest technicznie
stateczny, gdy maksymalna amplituda sity wymuszajacej nie przekroczy sily tarcia ttu-
migcej drgania, pomniejszonej o maksymalng warto§é zaburzen stale dziatajacych. Z dru-
giego warunku wynika ponadto, Ze boczna sztywno§¢ toru jest uzalezniona od maksymal-
nej predkosei ruchu poprzecznego zestawu. Zaleznoéé ta (rys. 4) okreéla te sztywnosé lub
ogranicza predkoé¢ «plastycznego» uderzenia w szyne. I tak, przy danej bocznej sztyw-
noéci toru mozna okresli¢ maksymalna predkosé v, przeksztalcajac odpowiednio zaleznoéé
(3.10). Odwrotnie, przy danej predkoéci bocznego ruchu zestawu, mozna okresli¢ boczna
sztywno§¢ toru, przy zalozeniu, Ze maksymalne wychylenie szyn nie przekroczy zakresu
odksztalcenia sprezystego. Majac sztywno§é mozna okre§li¢ inne parametry toru (rozstaw
podktaddw, typ szyny itp.).

Analiza zostala przeprowadzona dla zakresu ruchu poprzecznego, w ktérym luz zo-
stat przekroczony. W pierwszym zakresie ruchu, do wyczerpania luzu, ruch jest niestate-
czny. Po przekroczeniu luzu zestaw przechodzi w drugi zakres i gdy spelniona jest nie-
réwnoéé (3.10), jego ruch jest technicznie stateczny.
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Peswome

TEXHWYECKAS YCTOMUYMBOCTD BOKOBLIX KOJIEBAHWY EJUHUYHOIO
IIOOBIYKHOT'O COCTABA, IBYDKVINEIOCS IO PENLCAM C HEIMHENHOKN
IMONIEPEUHON VIIPYTOCTBIO

B paBoTe pacCMaTpHBaeTCsT TeXHIUECKas YCTONUMBOCTE HEKOTOPOH MEXAHHUECKON CHCTEMBI ¢ OHOMK
CTeNEeHpI0 CBOBGOABI, C HEIHHECHHON YIPYrol XapaKTePUCTHKOM, ¢ 3a30pOM H ¢ AeMbHpOBaHHeM IOCPER~
CTBOM CYXOr0 TPEHMs, COBEPIUAIOILEH BBIHYKJEHHbIE KOJIeBaHus BLI3bIBAEMbIe TapMOHHUECKON CHITOH.
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Ha XapaKTepUCTHKH 9TOH cHcTeMbl (YIpYrocTs ¥ AeMIMPOBAHUE) BIMAKT HEMPEPLIRHO JeHCTBYIOLINE
BosmylleHus. OBNacTH YCTORYMBOCTH PacCMAaTpHBAIOTCA C MpaKTHUecKo# Touxy apenus, Jns peme-
HUST 3afauy [PUMEHSIETCsT BTOpOoi Meron JIsmyHoma. ,

[Tonyyenuble 3aBucHMocTH, (2.6) 1 (3.11) onpenensromue yCIOBUsT YCTORUMBOCTH , COAEPIKAT KO-
(JMLNEHT YIIPYrocTH, AempUPOBANME H CKOPOCTh HOMEPEYHOr0O ABIKeHHA., OfIHa M3 3THX 3aBHCHMOCTEN
(3.11) mpencraBnena rpaguyecku.

Summary

TECHNICAL STABILITY OF LATERAL VIBRATIONS OF A SINGLE WHEEL SET MOVING
ALONG THE RAIL WITH NON-LINEAR LATERAL ELASTICITY

The technical stability of the mechanical system with one degree of freedom, with non-linear character-
istic of elasticity, play and damping by dry friction, is considered. This system performs forced lateral
vibrations produced by a harmonic force. The system is acted on by constantly acting perturbations of
the characteristics of elasticity and damping. The regions of the stability were considered from the practical
point of view. The problem is analysed by means of the second method of Lapunov. Relations (2.6) and
(3.11), obtained by this procedure, contain: damping, the coefficient of rigidity and the velocily of lateral
motion of the body. These relations are conditions of the technical stability., Relation (3.11) isshown
graphically in Fig. 4.
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