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1. Wstep

Zagadnienie naprezen cieplnych w elementach konstrukcyjnych wywotanych rucho-
mymi obcigZzeniami termicznymi stanowi wazny problem z punktu widzenia zastosowan
technicznych, np. w procesach obrébki cieplnej czy tez obrébki skrawaniem.

Ruchome obciazenie termiczne dzialajace na element moze by¢ dane w postaci
poruszajacego si¢ Zrédla ciepta lub tez ruchomego pola temperatury.

Wigkszo§¢ prac po§wigconych problemom naprezen cieplnych wywolywanych obcig-
zeniami termicznymi dotyczy zagadnien quasi-statycznych (nie uwzgledniano wplywu sit
bezwladnoéci na wspélrzedne stanu naprezenia). Dynamicznym zagadnieniem naprezen
cieplnych zajmowat sie ZORAWSKI [7], ktéry wyznaczyt pole naprezen dla plaskiego ru-
chomego zrddia ciepla w przestrzeni lepkosprezyste;j.

Nalezy nadmienié, ze niestacjonarnym przeplywem ciepla w elementach sprezystych,
wywolanym wskutek przytoZzonego ruchomego pola temperatury, zajmowal sic ROZNOWSKI
w pracach [4, 5, 6]. W pracach tych autor przeprowadzal swe rozwazania w ramach teorii
przewodnictwa cieplnego i nie okreélat stanu naprezenia w tych elementach.

W niniejszej pracy wyznaczono rozklad temperatury i naprezen cieplnych w pélprze-
strzeni sprezystej, x, = 0, wywolanych ruchomym obciaZeniem termicznym w postaci
Ton(vt—x,) - n(t), poruszajacym si¢ w glab pélprzestrzeni ze staly predko$cia v. Za-
gadnienie potraktowano jako dynamiczne,

W szczegdlnym przypadku, gdy v = 0, problem sprowadza si¢ do znanego w teorii
naprezen cieplnych zagadnienia DANILOwSKIEY [1].

Oznaczenia

oy wspOlczynnik liniowej rozszerzalnosci termicznej,
8y symbol Kroneckera,
7(¢) funkcja Heaviside’a,

¢ modul odksztalcenia postaciowego,

% wspolczynnik przewodzenia temperatury,

A stala Lamégo,

v wspdlczynnik Poissona,
V2 operator Laplace'a,

o gestosd,

s parametr transformacji Laplace’a,
0y wspOlrzedne tensora naprgzenia,

! czas,

T temperatura wzgledna, odniesiona do stalej temperatury stanu beznaprgZzeniowego,
u;  wspdirzedne wektora przemieszczenia,

xi, yi  wspOlrzedne kartezjanskie.
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2. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazymy poélprzestrzenn x, > 0, ogrzewana ruchoma temperatura w postaci
Ton(vt—x,)* n(t) rozprzestrzeniajaca si¢ w glab poéiprzestrzeni z predkodcia v (przekrd;
polprzestrzeni w plaszczyznie x; = O przedstawia rys. 1). Temperatura o ustalonej war-
toéci T, w chwili £ = 0+ zostala przyloZona nagle do brzegu x, = 0 pdlprzestrzeni i na-
stepnie ruchome czolo tej temperatury o réwnaniu x; = @/ przemieszcza si¢ w kierunku

0 .
7T

Yz

Yq

Rys. 1.

prostopadlym do brzegu potprzestrzeni ze stala predkosceia v. Tak wige, pole temperatury
w potprzestrzeni opisane jest w taki sposob, ze przyjmuje warto$é stala réwna T, w obszarze
x; < vt (bezpoSrednio z tytu ruchomego czola temperatury) oraz na czole x, = o1, x,,
t € (0, o), natomiast przed czolem, czyli dla x; > ot, x,, t € (0, ), zmienia si¢ zgodnie
z réwnaniem przewodnictwa ciepla.

Zakltadamy przy tym, ze brzeg poiprzestrzeni x; = 0 jest wolny od napreZen oraz Zze
warunki poczatkowe dla temperatury i przemieszczen sa jednorodne. Przyjmujemy, Ze
material ciala jest izotropowy i doskonale sprezysty, a jego parametry fizyczne nie zaleza
od temperatury.

Poszukiwaé bedziemy rozwiazan dla pola temperatury i naprezen w poiprzestrzeni
uwzgledniajac przy tym wplyw sit bezwladnoéci na stan napreZenia.

3. Pole temperatury

W celu okreflenia pola temperatury w pélprzestrzeni rozwiaza¢ nalezy jednowymia-
rowe réwnanie przewodnictwa cieplnego w postaci

o? 1 0
ox? T—7W

(3°1) T= 0, X1, te (0, CX)),

z nastepujacymi warunkami:

(3.2) T(x,,t=0)=0, x, >0,
To, dla 0<x, <9,

3. =

33 TG, 1) {G(xl, 1), dla x>,



JEDNOWYMIAROWE DYNAMICZNE POLE NAPREZEN 199

gdzie 0(x,, t) spelnia réwnanie (3.1} w obszarze x, > of, (f > 0) oraz warunki

O(x;, =ovt, ) =T,, t>0,

(34) O(x, - c0,¢t) =0, t>0.

W celu rozwigzania réwnania (3.1) wprowadzimy ruchomy uktad wspétrzednych

V1> Va2, Y3 ZWiazany z poruszajaca si¢ temperatura To. Po zastosowaniu transformacji
liniowej

Vi = Xy =0l Yy = Xa; Y3 = X3
oraz
X1 EX, Y1 =),

réwnanie (3.1) w nowym ukladzie przyjmie postaé
32 A v 0 -~ 1 @ »
(3.5) a—szT(y,f)‘*';a—yT(y,f)—;WT(y, ty=0

przy czym funkcja IZA"(y, t) jest okreSlona dla y € (— o0, ) i dla t € [0, ).
Warunki (3.2), (3.3) i (3.4) mozna obecnie zapisaé jak nastepuje:

(3.6) T(y,t=0=0, [|y<om,
(3.7) T(y,t) =T,, dla y<0,t>0
oraz

(3.8) T(y - o,1) >0, t>0.

Rozwiazanie réwnania (3.5) zapiszemy za pomoca dwoch funkeji f"l i fz okre$lonych
odpowiednio dla ujemnych i dodatnich wartoéci y

{Tl, dla y<0,

(39 T= T,, dla y>0, ¢>0.

Na podstawie warunku (3.7) latwo zauwazy€, Ze funkcja T ', jest wielkoécig stala réwna
T, , natomiast T, otrzymamy rozwigzujac réwnanie (3.5) dla y > 0 z warunkiem poczat-
kowym (3.6) oraz brzegowym w postaci

(3.10) T,(» =0,0) =T,, ¢>0.

Stosujac zatem do réwnania (3.5) transformacje Laplace’a i wykorzystujac vy\arunek po-
czatkowy (3.6) oraz warunek (3.10) otrzymamy transformate rozwiazania T, w postaci

(3.17) Tor(y, 5) = [ Vg ”_] y>0.

Po wykonaniu nad rozwiazaniem (3.11) odwrotnej transformacji Laplace’a otrzymamy,
dla y > 0,

A 1 _r ¥y v 3
T.(y, 1) = 5 Tole” % erfc — = +erfc ——]/ ]
000 = 3o w3V
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Tak wigc wzor (3.9) moZna ostatecznie zapisaé jak nastgpuje:

T, dla y €0,

1 _ r
) 1) = 1 T *erfc —— +erfc|-——— + - 2,
R e St P T M P
dla y > 0.

Podstawiajac do otrzymanego rozwiazania (3.12) zwiazek
y=Xx-—vt
otrzymamy rozwigzanie dla pola temperatury zapisane w ukladzie wspélrzednych zwig-
zanych z polprzestrzenia w nastgpujacej postaci:
T, dla x < vt,

(3.13) T(x, 1) = %To{e—%(x~v/)erfc[il—‘/x;_;- -—’U‘l/ ] +erfc[ ]/nt]}

dla x> 2t,

czyli jest to rozwiazanie réwnania (3.1), ktore spelnia dane warunki (3.2), (3.3) i (3.4).
Nalezy dodaé, ze drugie z rozwiazan (3.13) odpowiada funkcji 0(x, t) z warunku (3.3).
» Jak latwo zauwazyé, rozwigzanie (3.13) dla predkosci » = 0 przyjmuje znana postaé
uzyskang przez DaNIOwWSKa [1]

T(x,t) = Toerfc(

i)

4. Pole naprezenia

Wspolrzedne stanu napreZenia oy; (i, j = 1, 2, 3) w rozwaZanej polprzestrzeni wyzna-
czymy w oparciu o funkcje¢ potencjalu termosprezystego przemieszczenia @, ktéra w przy-
padku jednowymiarowym zdefiniowana jest zwiazkiem

4.1 uy =

J
D(x,, 1),
o, (x1 )

gdzie u, jest wspolrzedng wektora przemieszczenia na osi x,.
Funkcja potencjatu @ zwiazana jest z temperatura T réwnaniem falowym w postaci

22 1 82 14y
lE =t Y=g,

“.2) -

11—y 2G
przy czym ¢ = l/ 1= 2” o jest predkoScia rozchodzenia si¢ fali dylatacyjnej w osrodku
sprezystym.
Znajomos¢ funkcji potencjalu @ pozwoli wyznaczyé wspdirzedne tensora naprezenia
ay; dla pSlprzestrzeni z nastgpujacych zaleznosci ([3], s. 183):
) 2?0
(W - "UW) i

Lj=1,2,3, &;— delta Kroneckera,
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ktére w przypadku jednowymiarowym majg postaé:

43) o = b,

- o2 .
(4,4) Oa9 = Q®—2Ga‘xz— = ? Q)—2G790T
oraz

G13 = 013 = 023 = 033 =0,
przy czym naprezenia (4.3) i (4.4) spelnia¢ musza nastgpujace warunki:
4.5) 0(x =0,1) =0,
(4.6) o1,(x > 00,1) >0, 0,,(x > 0,81) >0, > 0.

Zajmiemy si¢ obecnie wyznaczeniem funkcji potencjatu @. Wykorzystujac rozwiazanie
(3.13) dla pola temperatury w rozwazanej pétprzestrzeni, réwnanie (4.2) mozemy napisac
jak nastepuje:

5 — D6To, dla x <o

4.7 _2'(])—‘7*_2"@: lq? T, e—%("—”')erfc. x_ -0 t S terfe|l ———
ox ¢ ot 5 Volo 21/’“ l/’“

dla x> ot.

Rozwigzanie réwnania (4.7) przyjmiemy w postaci sumy
D = b, +D,,
przy czym @, spetnia réwnanie
02 1
axz b 3t2
natomiast @, jest rozwiazaniem rdwnania
2* 1 22
ax* "t 2 o2

(4.8) @ = Dy Ton(vt—x),

(49) @2 =—%190T077(x—"vt) X

——E(x——w) X —t~ X
xle « erfc — — ~ | erfe] —=|\.
{ [zw l/] [zw”

Zajmiemy sie najpierw réwnaniem (4.8). Prawg strong tego réwnania moZemy zapisaé
w postaci catkowej jak nastgpuje:

s o)

1 .
n(vt—x)P,To = %1‘}0%[ —a—[l—cosowt]smozxdx.
0

Stosujac nastgpnie do réownania (4.8) transformacje Laplace’a [2] otrzymamy

d? 52 2 ; 1{1 K .
(4.10) *EC*Z—(DIL— C—Z(DIL = ;00’1"00]‘—“—(—;— W)Slnocxdx.
Rozwiazaniem réwnania (4.10) jest funkcja
2,02 _s _ 5.
(4.11) ¢1L=M ce {e T _e }
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Poniewaz do wyznaczenia napr¢zen wykorzystywac bedziemy drugg pochgdnq funkcji
@ wzgledem czasu [patrz wzory (4.3) i (4.4)], dlatego nalezy wyznaczy¢ @,, co latwo
uzyskaé ze wzgledu na zaleZno$é

32
(4.12) z’{?;z—(p} = 2P,

Wykonujac zatem we wzorze (4.11) odwrotng transformacj¢ Laplace’a i wykorzystujac
zalezno$¢ (4.12) otrzymamy szukana funkcje @, w postaci

c2—v? ¢

Rozwazymy obecnie rdwnanie (4.9). Wykonujac transformacje Laplace’a nad tym réw-
naniem otrzymamy

d? 52 - ’,{ ~Zx
(4.14) —czx—zgle_"c‘T(blL = A(s)e ]/ (l—e v),
gdzie
1 1 1 v 1 1
A@S) = =0 To[— + + ==
() 7 Volo |~ ] T Ve Vs o o2
% %

Rozwigzaniem rownania (4.14) jest funkcja

@15) @,y = A(s)_l__{e—%x_e**l/:} 4
N

! S
+A(s)%_(]/%+%)2 {e e }

Stosujac do rozwigzania (4.15) odwrotna transformacje Laplace’a i uwzgledniajac za-
lezno$¢ (4.12) otrzymamy:

@.16) LBy} = B, = —Bc? 1+—L2— Ef— % B+

v 2?
1——0—2— 1—?2—
,02 c2 x
+B vz—(E;+E;)+2Bn(t—%) c? 1+~»1 S eT("?)_
/]
1— o 1- =
2 Py X 2
———Vv—z—e—;._('—c)-}- ¥ E,--Y_E]|-
1 v I v? 2?
s -z ==

—Dn(z--gj-) 2 (s Fi—s2F) + Vl (Voo Fi—y/5, F3) -

VY %
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1 an.al st . 53 ) 2avc®
(416) C.d. — 275 (Fl_Fl)-*-—f 7)2 Fl_ 7)2 Fl — mF;;'*‘
Sl_— - Sz—"—f
i % %
2+av? [ s,V/s0 S, Vs, 4c? 7T
+ il 1]/12 F}— 2]/22F%_ _ 4 F |+
20} % g 2 P V% (22 —4c?)
A Px _
v l/; 1 I/E;- 2 4%03 ]
T ey o T T ey
Y % si— 2 = P ¢
_L Sy Fl——- Sa 2 _ 4CSF3
2x o2 ! o2 b v(®?—4c?)
SHr—— Sa— —
% %
+Dn (t—~ —Z—) a [sles‘('~7) —es;'(,*?)] +
2 — — _x _x
+ _(l/lef—]/stg)——l—[e"(' c]—e”(' c)]-—
v]/x x
4avc® ”—z(l—i) 53 :l(r—i) s2 Sz(f—i)—
P — [ — - el . ___ c
#(v* —4c?) € 4 o2 € 2 € +
5 5
% % i
L 2+av? sll/:v:z Fi szl/—s:2 Pl 4c* 67 N
v}/ % P P Vx (©2—4c?)
P 1k i
v2 x}7)
| —2 z_es‘("?x)_ 2 O N ]
| s, — 20 5= 2 Vx (v2~4c?)
% %
@ Vs Fl Vs: o 4xc® a1k
x) % sl_gz_ sz—z)-z— Y% (0> —4c?)
% %
gdzie

Fl = e-\‘z(’_%) e"]/-ix:"erfc N S— +l/s2(t—i) +
x v
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vz v v
e —_—X— X t — X
Ef=¢e¢* le *¥erfc _—-'u]/—— iex"erfc — 47
2/ nt % 2y xt

By = e%('“%)erf[]/%z—(:%—)],

E4 = FG’
2% —¢?
@ v2¢? °
1 c*v?
St =% (v+c)?’
. 1 c%?
27 % (w=0o)?’
To? 1 1
B = °4 e D= §Toz%wuc = -2—Bwuc.

205

Vi

Podstawiajac teraz & = (51 +Q'5'2, gdzie (51 jest dana wzorem (4.13) 1 62 wzorem (4.16),
do (4.3) i (4.4) oraz korzystajac ze wzoru (3.13) otrzymamy konicowe wzory dla o,, i 0,,.
Latwo wykazaé, Ze otrzymane w ten sposob napreZenia oy, i 0,5, $§ ograniczone dla
X — 00, a nadto spelniony jest warunek brzegowy (4.5).

5. Analiza wynikéw i wnioski

‘Wyznaczone wzory dla naprgZefi o, i 0,, moZna zapisaé w postaci sum trzech funkeji
w nastepujacy Sposob:

(5.1)

oraz
(52)
gdzie

Ai(x, 1) =

A5(x, 1) = 2Bp

oy1(x, 1) = Ai(x, t)+A217(t—~—) +A3’7(t‘",0—)

0'22(.X, t) = A%(x: t)+A%7}(t— %) +A%7}(t— —z—),

B‘iz {@c2—v)ET —vcET +v2*(Ef +E3)},
-
c2 X
17;2 [(202—'02)(37('—_)—'0 e x( )+'ucE3 —v2E,— 21)] -
1=

(32

+Dp a[sles‘('—%)—sze ('_ )] [l/—Fs Vs2F3| —

)l e 5,

#(v*

5 Mechanika teoretyczna

402)
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2 x 2 -
o T _en(-F) st (-3 +
s v v
_——— s ——
1 P 2 " ]
2+av* [ s,Vs szl/sz 4¢3 T
vYx o 75 v? - V% (v*—4c?) Fol +
§{— —— Sp— —
% %
X X
+.1_ 51 3 esx(l_?) - 52 > e-‘z(l—:- - 24 - _—( __) _
x| ¥ v 2(v? —4c?)
1 x 2 x |
_L ]/}1— _Fl_ l/sz F2~ 4]/;4 6‘3 F
xY % v? ° v "% o2(v2—4c%) ¢ |
" s2‘7

2
AY(x, 1) = 4Bp—"—— —~Dg 2a(s1F1 — 5, FP)+ V —— (V51 Fi—y/s, F2)—

]______

C2
| S | 53 1 53 2)
_27(F1_F1)+7a sz Fl_ 7)2 Fl)_
Sl - 52 -
*® %
_ 2avc® 2+a'u2 sll/s1 Fi_ 52Vs5 72\ -
2_A.2 2
(02 —4c?) Zvl/x 5 =2 5=
% %
2+av? 4c3 1
- YY) DA T Fi—
20)x  yx(v*—4c?) “1 . 712
e
) 2 4¢3
02 o o(v? —4c?)
52 _7
v '/sl 1 ]/g Fz 41/;63 F,
— — 2 2 - 2 2= 3 2__ A 2 4 s
myn |, Y 55— 2 v (0?2 —4c?)
% P

przy czym
A v x
A¥(x, 1) = Al (x, ) =GO Tyle % erfc ———oq/ )+
H0 ) = Al =G0 7o) Tt T

A
A%(x) t) = CTQAi(X’ t)’

yi v x e
A3(x, 1) = —— ALY (x, ) +GO Tole™ x " Perfe ——vy/ L
3(x, 1) <0 a(x, 1) () o{ 2y - +
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Funkcje Ai(x, ) i A3(x,t) charakteryzuja napreZenia powstale od razu w ka2dym
punkcie pdlprzestrzeni. Funkcje A43(x, £)n(t—x/c) i A3(x, H)n(t—x/c) charakteryzuja
naprezenia poruszajace si¢ z predkoseia ¢, ktérych czolo w chwili ¢, jest opisane rownaniem
t, = x/c. Natomiast funkcje A3(x, t)n(t—xfv) i A3(x, t)n(t—x/v) opisuja napreZenia
w pélprzestrzeni rozprzestrzeniajgce si¢ z predkoscia v wskutek ruchu pola temperatury.
Ich czolo w chwili ¢, = const ma réwnanie f, = x/v.

Dokonujac przejécia z v —» 0 we wzorach (5.1) i (5.2), czyli obliczajac granice

lim oy, (x, t; 2)
v—>0

oraz
llm 0'22(x, t; 'U),
v—0

otrzymamy napre¢zenia
011(x, ;0 =0) = QTOﬁoclel(xv t)— By(x, t)n(t—%)]

oraz
_x
2VSE)’

A
6,:(x, ;0 =0) = CTQo“(x, Lo = 0)—2Gz90Tocrfc(

przy czym

_ 1 fi, x - 4 t _ X X T
B(x,1) = e {e * erfc(2}/5 +c‘/_,.¢_) +e x erfc(zl/ﬁ cl/_x_)},
c2 x
By(x,1) = eT(’ —?).
Otrzymane w ten sposéb napreZenia dla © = 0 maja postaé identyczng z napr¢Zeniami
uzyskanymi przez Danmowska f1].
Istotnym z punktu widzenia zastosowan inzynierskich wydaje si¢ by¢ przypadek,-

w ktérym predko$é ruchu pola temperatury jest mala w poréwnaniu z predkoscia roz-
chodzenia si¢ fali sprezystej, czyli dla przypadku

2

(5.3) Syl
Analizujac naprezenia (5.1) i (5.2) przy uwzglednieniu zaleznodci (5.3) otrzymamy
(54 ou(x, )= -9502{2E1+— %Ef} +4Bov*n (t— %) +
+2Boc*n (t— _x_) {e7 - 7) + P—E;}
c c
oraz

— A _ —%(x—ul) X —a T
(5.5) 0‘22(x, t) = %o’“(x, t)—'G’ﬁo TO e erfc 2'/—7;' “; +
terfe[— e +G%, Ty e'?“"’”erfc( X —v‘/_t.) +
2]/nt 2yt %

X
+ erfc( 2]/.;[_)—2}1;(vt—x).

i
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Widzimy zatem, Ze dla malych wartoéci predkosci v spetniajacych zalezno$é (5.3),
wZory na napreZenia o, i 6,, W polprzestrzeni ulegaja znacznemu uproszczeniu. Nato-
miast charakter jako$ciowy tych naprezen pozostaje niezmieniony.
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Pesome

OJHOMEPHOE NTHHAMWYECKOE IIOJIE TEPMUUECKMX HAIIPSDKEHUN
BBI3BAHHBIX IOIBVYDKHBIM TEMIIEPATYPHBIM ITOJIEM

B paBote paccMaTpMBAIOTCA NHHAMMYECKHE TEPMHUECKHME HANPSHIKEHHS B YIPYIOM MOJIYHIPOCTPAH-
crBe x > 0 BbI3LIBacMble NOABMKHONM Tepmudeckoi Harpyskoi Buga Ton(vt—x), rae Ty — NOCTOAHHAA
TEMIIepaTypa JIepemMerlalolasca BriyOb NpoCTPaHCTBa CO CKOPOCTBIO v, a uepes 7)(£) obosnavena dyHi-
uua XepHcaiima. 3agaua penraeTca ¢ NOMOLIBIO METOAOB TEOPHH TEPMHUECKHX HANPSAIKCHHIH.

Summary

ONE-DIMENSIONAL DYNAMIC THERMAL STRESS FIELD DUE TO A MOVING
TEMPERATURE FIELD

The paper presents the determination of dynamic thermal stresses in an elastic halfspace x = 0 due
to a moving thermal loading of the following form: Ton(vr—Xx), (n(&) — Heaviside's function), in which
To represents the constant temperature propagating at a velocity v inside the halfspace.

The problem is considered within the framework of the theory of non-coupled thermoelasticity.
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