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1. Wstęp

Zagadnienie  naprę ż eń  cieplnych  w  elementach  konstrukcyjnych  wywołanych  rucho-
mymi  obcią ż eniami  termicznymi  stanowi  waż ny  problem  z  punktu  widzenia  zastosowań
technicznych, np. w procesach  obróbki  cieplnej  czy  też obróbki  skrawaniem.

Ruchome  obcią ż enie  termiczne  działają ce  na  element  może  być  dane  w  postaci
poruszają cego  się   ź ródła ciepła  lub  też  ruchomego  pola  temperatury.

Wię kszość  prac  poś wię conych  problemom  naprę ż eń  cieplnych  wywoływanych  obcią-
ż eniami  termicznymi  dotyczy  zagadnień  quasi- statycznych  (nie  uwzglę dniano  wpływu  sił
bezwładnoś ci  na  współ rzę dne  stanu  naprę ż enia).  Dynamicznym  zagadnieniem  naprę ż eń
cieplnych  zajmował   się   Ż ÓRAWSKI  [7],  który  wyznaczył   pole  naprę ż eń  dla płaskiego  ru-
chomego  ź ródła ciepła w  przestrzeni  lepkosprę ż ystej.

Należy  nadmienić,  że  niestacjonarnym  przepł ywem  ciepła w  elementach  sprę ż ystych,
wywołanym  wskutek przył oż onego  ruchomego pola  temperatury, zajmował  się  ROŻ NOWSKI
w pracach  [4, 5, 6]. W  pracach  tych  autor przeprowadzał  swe  rozważ ania  w  ramach  teorii
przewodnictwa  cieplnego  i nie okreś lał  stanu naprę ż enia w tych elementach.

W  niniejszej  pracy  wyznaczono  rozkł ad  temperatury  i  naprę ż eń  cieplnych  w półprze-
strzeni  sprę ż ystej,  xx  >  0,  wywołanych  ruchomym  obcią ż eniem  termicznym  w  postaci
Torj(vt—Xi)-   rj(t),   poruszają cym  się   w  gł ą b  pół przestrzeni  ze  stałą   prę dkoś cią   v.  Za-
gadnienie  potraktowano  jako  dynamiczne.

W  szczególnym  przypadku,  gdy  v  =  0,  problem  sprowadza  się   do  znanego  w  teorii
naprę ż eń  cieplnych  zagadnienia  DANIŁOWSKIEJ  [1].

Oznaczenia

a.f  współ czynnik  liniowej  rozszerzalnoś ci  termicznej,
dij  symbol  Kroneckera,

funkcja  H eaviside'a,
G  moduł   odkształ cenia  postaciowego,
x  współ czynnik  przewodzenia  temperatury,
A  stała  Lamego,
v  współ czynnik  Poissona,

V2  operator  Laplace'a,
Q  gę stoś ć,
s  parametr  transformacji  Laplace'a,

ay  współ rzę dne  tensora  naprę ż enia,
/   czas,

T  temperatura  wzglę dna,  odniesiona  do stał ej  temperatury  stanu  beznaprę ż eniowego,
tą   współ rzę dne  wektora  przemieszczenia,

,yi  współ rzę dne  kartezjań skie.
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2.  Sformułowanie zagadnienia

Rozważ ymy  pół przestrzeń  xt  ^  0,  ogrzewaną   ruchomą   temperaturą   w  postaci
Torj(vt—x^)-  rj(t)   rozprzestrzeniają cą   się   w  gł ą b  pół przestrzeni  z  prę dkoś cią   v  (przekrój
półprzestrzeni  w  płaszczyź nie  x3  =  0  przedstawia  rys.  1). Temperatura  o  ustalonej  war-
toś ci  To  w  chwili  t  *   0+  została przył oż ona nagle  do  brzegu  xt  -   0 pół przestrzeni i na-
stę pnie  ruchome czoło  tej  temperatury  o  równaniu  xt  =   vt  przemieszcza  się   w  kierunku

\   I   ii  1
\   Vy  W  Vv  J

prostopadł ym  do  brzegu  pół przestrzeni ze  stałą  prę dkoś cią   v.  Tak  wię c,  pole  temperatury
w półprzestrzeni opisane jest w taki sposób, że przyjmuje  wartość stałą  równą   To  w  obszarze
Xi  <  vt  (bezpoś rednio  z  tył u  ruchomego  czoła  temperatury)  oraz  na  czole  x  ̂ ~  vt,  xt,
t  e  (0, oo), natomiast przed  czołem, czyli  dla  xx  >  vt,  xt,  t e  (0,  co), zmienia  się   zgodnie
z  równaniem  przewodnictwa  ciepła.

Zakł adamy  przy  tym,  że brzeg pół przestrzeni xt  =  0 jest  wolny  od  naprę ż eń  oraz  że
warunki  począ tkowe  dla  temperatury  i  przemieszczeń  są   jednorodne.  Przyjmujemy,  że
materiał   ciała jest  izotropowy  i  doskonale  sprę ż ysty, a jego  parametry  fizyczne  nie zależ ą .
od  temperatury.

Poszukiwać  bę dziemy  rozwią zań  dla  pola  temperatury  i  naprę ż eń  w  pół przestrzeni
uwzglę dniając  przy  tym  wpływ  sił  bezwładnoś ci  na  stan  naprę ż enia.

3.  Pole temperatury

W  celu  okreś lenia  pola  temperatury  w  pół przestrzeni  rozwią zać  należy  jednowymia-
rowe  równanie  przewodnictwa  cieplnego  w  postaci

(3.1) a2

8x1

z  nastę pują cymi  warunkami:

(3.2)

(3.3)
To, 0

dla vt,
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gdzie 6(xt,  t) spełnia równanie  (3.1) w obszarze  xt  >  vt,  (t >  0) oraz warunki

6(xt  =  vt,t)  =  To,  t>  0,

^  6(xi  -> oo, t)  -> 0,  t >  0.

W  celu  rozwią zania  równania  (3.1)  wprowadzimy  ruchomy  układ  współrzę dnych
)>x>  )>2>  J3  zwią zany  z  poruszają cą   się   temperaturą   7V  Po  zastosowaniu  transformacji
liniowej

yt  =   x1- vt;  y2  =  x2;  y3  =  x3

oraz

* i   s  x,  yl  m y,

równanie  (3.1) w nowym układzie przyjmie  postać

(3.5)  - F - 2- r0',0 +   K~T{y,t)  K- T(y,t)  = 0,

A

przy czym funkcja  T(y, ł ) jest okreś lona  dla y  e  (— co,  co) i  dla  /  6 [0, co).
Warunki  (3.2), (3.3) i  (3.4) moż na obecnie zapisać jak  nastę puje:

(3.6)

(3.7)  T(y, t)  =  T0,  dla  y  < 0,  t > 0

oraz

(3.8)  ro>- >  co,  ?) - >o,   ? > o.
A  A

Rozwią zanie  równania  (3.5) zapiszemy  za pomocą  dwóch funkcji  Tt  i T2  okreś lonych
odpowiednio  dla ujemnych  i  dodatnich wartoś ci  y

fi 1'  dla  y<°>
T2,  dla  y  >  0,  t>  0.

Na  podstawie  warunku  (3.7)  łatwo  zauważ yć,  że  funkcja  Ti  jest wielkoś cią   stałą  równą
To,  natomiast T2  otrzymamy rozwią zując  równanie  (3.5) dla y  >  0 z warunkiem począ t-
kowym  (3.6)  oraz  brzegowym  w  postaci

(3.10)  T2(y  = 0,ł )  = T0,  t>0.

Stosując  zatem do  równania  (3.5) transformację   Laplace'a  i wykorzystując  warunek po-
czą tkowy  (3.6)  oraz  warunek  (3.10)  otrzymamy  transformatę   rozwią zania  T2  w postaci

(3.11)  T2L(y,s)  = ^ - ê   + ^ + ^ \   y>0.
s

Po  wykonaniu  nad  rozwią zaniem  (3.11)  odwrotnej  transfonnacji  Laplace'a  otrzymamy,
dla  y  >  0,

2}/ «<
-  \   i/Il
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Tak  więc wzór  (3.9) moż na  ostatecznie  zapisać  jak  nastę puje:

2o,  dla  y  ^  0,

dla  j '  >  0.

Podstawiając  do otrzymanego  rozwią zania  (3.12)  zwią zek

y  —  x~vt

otrzymamy  rozwią zanie  dla  pola  temperatury  zapisane  w  ukł adzie  współ rzę dnych  zwią-
zanych  z  pół przestrzenią  w  nastę pują cej  postaci:

To,  dla

(3.13)  n * , 0 -   "  I  +erfc|-

dla  x  >  vt,

czyli jest to  rozwią zanie  równania  (3.1),  które  speł nia  dane  warunki  (3.2),  (3.3)  i  (3.4).
Należy  dodać,  że  drugie  z  rozwią zań  (3.13)  odpowiada  funkcji  6(x,  t)  z  warunku  (3.3).

Jak  ł atwo zauważ yć,  rozwią zanie  (3.13)  dla  prę dkoś ci  v  =  0  przyjmuje  znaną  postać
uzyskaną  przez  DANIŁ OWSKĄ  [1]

x

4.  Pole naprę ż enia

Współ rzę dne stanu naprę ż enia  ati  (i,j  =   1,2,  3)  w  rozważ anej  pół przestrzeni  wyzna-
czymy  w  oparciu  o funkcję  potencjału termosprę ż ystego  przemieszczenia  O,  która  w  przy-
padku  jednowymiarowym  zdefiniowana  jest  zwią zkiem

(4.1)  " i—- 2T-   *< *i»0 i
ÓXi

gdzie «!  jest  współ rzę dną  wektora  przemieszczenia  na  osi  Xi.
Funkcja  potencjału  0  zwią zana  jest  z  temperaturą  T  równaniem  falowym  w  postaci

(4.2)  £ £ £  4^
przy czym c  =  1/   YZP>  Je st  prę dkoś cią  rozchodzenia się fali  dylatacyjnej  w  oś rodku

sprę ż ystym.

Znajomość  funkcji  potencjału  0  pozwoli  wyznaczyć  współ rzę dne  tensora  naprę ż enia

<tij   dla  pół przestrzeni z nastę pują cych  zależ noś ci  ([3], s.  183):

i,j  =  1,2, 3,  óy — delta Kroneckera,
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które  w  przypadku  jednowymiarowym  mają   postać:

(4.3)  cr„   -   Q0,

(4.4)  a22  =   00- 20- ^-  =  — r  <P- 2G&0T
ex2  c2

oraz

^1 2  ~~"  13  "~~  23  """ "  33  """ *   )

przy  czym  naprę ż enia  (4.3)  i  (4.4)  spełniać muszą   nastę pują ce  warunki:
(4.5)  < ru(x  =  0,  0  =  0,

(4.6)  o- nOc -> oo, t)  - * 0,  tf22(x  - •  oo, 0  -> 0,  t  >  0.

Zajmiemy  się   obecnie  wyznaczeniem  funkcji  potencjału 0.  Wykorzystując  rozwią zanie
(3.13) dla pola  temperatury  w  rozważ anej  pół przestrzeni, równanie  (4.2) moż emy  napisać
jak  nastę puje:

dla

(4.7)
~^ uo1  os

X

dla  x  >
Rozwią zanie  równania  (4.7)  przyjmiemy  w  postaci  sumy

0  =

przy  czym  <?x  speł nia  równanie

fl2  1  22

(4.8)

natomiast  <t> 2  Je st  rozwią zaniem  równania

(4.9)  Ĵ 02- 12^02  - L#0

Zajmiemy  się   najpierw  równaniem  (4.8). Prawą   stronę  tego  równania moż emy  zapisać
w  postaci  cał kowej  jak  nastę puje:

00

2  f  1
r)(vt- x)&0T0  =  —^o ^o  —[l- cosaoOsmoarafr.

71  .1  CC
0

Stosując  nastę pnie  do  równania  (4.8)  transformację   Laplace'a  [2]  otrzymamy

Rozwią zaniem  równania  (4.10)  jest  funkcja

c^ — V
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Ponieważ do wyznaczenia  naprę ż eń wykorzystywać  bę dziemy  drugą   pochodną   funkcji
0  wzglę dem  czasu  [patrz  wzory  (4.3)  i  (4.4)],  dlatego  należy  wyznaczyć  & t,  co  ł atwo
uzyskać  ze  wzglę du  na  zależ ność

(4.12)

Wykonując  zatem  we  wzorze  (4.11)  odwrotną   transformację   Laplace'a  i  wykorzystując
zależ ność  (4.12) otrzymamy szukaną   funkcję   &1 w postaci

(4.13)

Rozważ ymy  obecnie  równanie  (4.9). Wykonując  transformację   Laplace'a  nad  tym  rów-

naniem  otrzymamy

/ i2  r2  - XV—  __s_j.

(4.14)  ±- 03L- ls.02LmA(s)e  ^ " ( l - e  • *),

gdzie

Rozwią zaniem  równania  (4.14) jest  funkcja

(4.15)  02L  =  A(s)

C*  X

i_L- (|/ ł*łL*

Stosując  do  rozwią zania  (4.15)  odwrotną   transformację   Laplace'a  i  uwzglę dniając  za-
leż ność  (4.12)  otrzymamy:

(4.16)

1  "?•

1 e  x  \   c]  -



(4.16)  c.d.

JED N OWYMIAROWE  D YN AMICZN E  POLE  NAPRĘ Ż EŃ

1  rm  z^  ,  a

203

gdzie

2+av2

2v]/ x

s 2 - -

X

2 /

x(v2—4c2)

4c3

\ / x=(v2- 4c2)  *

4«c 3

u 2 ] / ^  (»2- 4c2)

V2  *  v(v2- 4c2)

_£)  „ ( , _ *

X

1
"T"

4c3

\ / x\v2- 4c2)

„• ,  4«c3

x  ' 2  x

V«('- T
"erfc

erfc +
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j - .*KFi  = e

+e~  V  "̂ "erfc

x erfc

2 1/ *lt-

i- XV IT erfc

Fi   = e
S2\t

= e \ v "erfc

^3 =

LV­K )
erfc

e  "  erfc

— e  xerfc

=  e

^  = e
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=  e»
—-
"  erfc

x

4  =  F6,

a  =

B =

V2

V

1

X

1

X

To

- c2

C2V2

(v+c)2

C2V2

~(v- c)2

#o  ,D  = ~To#oxvc  =   l- Bxvc.
o  Z

Podstawiając  teraz 0  =   <t>i+<i> 2,  gdzie  0t  jest dana wzorem  (4.13) i 0 2  wzorem  (4.16),
do  (4.3)  i  (4.4) oraz  korzystając  ze wzoru  (3.13)  otrzymamy  koń cowe  wzory  dla  (ftl  i  a22.

Łatwo  wykazać,  że  otrzymane  w  ten  sposób  naprę ż enia  cen  i  a12  są   ograniczone  dla
x  ~y oo, a nadto speł niony jest warunek  brzegowy  (4.5).

5.  Analiza  wyników  i  wnioski

Wyznaczone  wzory  dla  naprę ż eń  ô  t  i  (r22  moż na zapisać w postaci  sum trzech  funkcji
w  nastę pują cy  sposób:

(5.1)

oraz

(5.2)

gdzie

A\(x,  t)  =  -

~Al(x,  t)+A2

2
t- ~

r , 0 -

+DQ - 7) - *2 e

ł + - 7 ) ] + - 4 =-

5  Mechanika  teoretyczna
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+a

X

2+av2

H 7 = 7 -
4c 3

IT

X

+ 1

s_ J ^l  ]/ 'x{v2  - 4c2)

4c3  •

'  v{v2- 4c2)  e

- DQ

1-
v]/ x

1  /   si
2x

2avc3

l- ]/ s2  F$)~

- n  2- r- f!  -
s,  —

2+ a^2  /   s1\ / s1  p l  j 2 ] / ,' * 3

2+ a©2  4c3

x  y'x(v2—4c2)

pi  ą c

2  w(«2 - 4c2)

przy  czym

y4f(x,  r) =
C Q

zr

0 =

+ erfc(
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Funkcje A{(x, t) i Aj(x, t)  charakteryzują   naprę ż enia powstałe od razu w każ dym
punkcie  półprzestrzeni.  Funkcje  A\ {x,i)ri{t- xjc)  i  Al(x,t)rj(t- xlc)  charakteryzują
naprę ż enia poruszają ce  się  z prę dkoś cią   c, których czoło w chwili tc jest opisane równaniem
tc  =  x\c.  Natomiast  funkcje  A\ {x,i)r\ {t- x\v)  i  A\ {x, i)r\ (t- x\v)  opisują   naprę ż enia
w półprzestrzeni rozprzestrzeniają ce  się  z prę dkoś cią  v wskutek  ruchu pola temperatury.
Ich  czoło w chwili  tv =  const ma równanie  tv — x/ v.

Dokonując  przejś cia  z v -» 0 we wzorach  (5.1) i  (5.2), czyli  obliczając  granice
lim aXi{x,  t; v)
t)- *0

oraz
lim 02i(x,  t; v),

otrzymamy naprę ż enia

OiiC*. t',v =  0) «•   QTQ&QCAB^X,  t)- B2(xs  0?7( ' - ~J
L  \   c /  J

oraz
X  l x

cr22(x,  t; v = 0) = - ^ ^ u C *.  t; v -   0) - 2G *or oerfc

przy  czym

=TclT'Je  «erfc _ _ + c | / _ L  +c  * erfc ——=- c | /±  ,
2  I  \ 2/   \2 \  xj\

Otrzymane w ten sposób naprę ż enia dla v -   0 mają   postać identyczną  z naprę ż eniami
uzyskanymi  przez  DANIŁOWSKĄ   [1].

Istotnym  z  punktu  widzenia  zastosowań  inż ynierskich  wydaje  się  być przypadek,
w którym  prę dkość  ruchu pola  temperatury jest  mała w porównaniu z prę dkoś cią  roz-
chodzenia  się  fali  sprę ż ystej,  czyli  dla przypadku

V1

(5.3)  - ,<!.

Analizują c  naprę ż enia  (5.1) i  (5.2) przy  uwzglę dnieniu  zależ noś ci  (5.3) otrzymamy

(5.4)  aiy{x,t)=- l

oraz

(5.5)

2Yxt
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Widzimy  zatem,  że  dla  małych  wartoś ci  prę dkoś ci v  spełniają cych  zależ ność  (5.3),

wzory  na  naprę ż enia alt  i a22  w  pół przestrzeni  ulegają   znacznemu  uproszczeniu.  N ato-

miast  charakter  jakoś ciowy  tych  naprę ż eń  pozostaje  niezmieniony.
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P  e 3 io  M e

OflHOMEPHOE  flHHAMHHECKOE  IIOJIE  TEPM IM ECKHX  HAIIPiDKEHHFl
BBI3BAHHLI X  nOflBHHCHMM   TEM nEPATYPH LIM  IIOJIEM

B  pa6oTe  paccivsaTpHBaioTCH flHHaMiraecKHe TepMiraecKHe  HanpflwemiH  B ynpyroiw  nojrynpocrpan-
CTBe x  >  0 BtiaŁiBaeMBie noflBHH<HOH TepMiwecKOH Harpy3Koii BHfla  Tor){vt—x),  r«e  To —  nocTOHHHaH
TeMnepaTypa nepeMemaiomaHCH Brjiy6t  npodpaHCTBa  co CKopocTbio  v,  a  ^epe3  t)(g)  oSosHa^ena  (J)ym<-
UVLH  XeBHcafi,n;a.  3afla- qa  peinaeTCH  c  noMofflbio  MeTOflOB  Teopmi  TepiWH îecKHX  naripaweH uii.

S u m m a ry

ONE- DIMENSIONAL  DYNAMI C THERMAL  STRESS  FIELD D UE TO  A  MOVIN G
TEMPERATURE FIELD

The  paper presents  the determination of  dynamic  thermal stresses  in  an  elastic  halfspace  x  >  0  due
to  a moving  thermal  loading  of  the following  form:  Torj(pt—x),  (??(!) — Heaviside's  function),  in which
To  represents  the  constant  temperature  propagating  at  a  velocity  v  inside  the  halfspace.

The  problem  is  considered  within  the framework  of  the  theory  of  non- coupled  thermoelasticity.

PRACOWNIA  TEORII   KON SOLIDACJI  I   TERMOD YF U ZJI
INSTYTUTU  PODSTAWOWYCH  PROBLEMÓW  TECH N IKI   PAN,  POZN AŃ
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