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1. Wstep

r

Pomiary wielkosci kinematycznych proceséw mechanicznych, szczegdlnie proceséw
deformacji, zachodzacych w przestrzeni trdj- lub czterowymiarowej (czasoprzestrzeni)
sprawiajg na ogdt wiele trudnosci. Jedng z metod pomiaru tych wielkosci jest metoda
fotografii lub filmu stereoskopowego, ktéra pozwala na wyznaczenie elementéw kinema-

Rys. 1 -

tyki procesu Iub jego chwilowego stanu kinematycznego na podstawie dowolnej pary
zdje¢ obszaru przestrzennego, w ktSrym ten proces zachodzi lub znajduje sig obserwowany
model, a wykonanych z dwu réznych punktéw s™, dla m = 1,2 tej przestrzeni (rys. 1).
i+ Przez dowolna pare zdjeé rozumiemy parg zdjeé o nieznanych elementach orientacii,
a wykonanych w tym samym momencie. W pracach [I, 2, 3] opisana zostata klasyczna
metoda opracowywania pary zdje¢ przy znanych elementach orientacji, a stosowana
W fotogrametru z tym, ze dostosowana zostala do opracowywania filmowych Zd_]QC steréo-
skopowych na przykladzie deformacp powloki. Znajomo$é elementow orlentaql zdjeé

*) Praca zostala nagrodzona na Ogélnopolskim Konkursie na prace. doswnadczalne z mechamkx tech-
‘nicznej — zorganizowanym przez Oddzial PTMTS w Czestochowie, w 1974 .
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a priori wymaga dodatkowych pomiaréw pozwalajacych na ich wyznaczenie, ktdre sg
dosy¢ klopotliwe [2, 6].

W przedstawionej pracy zaprezentowana zostala metoda nie wymagajaca znajomosci
elementéw orientacji a priori dla opracowania zdje¢ stereoskopowych. Elementy te sg
obliczane w trakcie opracowywania wynikéw pomiarowych. Wykorzystuje si¢ do tego
punkty wzorcowe. Natomiast metoda ta, jak wykazuje praktyka obliczen numeryczaych,
jest bardzo czuta na doktadno$é pomiaru materiatu filmowego. Dokladno$é ta zalezy w
duzym stopniu od rozmieszczenia punktdw kontrolnych i sposobu pomiaru filmu.

2. Sformulowanie problemu

Stereofotograficzno-rzutowa metoda pomiaru elementéw kinematyki bez znajdmoéci
elementéw orientacji polega na wyznaczaniu chwilowego potoZenia punktédw materialnych
‘na podstawie pary jednoczesnie wykonanych zdje¢. Kazde zdjecie stanowi rzut §rodkowy
tréjwymiarowej przestrzeni materialnej na plaszczyzng zdjecia (rys. 1). Na podstawie dwu
takich rzutéw, dokonanych z dwu rdznych punktéw nazywanych $rodkami rzutéw s”
dla m = 1, 2 odtwarzamy przestrzen tréjwymiarowa. Nieznane sg nam potoZenia zaréwno
§rodkéw rzutéw s™, jak 1 plaszczyzn zdje¢ wyznaczonych ukiadami wspdtrzegdnych x¥'
dla i,m = 1,2, Sg to tzw. elementy orientacji.

Jedna para zdje¢ okreéla chwilowy stan kinematyczny badanego procesu, wiele za$
takich par wykonanych w jednakowych odstgpach czasowych okresla kinematyke procesu.

3. Punkty wzorcowe i plaszczyzna wzorcowa

Materializacji przyjetego ukiadu odniesienia ¢; dla i = 1, 2, 3 dokonujemy przy pomocy
punktéw wzorcowych (rys. 2) (¢p) dla j=1,2,...,J, ktdére w zasadzie rozmieszczamy
dowolnie w otoczeniu badanego procesu. Ze wzgledu na odtwarzanie tréjwymiarowej

Rys. 2

przestrzeni minimalna ilo$¢ tych punktéw wynosi J = 6 i nie moga one leze¢ w jednej
plaszczyznie. Ze wzgledow dokladnosciowych korzystniej jest, aby J > 6. Metoda rzutowa
wymaga, aby wickszo$¢ punktéw wzorcowych byla zgrupowana na jednej plaszczyZnie,
ktéra nazywaé bedziemy plaszczyzng wzorcowa, punkty za$ ja wyznaczajace oznaczymy
znaczkiem w, czyli (¢,,;) dlai = 1,2, ..., W, przy czym W = 4. Wybdr plaszczyzny wzor-
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cowej w zmaterializowanym ukladzie odniesienia ¢; moze byé w zasadzie dowolny, byleby
nie zawieraty osi optycznych ukladu stereoskopowego i §rodkéw rzutéw. Dla uproszezenia
rachunkéw przyjmujemy za plaszczyzne wzorcowa plaszczyzne prostopadla do jednej
z osi, np. ¢,,3 = o = const. Nie ogranicza to ogdlnoéci rozwazan, poniewaz poprzez

o

o(tr) o(Cz¢)

————
——-—»Z,

Ci) ooy

Rys, 3

transformacje ukiadu odniesienia postawiony warunek mozemy speini¢. W celu unikniecia
nieporozumient wprowadzimy nowy uklad odniesienia z; dla7 = 1, 2, 3 zwiazany bezposred-
nio z plaszczyzng wzorcowa (rys. 3) powstaly przez translacjg

0)) zi=¢—q, dla i=1,2,3,

gdzie wektor translacji ¢; = [0, 0, a]. .

V] Cr

Op | _CL (Z 11)
% | & s) /

Rys. 4

9!
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4. Uklady odniesienia

Proces badany rozpatrywaé bedziemy w kartezjanskim ukladzie odniesienia ¢; dla
i=1,2,3, bezpofrednio zwigzanym z otoczeniem badanego procesu poprzez punkty
wzorcowe (rys. 1 i 3). Natomiast wyniki pomiaréw otrzymujemy w dwdéch ukladach
wspotrzednych instrumentu x'dla m = 1,2, i = 1, 2, 3, bezposrednio zwiazanych z plasz-
czyznami par zdje¢ warunkiem x3 = 0. Dodatkowo wprowadziliémy juz pomocniczy
uklad wspéhzednych przestrzennych z; zwiazany ukladem ¢; poprzez translacje (1). Nato-
miast wspdirzedne x}' i z}' sa ze soba zwiazane poprzez rzuty §rodkowe (rys. 4).

5. Przeksztalcenia rzutowe plaszezyzn zdjeé na plaszcezyzng wzorcowa

Wprowadzimy na ptaszczyznach obu zdj¢¢ i na plaszczyZnie wzorcowej wspolrzedne
jednorodne {x{'} i {z;} dla m=1,2,ii=0,1,2, punktéw o wspdlrzednych kartezjan-
skich (x!) i (zp dla i,m = 1,2, [5, 7]. Wtedy wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie
jednej plaszczyzny na d1‘uga zapisaé mozna w postaci

@) _Zhgﬁ dlam=1,2, i=0,1,2,

j=0

gdzie wyznacznik wspdiczynnikdw 'macierzy przeksztalcenia (ai}) # 0. Dla punktow
wlasciwych rozpatrywanych plaszczyzn ¢o # 01 X& # 0 dla m = 1, 2, a poniewaz wspél-
rzedne kartezjanskie okreSlone sa wzorami

5 Z )
=, z=— dlai,m=1,2,
Xo Zo

© xp =

mozemy przeksztatcenie (2) zapisaé dla wspdtrzednych kartezjanskich w postaci

SnLm
21 alJ AJ

@ =12 dam=1,2, i=1,2.

2, g X7

Majac na uwadze, iz x§ = 1, mozemy dzielac licznik i mianownik przez dq # 0 zapisa¢
przeksztalcenie (4) w postaci

m+ Z A:’}A_’,"
) =2 da im=1,2,
14+ Z bm m

l”

gdzie af’, b}, A} sa macierzami przeksztatcenia wspotrzednych xi' punktéw (x]") plaszczyzn
par zdjeé dla m = 1, 2 na wspdlrzedne z; punktdw (z;) plaszczyzny wzorcowe;.

5.1. Macierze przeksztalcenia. Dla okreélenia przeksztalcenia rzutowego (5) wymagana jest
Znajomo$¢ macierzy tego przeksztalcenia af', b7, Aj; dla i,7, m = 1, 2. Macierze te mo-
Zemy wyznaczy¢ ze znajomosci wspéirzednych kartezjaniskich ¢; 7= z;; dla i=1,2 1 j=
= 1,2, ..., J punktdw wzorcowych, oraz wspdirzednych instrumentu x7 obrazéw tych
punktéw na obu zdjeciach, czyli dla m = 1,2.
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Punkty wzorcowe (c;;) lezace na plaszczyznie wzorcowej (a $cislej — ja wyznaczajace)
oznaczaé bedziemy dodatkowo litera w, czyli (ew,,, ;) dla w = 1,2, ..., W, dla odréznienia
od pozostatych punktéw wzorcowych, ktére nadal oznaczaé bedziemy przez (c;;). Wtedy
przeksztalcenie rzutowe (5) dla punktéw wzorcowych zapiszemy w postaci:

2
n ..
aj'+ gifﬁllwwl

6) ZWy 1 = , dla i,m=1,2, w=1,2,...,W.

)
1+ 121 b'xwy, i

i

W przeksztalceniu tym zw,,; 1 xwl; 83 znane, wigc przy dostatecznej ilodci punktéw wzor-

cowych W = 4 macierze przeksztalcenia af", b i A}j moZemy wyznaczyé.
Przeksztalcenie (6) zapisujemy w postaci: )
2 2
n \ m n n i
(7) a; -+ Ai,,xww,i——zww_, bl XWy, 1 = ZWy 15
=1 1=1

dlai,m=1,2,w=1,2, ..., W, ktére przedstawia uklad 4 réwnan z 16 niewiadomymi
wyrazami macierzy przeksztalcenia (6). Uklad ten jest roziaczny ze wzgledu na wskaznik m
i mozemy go rozbi¢ na dwa uktady dla m = 1, 2, po 2 réwnan z o§mioma niewiadomymi
kazdy. Po uporzadkowaniu uktady réwnan (7) mozemy zapisaé w postaci
8
®) N Erur=en, da om=1,2, n=1,2,..,2W.
p=1
Nalezy zwrdci¢ uwage, ze w ogdlnym przypadku mozemy macierze przeksztalcenia
~ okre§la¢ na podstawie jednej grupy punktéw kontrolnych dla zdjecia lewego (m = 1),
a na podstawie drugiej grupy punktéw dla zdjecia prawego (m = 2). Mozemy wykorzysta¢
niektére punkty wspdlne, lub tez wyznaczy¢ te macierze na podstawie wspdlnych dla obu
zdje¢ punktéw kontrolnych. Wtedy uklad (8) mozemy zapisaé w postaci

8
©) D Err=e, dla m=1,2, n=12,..,2JW). "

p=1 .
Wektor wyrazéw wolnych e, ma postac:
ZWy, 1, dan=1,2,.., W,
T\ a2, dlam= W1, .., 2W.

Natomiast macierze wspélezynnikéw przy niewiadomych maja postaé:

(10)

1 dla p =1,
o dla p = 2,5,6.
XWy, p-25 dla p = 3,4, dar=1,2,.. W,
_zw",lxw,':[,,_s, dla p= 7, 8,

(11) E'Tp = .
0, dla p=1,3,4,
v | . dla p =2, dlan= W+1,...,2W.
xw"l"—W,p—4; dla p=35,6,
_an—W,wa,':Lw,p_s, dla p=1, 8,



438 T, BEDNARSKI

m

Po rozwiazaniv ukladéw réwnan (9) otrzymujemy macierz uy, dla m=1,2, p =
=1,2,3, ..., 8, ktéra okreS§la macierze przeksztalcenia rzutowego (7) nastepujaco:

(12) al =uj, dla jm=1,2,
(13) W=u's, dlal,m=1,2,
u:"’_l*_l_!_l, dla i = 1,}
"= I =1,2.
(14) Ail {u;1,+2, dla i =2, -

W przypadke W > 4 sprowadzamy, korzystajac z metody najmniejszych kwadratéw,’
uklady (9) do postaci

8
(15) N =gn, dap=1,2,..,8, m=1,2,
I=1
gdzie:
2w
(16) M= D EMEN, dlam=1,2, p,l=12,..,8,
n=1
2W
\ ]
a7 gr=DeEr, dam=12, p=1,2,.,8,
n=1

macierze przeksztalcenia (6) za§ okreSlane sa zalezno$ciami (12), (13), (14).

5.2. Para zdje¢ posredniach. Wyznaczone macierze (12), (13) i (14) okreSlaja przeksztat-
cenia rzutowe (5) plaszczyzn zdjeé rzeczywistych dla m = 1, 2, na plaszczyzng wzorcowa
(¢s = a lub z; = 0) wyznaczona przez podgrupe punktéw wzorcowych (c; ) = (ew,,)
dlaw=1,2,3, ..., W, ktére spelniaja warunki rzutu §rodkowego. W wyniku przeksztat-
cenia zdje rzeczywistych na plaszczyzng wzorcows otrzymamy 2z obu przeksztalcen iden-
tyczne wspotrzedne z; dla 7 = 1, 2, tylko dla punktdw przestrzeni ¢; lub z; nalezacych do
plaszczyzny wzorcowej. Natomiast dla punktéw nie nalezacych do plaszczyzny wzorcowej
otrzymamy po dwa obrazy na pfaszczyZnie wzorcowej (rys. 4). Te dwie grupy obrazéw
punktéw badanego obszaru na plaszczyznie wzorcowej tworza nowa parg zdjeé lezaca
w plaszczyznie wzorcowej, ktéra nazywaé bedziemy parg zdje¢ posrednich. Dia otrzymania
tych par oddzielnie przeksztalcenie (5) zapiszemy w postaci:

2
a'+ jZI Ay

(18) 2= , dlai,m=1,2.

2
1+ 2, byxy
j=1

6. Elementy orientacji 2dje¢ posrednich

W postawionym problemie elementami orientacji zaréwno wewnetrznej jak i zew-
netrznej sa wspolrzedne §rodkéw rzutdw s™ dla m = 1, 2, ktdre w ukladzie odniesienia z
dla i =1, 2, 3, oznacza¢ bedziemy przez z". Do wyznaczenia tych elementéw wykorzysta-
my punkty wzorcowe lezace poza plaszczyzna wzorcows dla j = 1,2, ..., J.
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(lei ) .

Z3

s&(2/)

s-(7)
Rys. 5
Z kolinearno$ci wektoréw zj'—zj ;i z;,;—zj,dlam = 1,2,i=1,2,3, ..., J (rys. 5),
mamy:
(19) zi'—2f = ki (25— 210,

gdzie kY macierz wielkoSci skalarnych. Z definicji przyjetego ukladu odniesienia z; mamy
warunek zj 3 = 0, wigc dla i = 3 mamy
(20) 73 = kj'z;,3,
a poniewaZ z zaloZenia z; 5 # 0, wiec
n

Z3
2 "= .
@21) kj % "

Podstawiajac (12) do (13) po przeksztalceniu otrzymamy:
(22) zj, 32l —(zp—21 )25 = z5,32):, dlai=1,2.

Sa to dwa uktady réwnan, dla m = 1, 2, z trzema njewiadomymi, przy czym zZ jednego
punktu wzorcowego leZacego poza plaszczyzna wzorcowsg otrzymujemy tylko po dwa
réwnania. Zatem dla wyznaczenia elementéw orientacji musimy mieé¢ co najmniej 2 punkty
wzorcowe poza plaszczyzna wzorcowa. Dla zwigkszenia doktadnodci obliczen powigkszamy
liczbg tych punktéw wzorcowych, a otrzymane uktady zawierajace wigcej réwnaf niz
niewiadomych rozwiazujemy metoda najmniejszych kwadratéw.
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Uklady réwnan (22) zapiszemy w postaci:
3
23) DEr=fr dam=1,2, j=1,2,.,2,
i=1

gdzie macierz wyrazéw wolnych:

{21,32‘3:,- dlaj=_1,2,...,f,

m — 1,2’
(24) fl ZJ_Jyaz.,;f_J’Z dla ] = J+1, ,2.7 dla m

Natomiast macierz wspolczynnikéw przy niewiadomych:

Zj,3 . dla i = ],
0 dlai=2, daj=1,2,..,J,
-z ~dla i = 3,

29) =1 m=1,1,
0 dlai=1, '
Zj_J,3 dlal=2, dlaj=J+l,...,2J.
Zy‘_J,z—'Zj_J'z dlaz‘=3,

Aby rozwiazaé uklady (23) metoda najmniejszych kwadratéw sprowadzamy je do postaci

3
26) Npmg =, dam=1,2, i=1,2,2,
_ =1
gdzie
2J ‘
@7 W= Y frE dam=1,2, i=1,2,3,
=
oraz
27
(28) CoEn = Y FNER dlam=1,2, i,=1,2,3.
=i

W wyniku rozwigzania ukladu (26) otrzymujemy wspélrzedne z* §rodkéw rzutdw s”
dla m=1,2, 1 1=1,2,3.

7. Wspblrzedne przestrzenne obserwowanych punktéw

Polozenie obserwowanych punktéw r = 1,2, ..., R okreSlone jest w kartezjaniskim
ukladzie odniesienia z; przez wspolrzedne tych punktéw (z,) dla i = 1,2, 3, rys. 6. Przy
znajomosci elementSw orientacji w postaci wspdirzednych rzutéw punktu (z, ;) na plasz-
czyzng¢ kontrolna (z};) wyznaczymy wspétrzgdne z,,; punktu (z. ;). Poniewaz wektory
[Z'—Z2 05 [z,i—z)dlam = 1,2,i=1,2,3,r= 1,2, ..., R, sa wektorami wspétlinio-
wymi (rys. 6), wiec z warunku wspSHliniowodci otrzymujemy uklad réwnan:

(29) (zri—zn) = k&' —27),
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gdzie k) dla m = 1,2, r=1,2,..., R jest macierza wspdiczynnikéw skali. Z definicji

wspolrzednych z;,; mamy warunek z'; = 0, zatem dla i = 3 otrzymujemy

(30) z,,3 = ky'Z3,
a stad
31) fr = 22,

s'=(z})

5% (27)
Rys. 6

Podstawiajac (31) do (29) otrzymamy po przeksztalceniu

(32) @ i—2 )28 = @ —20)2,s, dlami=1,2,

a po zgrupowaniu wyrazow otrzymamy

(33) it (= 22y = 20y, dla m,i=1,2, |

Jest to uktad 4 réwnan z 3 niewiadomymi z, ; dla i = 1, 2, 3. Uklad ten zapiszemy w postaci
. . _

L(34) N 0riizri= gy dlak=1,2,3,4,

i=1
gdzie macierz wyrazéw wolnych:

Z],flzli, ) dlak=1,2,
qu"_—-{

(35) ZJf,—zzzIE_za dla k = 3, 49
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1 macierz wspotczynnikéw przy niewiadomych:

2k, dlai=1,
0, dlai=2, dlak=1,2,
36 Zk,i._z—zji‘_z, dla i = 3,
Co O 0, dla i=1,
&2, dla i =2, dla k = 3, 4.
ziit12803, dla i = 3.

Uktad réwnaf (34) sprowadzamy, korzystajac z metody najmniejszych kwadratéw,
do ukladu 3 réwnan z trzema niewiadomymi postaci

3

(37) Mpiza=pen dlai=1,2,3, r=12,..,R,
1==1
gdzie
4
(38) Pr.i,l=2.4r,er.k.i5 dla i = 152,3, r= 1:2a--',Ra
k=1
oraz
4
(39) Pr,i.I = ZQr,k,iQr,k,l’
k=1

dla7,/=1,2,3, r=1,2,...,R. :

W wyniku rozwiazania uktadu réwnan (37) otrzymujemy macierz wspdtrzednych z,
obserwowanych punktéw r = 1,2, ..., R. Wspdlrzedne tych punktéw w ukltadzie ¢; obli-
czamy z zaleznosci

40 E Zr iy dla 7 1,2,
“0) Cri = Zp;—a, dlai=23.

I

8. Dokladno$¢ metody pomiarowcj

Dokladno$é przedstawionej metody pomiarowej sprawdzimy pordéwnujac wartofci
liczbowe wspoirzgdnych punktéw wzorcowych obliczonych tag metoda z odpowiednimi
wartoéciami liczbowymi wspdtrzednych tychze punktéw wynikajacymi z ich rzeczywistego
rozmieszczenia. W tym celu ze wspéirzednych xwyy ;ixhdlaw=1,2, ..., W,j=1,2,..., J,
i,m =1, 2, obliczamy wspélrzedne zdj¢é podrednich zwy, ; i Z}; postugujac si¢ przeksztal-
ceniem rzutowym (18). Nastepnie obliczamy wspéirzedne przestrzenne zw,, ; 1 z;; oraz
wspolrzedne ew,, iic;, ;. Majac dane wspdlrzedne rzeczywiste Cw,, ;1 C;,; obliczamy réznice:

Aey i = Cwyi—ewy i, dlaw=1,2,.., W,

(41) []C./,[ = Cj.i_cj,iv dla] = 1,2, ...,J,

}i=1,2,3.

Skrajne wartosci max de¢; i min/e¢; §wiadeza o dokladnosci bezwzglednej metody pomiaro-
wej.
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9. Przeskalowanie przestrzeni z;

Przejécia z uktadu z; do uktadu ¢; dokonamy przy pomocy przeksztalcenia afinicznego
w celu zwickszenia dokfadnosci wynikéw pomiarowych. W przeksztalceniu postaci
3

\ )
(42) Ck,i = Zo,+ 2, Zigzes dlai=1,2,3
j=1
" dla dowolnego punktu k = 1,2, ..., K nie znamy macierzy Z; ; oraz z, ;. _

Wyznaczenia macjerzy przeksztalcenia Z; ; dokonamy za pomoca znajomosci wspét-
rzgdnych ¢, ;i zy,; punktéw wzorcowych, natomiast wektor zo,; = (0, 0, a). Zatem nalezy

rozwiaza¢ ukiad réownan
9

43) th.JJ’J’—"'i, dla i=1,2,..,3J,
. j=1
gdzie J jest ilodcia punktéw wzorcowych.
Wektor:
Ci vy dla i = 1,2,...,.],
(44) Fi= 1 Ciet, 2 dla i = J+1,...,2J,

Ci__z_]':;—a, dlal=2J+1,.,3J,
natomiast macierz wspolczynnikéw przy niewiadomych:

Zi §s dlaj=1,2,3, -
0. dlaj=4.5 .9, | =hL2Zsd
0, dla j=1,2,3,

(45) Rij =123, dlaj=4,5,6, i=J+1,...,2],
0, dla j=17,8,9,
0, daj=1,2,..,6,| .
Zis6s dla j=7,8,09, } i=2J+1,...,3J.

Poniewaz uklad (43) dla J > 3 zawiera wiecej réwnan niz niewiadomych, wige przy roz-
wigzywaniu skorzystamy z metody najmniejszych kwadratdw rozwiazujac vklad rownan:

9
3 .
(46) ZSj.kjk=Sj; j=1,2,...,9,
k=1
gdzie
3J
“7) y= DR, j=1,2,..,9,
i=l
3J
(48) Sj,k:‘ZRi,JRi,k, j=1,2,..,9.

i=1
Po rozwigzaniu uktadu (46) otrzymujemy wektor y, dla k = 1,2, ..., 9, a stad macierz
przeksztalcenia (42)
Vi dlai=1,
(49) Ziy=1Viss» dlai=2, j=123
Yires dlai=3.
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Nastegpnie dokonujemy przeksztalcenia wspotrzednych z;,; na wspdirzedne ¢;,; dla wszyst-
kich obserwowanych punktéw i dokonujemy sprawdzenia doktadnosci metody w sposéb
omodwiony w rozdziale 8.

10. Przyklad zastosowania mefody

Zastosowanie i mozliwosci zaprezentowanej metody stereofbtograficzno-rzutowej
pokazane zostang na przykltadzie pomiaréw kinematyki statycznie wypuklanej membrany
kotowej obcigzonej rownomiernie ciénieniem zgodnie ze schematem na rys. 7.

3
olpt) e
/ MW ‘f
/ S
, q /
7 2 o__. | !
N t N \
p—
2a - -
Rys. 7

Rys. 8

Schemat procesu pokazany jest na rys. 8. Membrana / w postaci krazka blachy alumi-
niowej (gat. 99,5% w stanie migkkim) o grubo$ci 1 mm jest utwierdzona na obwodzie
za pomocy pierfcienia 3, przykrecanego $rubami do komory cisnieniowej 2, do ktérej
wttacza sig¢ olej z pompy 4, powodujacy plastyczne wypuklanie powloki. Na pierécieniu
naniesione sg znaczki wzorcowe. Probka o$wietlona reflektorami 8 byla fotografowana
za pomoca dwu aparatéw fotograficznych «Pentacon six TL» 7. Zdiecia byly robione

w odstgpach ci$nienia 1 kG/cm?, a do dalszej analizy wykorzystano zdjecia wykonane w od-
stepach 3 kG/cm?2. |
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Og6lny widok prébki i po zakoniczeniu procesu pokazany jest na rys. 9, pary za$ zdjeé
wykonane w trakcie procesu i dalej opracowywane widoczne sa na rys. 10.

Pomiaréw otrzymanych negatywdéw dokonano na uniwersalnym mikroskopie warszta-
towym z dokiadnoscia odczytu 0,0002 mm, a uzyskane wyniki opracowano metoda stereo-
fotogrametryczno-rzutows.

Rys. 9

‘11. Kinematyka procesu deformacji powloki

11.1. Ksztalt powloki. W wyniku obliczen otrzymujemy wspoirzgdne przestrzenne punk-
téw materialnych powloki ¢, dla i=1,2,3, r=20,1,...,R, n=0,1,2, ..., N,
gdzie R jest liczba punktéw na promieniu. Ze wzgledu na osiowa symetrig porcesu prze-
chodzimy do wspdlrzednych walcowych obliczajac macierze wspdirzgdnych

i=1

O RE—
(50) ‘Rn,r = 2 (cn,r,l)2 3

Kl,l‘ = CH. r.3:

Otrzymane wyniki aproksymujemy wielomianami postaci:

& . ‘ .
(51) o= ) Auid®,  dlak=1,2,..,K=2p+l,
k=1 S
J .. N
(52) o= By, dlaj=1,2,..,7=2g
Y j=1

gdzie p, ¢ sa liczbami natu-ralhymi, za§ K, J rzedami wielomianéw odpowiednich wielo-
miandéw, za$ p jest wspSirzedng materialng (rys. 7). Macierze wspoltezynnikéw A, 1 B, ;
wyznaczamy metoda najmniejszych kwadratéw wykorzystujac dane macierze R, r i Yy, ..
Wartosci stopni wielomianéw ustalone zostaly na J = 8 i K = 9. PodwyZszanie stopni
wielomianéw (51) i (52) powodowalo nieznaczne obnizenie wartoSci odchylen $rednio-
kwadratowych, za$§ czas obliczen wydhuzal si¢ doé¢ znacznie. Wyniki obliczed zestawiono
w postaci tablic, ktére zilustrowano graficznie. Przebieg zmiany ksztaltu powloki y(r, p)



a) p=00at

b) a=30m

¢) p=60at

d) p=90at

@) p=12,0at

Rys. 10
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przedstawiono na rys. 11, zmiang za§ wspéirzednych przestrzennej » w funkcji wspétrzed-
nej materialnej y(g, p) przedstawiono na rys. 12. Przebieg drugiej wspoirzgdnej przedsta-
wiono w postaci jej przyrostu r(o, p)—o na rys. 13.

Rys. 13

11.2. Stan odksztalcen deformowanej powloki. Obliczajac pochodne funkcji aproksymgjacy “
(51) i (52) moZzemy obliczy¢ rozciagnigcia w kierunkach gtéwnych:

(53)

PR T A LR T T

ﬂ'ﬂ.i.li dla i= 0,

Bia =l g o,
e | _

;'-n,i,:} = (ln,i.l'ln,i,z)_l’

gdzie przez i oznaczyliémy punkty
(54) o = i-dp.

Wtedy sktadowe odksztaiceri w kierunkach gléwnych w mierze logarytmicznej obliczamy

7. zalezno$ci

(55) eni, g =10(4s;,), dlaj=1,2,3.
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Otrzymane wyniki w postaci tablicy zilustrowane sg graficznie na rys. 14, rys. 15 i rys. 16.
Natomiast odksztalcenie zastepcze obliczamy z zaleznoSci

/ 2
(56) gy = ]/ % ; (Eni0)?

Wyniki obliczeii otrzymane w postaci tablicy zilustrowane sa graficznie na rys. 17.

Majac macierze r,,; oraz y, ; i ich pochodnych 7, i y,; mozemy obliczyé przyrosty
z definicji
57 ras = Fui=Tuet,is din = Fai—=Facti, @ = Y i—=Viot,is
dla n=1,2, ..., N, gdzie przez i oznaczono punkty okre§lone przez zalezno$¢ (54). Ma-
cierz przyrostéw intensywnoéci odksztatcen obliczamy z zaleZnodci:

/
de, ;=2 ‘If;"'i , dlai=0,

i
2 [(l‘fy,idl','x,i‘*‘y;:,idy;,i_)z 4 (drry,i)2+ Tr',,idrr’,.i+y:.,idy,'x,i ([rn.i]llz
V3 (s, >+ (n,5)* Tn,i >+ 0> il

(58) dﬁn,i =

dla i > 0.
Macierz intensywnoéci odksztalcenia obliczamy sumujac kolejno przyrosty (58) dla
ustalonego punktu i/

(59) bni= 3 deyi, dlan=1,2,..,N.
n=1

Otrzymane wyniki w postaci tablicy zilustrowane sa graficznie na rys. 18.

0,50

0,40

0,30}

0,20(

G,10

10*
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12. Dynamika deformowaqej powloki

W postawionym zagadnieniu obciazenie jest réwnomiernie roztozone na powierzchni
wewnetrznej membrany i jest dane w postaci macierzy p, dla n = 1,2, ..., N. Rozklad
naprezefi wyznaczymy z rownan réwnowagi. Pierwsze z réwnan jest réwnaniem rézniczko-
wym, ktérego rozwigzanie numeryczne jest mozliwe przy znajomosci petnej kinematyki
deformowanej powltoki. Ma ono postaé:
(r,)?

— dla i =
dhoy, ;’ lai=0,

Opni =

(60)

. rr’l,irrll:i+ylll,iyl,!:l 1 .V:I::i rn.irl’r,i N2 N2
d@ (Gl,n,l) - [ (r,',,,')2+(y,',,i)2 0 y;’:,—i Gl,n.i+ 2/20}’,’,,; [(’n,i) +(yn,i) ]Pu:

dla i >0, n=1,2,...,N.
W wyniku rozigzania otrzymujemy macierz naprezen pofudnikowych oy, ; W postaci
tablicy, ktérej interpretacja graficzna przedstawiona jest na rys. 19.

Majac macierz naprezen poludnikowych o, ; mozemy z drugiego réwnania réwnowagi
wyznaczy¢ naprezenie réwnoleznikowe, Réwnanie to ma postaé:

02,ni= Oy, ni» dlai=0,

i I’l’ 'I? ’ ’ .
(61) 0‘2’,,',' = - “"F_ .Jy_y/'i_ Gl,tl.i" ﬁ-’)_j?— [(rn.i)z"'(yn, i)Z]Pn: dla 1> 0)
dlan=1,2,..,N. '
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~1,15 ~1616 ~24,27

Rys. 20

W wyniku rozwigzania tego réwnanja algebraicznego otrzymujemy macierz naprezei
potudnikowych ¢,,,,; w postaci tablicy, ktdrej interpretacje graficzna przedstawia rys. 20.
Macierz zastepczych napr¢zen obliczamy z zaleZnoici

(62) Op,i = ]/(Gl,n.i)zjl'(G?._,n,i)z'—dl,n,idz,n,t

dlan=1,2,...,N, a wyniki otrzymujemy w postaci tablicy, ktérej interpretacje graficzng
przedstawia rys. 21.

Macierz naprezen zastgpezych mozemy obliczyé ze zwigzku fizykalnego w postaci
wzoru wykladniczego postaci

Gn,i=A(€n,l)T d]a n=1,2,...,N,

gdzie A4 i m stale materialowe uzyskane z proby jedno‘osiowego rozciagania prébek plaskich,
za§ &, ; jest macierza intensywnoéci odksztalcenia (59), a sens wskaznika { wyjasnia za-
leznoéé (54). Wyniki obliczenn otrzymujemy w postaci tablicy przedstawionej graficznie
na rys. 22.
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13. Whioski

Fotogrametryczno-rzutowa metoda w pordwnaniu z klasycznymi metodami foto-
grametrycznymi jest metoda dogodng w pomiarach wielkoéci kinematycznych, gdyz nie
wymaga znajomosci elementdw orientacji ukladu stereoskopowego, a mozliwoéé pomiaru
filmu na uniwersalnym mikroskopie warsztatowym czyni te metode bardziej dostepng
szerszemu gronu mechanikéw zajmujacych si¢ kinematycznymi pomiarami. Z przytoczo-
nego przyktadu zastosowania tej metody widac, ze pozwala ona na uzyskanie pelnej infor-
macji o kinematyce deformowanej powloki. Znajomo$¢ tej kinematyki i obcigzenia poz-
wala wyznaczyC stan naprezenia. Znany stan naprgZzenia i odksztalcenia, a w przypadku
proceséw dynamicznych réwniez stan predkosci odksztalcenia, umozliwia zestawienie
zwigzkow fizykalnych o(e), badz o(e, &) z préby wypuklania membran. Uzyskane wyniki
wykazuja w niektérych przypadkach znaczne zakldécenia na utwierdzonym obrzezu. Wy-
nika to z niemoznoéci zapewnienia idealnych warunkéw brzegowych w procesie defor-
macji powloki.

Przedstawiona metoda moze stuzy¢ do badan innych proceséw, szczegdlnie tam gdzie
zastosowanie innych metod nie zapewnia dostatecznej doktadnosci, bezpieczenstwa apa-
ratury pomiarowej, a nawet niekiedy bezpieczenstwa obstugi.
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Peaome

CTEPEOPOTOrPAMMETPUYUECKUI TTPOEKTUBHLIMI METOL ONPENEIEHMS
KHUHEMATHKY NPOLECCOB OEPOPMALNI

B paGore npejcTaBied, OCHOBAHHBIA Ha NPOEKTHBHEIX NPEOOpPa30BAHHUAX, METON H3MEPEHMS Iepe-~
Meulenuit. Beenenue aTux npeodpasosanuii B GOTOrPaMMETPHYECKYI0 06paloTKY CTEPEOCHHMKOB M03BO-
JAET K3MEpSITh MEPEMEUIEHHSI C MTOMOIIBIO CTEPEOCKONHMUECKOro (HOTOrpaMpOBAHKA MIIH XKE CTEpeo-
KHHOCBEMKH, He 3HAS DEMEHTOB OPHEHTAlMH CHUMKOB. MeTo/y npeacTaBies B aNrOPHTMHUECKOM BHIE
ofJIeryaroiumM NpOrpaMMUPOBAHME HA STEKTPOHHO-BbIUYMCIATENbHbIe MauMHbBL. IlpejcTaBnen mpumep
NIPHMEHEHHSA 9TOTO METOZAA IUISL ONpPENENEHHA KHHEMATHKH NedopMalii IUTACTHUECKOH KpPYTioH mem-
Opanbl. J{oGaBownHple SHAHME HACDY3KM, COOTBETCTBYIOLIEH KUHEMaTHUECKOMY COCTOAHMIO, [IO3BO-
JISIOT ONpEAENMTh IOJIA HalpsOKeHMit B ofojouxe. FlapecTHocTs nonell pedopmaluil ¥ HarpsKeHHR
TIO3BOJISIET ONPENe/UTE (DH3MUECKHE COOTHOILEHUs o(p) MPH ABYXOCHOM HANPSKEHHOM COCTOAHMH. Pe-
3YNBTATHI NPEACTABICHE! TPaduuecKy.
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Summary

DETERMINATION OF THE KINEMATICS OF DEFORMATION PROCESSES BY
STEREOPHOTOGRAMMETRIC PROJECTIVE METHOD

The streophotogrammetric method of measuring the displacements based on the projective trans-
formations has been presented in this paper. These transformations are used for the photogrammetric
elaboration of the stereoscopic photographs of the processes. It makes possible to measure the displace-
ments by stereoscopic photographing or filming the processes without the knowledge of orientation ele-
ments of the stereophoto-frames. This method has been presented in algorithmic form suitable for computer
programming. The example of application of this method for calculation the kinematic elements during
the plastic deformation process in a circular membrane has been presented. Additional knowledge of
pressure corresponding to the actual kinematic state has allowed for %he determination of the stress field,
The knowledge of the stress and strain ficlds enables the determination of constitutive equations o(gp)
in two-dimensional state of stress. The results obtained are presented graphically.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA, WARSZAWA
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