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1.  Wstęp

Pomiary  wielkoś ci  kinematycznych  procesów  mechanicznych,,  szczególnie  procesów
deformacji,  zachodzą cych  w  przestrzeni  trój-   lub  czterowymiarowej  (czasoprzestrzeni)
sprawiają   na  ogół   wiele  trudnoś ci.  Jedną   z  metod  pomiaru  tych  wielkoś ci  jest  metoda
fotografii  lub  film u  stereoskopowego,  która  pozwala  na  wyznaczenie  elementów  kinema-

Rys.  1

tyki  procesu  lub  jego  chwilowego  stanu  kinematycznego  na  podstawie  dowolnej  pary
zdję ć  obszaru  przestrzennego, w którym  ten pi'oces zachodzi lub znajduje  się   obserwowany
model,  a  wykonanych  z  dwu  róż nych  punktów  sm,  dla  m  =   1, 2  tej  przestrzeni  (rys.  1).
j *  Przez  dowolną   parę   zdję ć  rozumiemy  parę   zdjęć  o nieznanych  elementach  orientacji,
a  wykonanych  w  tym  samym  momencie. W  pracach  [1, 2, 3]  opisana  została  klasyczna
metoda  opracowywania  pary  zdję ć  przy  znanych  elementach  orientacji,  a  stosowana
w fotogrametrii,  z tym, że dostosowana  została do opracowywania  filmowych  zdjęć  stereo-
skopowych  na  przykł adzie  deformacji  powł oki.  Znajomość  elementów  orientacji  zdjęć

*)  Praca została nagrodzona na Ogólnopolskim  Konkursie na prace doś wiadczalne  z mechaniki tech-
nicznej— zorganizowanym  przez  Oddział  PTMTS w Czę stochowie, w 1974 r.
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a priori  wymaga  dodatkowych  pomiarów  pozwalają cych  na  ich  wyznaczenie,  które  są
dosyć  kł opotliwe  [2, 6].

W  przedstawionej  pracy  zaprezentowana  została  metoda  nie wymagają ca  znajomoś ci
elementów  orientacji  a priori  dla  opracowania  zdjęć  stereoskopowych.  Elementy  te są
obliczane  w  trakcie  opracowywania  wyników  pomiarowych.  Wykorzystuje  się   do  tego
punkty  wzorcowe.  Natomiast  metoda  ta, jak wykazuje  praktyka  obliczeń  numerycznych,
jest bardzo  czuła na dokł adność pomiaru materiału  filmowego.  Dokł adność  ta  zależy  w
duż ym  stopniu od rozmieszczenia  punktów  kontrolnych  i sposobu  pomiaru  filmu.

2.  Sformułowanie problemu

Stereofotograficzno- rzutowa  metoda  pomiaru  elementów  kinematyki  bez  znajomoś ci
elementów  orientacji  polega  na wyznaczaniu  chwilowego  poł oż enia punktów  materialnych
na  podstawie  pary  jednocześ nie  wykonanych  zdję ć.  Każ de  zdję cie  stanowi  rzut  ś rodkowy
trójwymiarowej  przestrzeni  materialnej  na płaszczyznę  zdję cia  (rys. 1). N a podstawie dwu
takich  rzutów,  dokonanych  z  dwu  róż nych  punktów  nazywanych  ś rodkami  rzutów  sm

dla m =  1, 2 odtwarzamy  przestrzeń  trójwymiarową.  N ieznane są  nam poł oż enia zarówno
ś rodków  rzutów  s"\  jak  i  płaszczyzn  zdjęć  wyznaczonych  ukł adami  współ rzę dnych  xf
dla  i,m  — 1,2.  Są   to  tzw. elementy  orientacji.

Jedna  para  zdjęć  okreś la  chwilowy  stan  kinematyczny  badanego  procesu,  wiele zaś
takich par wykonanych w jednakowych  odstę pach czasowych  okreś la kinematykę  procesu.

3.  Punkty  wzorcowe  i  płaszczyzna  wzorcowa

Materializacji przyję tego  ukł adu odniesienia cf dla /  =  1, 2, 3 dokonujemy  przy  pomocy
punktów  wzorcowych  (rys. 2)  (c/() dla j  =  1,2,  . . . , / ,  które  w  zasadzie  rozmieszczamy
dowolnie  w  otoczeniu  badanego  procesu.  Ze  wzglę du  na  odtwarzanie  trójwymiarowej

Rys.  2

przestrzeni  minimalna  ilość  tych  punktów  wynosi  /   = 6  i  nie mogą   one leż eć  w  jednej
płaszczyź nie. Ze wzglę dów dokładnoś ciowych korzystniej  jest, aby J  >  6. Metoda rzutowa
wymaga,  aby  wię kszość  punktów  wzorcowych  była  zgrupowana  na jednej  płaszczyź nie,
którą   nazywać  bę dziemy  płaszczyzną   wzorcową,  punkty  zaś ją   wyznaczają ce  oznaczymy
znaczkiem w, czyli  (cWti)  dla i =   1, 2, ..., W, przy  czym  W >  4. Wybór  płaszczyzny  wzór-
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cowej  w  zmaterializowanym  ukł adzie odniesienia  ct  może być  w zasadzie  dowolny,  byleby
nie zawierały  osi  optycznych ukł adu  stereoskopowego  i ś rodków  rzutów. D la uproszczenia
rachunków  przyjmujemy  za  płaszczyznę   wzorcową   płaszczyznę   prostopadłą   do  jednej
z  osi,  np.  cw > 3  =   a  =  const.  N ie  ogranicza  to  ogólnoś ci  rozważ ań,  ponieważ  poprzez

Rys.  3

transformację   ukł adu  odniesienia postawiony  warunek  moż emy  spełnić. W  celu uniknię cia
nieporozumień wprowadzimy  nowy ukł ad odniesienia zt  dla i  =   1, 2, 3 zwią zany  bezpoś red-
nio  z  płaszczyzną   wzorcową   (rys.  3)  powstały  przez  translację

(1)  Ą -   ci- qh  dla  i  =  1, 2, 3,

gdzie  wektor  translacji  qi  =  [0, 0, a].

Rys.  4

9*
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4.  Ukł ady  odniesienia

Proces  badany  rozpatrywać  bę dziemy  w  kartezjań skim  ukł adzie  odniesienia  c;  dla
i  =  1, 2, 3,  bezpoś rednio  zwią zanym  z  otoczeniem  badanego  procesu  poprzez  punkty
wzorcowe  (rys.  1  i  3).  Natomiast  wyniki  pomiarów  otrzymujemy  w  dwóch  ukł adach
współ rzę dnych instrumentu xf  dla m  =   1,2,  i  =   1, 2, 3, bezpoś rednio  zwią zanych  z pł asz-
czyznami  par  zdjęć  warunkiem  x™  =  0.  Dodatkowo  wprowadziliś my  już  pomocniczy
ukł ad współ rzę dnych przestrzennych  zt  zwią zany  ukł adem cf poprzez  translację  (1).  N ato-
miast  współ rzę dne  xf  i  zf  są  ze  sobą  zwią zane  poprzez  rzuty  ś rodkowe  (rys.  4).

5.  Przekształ cenia rzutowe  pł aszczyzn  zdjęć  na  pł aszczyznę  wzorcową

Wprowadzimy  na  pł aszczyznach  obu  zdjęć  i  na  pł aszczyź nie  wzorcowej  współ rzę dne
jednorodne  {x"'}   i  {i f}  dla  m  =  1,2,  i  i  — 0, 1, 2,  punktów  o  współ rzę dnych  kartezjan-
skich  (xf)  i  (z;)  dla  i, m  =  1, 2,  [5,  7].  Wtedy  wzajemnie  jednoznaczne  przekształ cenie
jednej  pł aszczyzny  na  drugą  zapisać  moż na  w  postaci

2

(2)  zt  -   £  a?}xj,  dla  m -   1,2,  ł  -   0, 1, 2,
j = 0

gdzie  wyznacznik  współ czynników  macierzy  przekształ cenia  (afl) #  0.  D la  punktów
wł aś ciwych  rozpatrywanych  pł aszczyzn  c0  ?=  0  i  xg" #  0 dla  TM =  1, 2,  a  ponieważ  współ-
rzę dne  kartezjań skie  okreś lone  są   wzorami

(3)  * T - l h  Ą   =  T"  d l a ' . w- 1 , 2,
• "o  zo

moż emy  przekształ cenie  (2) zapisać  dla  współ rzę dnych  kartezjanskich  w  postaci

(4)  Ą   .  ; ^  ,  dla  m  =  i ,  2 )  2 -   1,2.

/-o
Mają c  na uwadze,  iż  x'o  =  1, moż emy  dzieląc  licznik  i  mianownik  przez ~aQ0  ^  0  zapisać
przekształ cenie  (4)  w  postaci

2

(5)  zt=   !$  ,  dla  i,m=  1,2,

i+   Z  bj  xj

gdzie of,  6™, /4"j są  macierzami przekształ cenia współ rzę dnych xf  punktów  (xf)  płaszczyzn
par  zdjęć  dla m  =  1,2  na współ rzę dne zi punktów  (?;) płaszczyzny  wzorcowej.

5.1.  Macierze przekształcenia. D la okreś lenia  przekształ cenia rzutowego  (5) wymagana  jest
znajomość  macierzy  tego  przekształ cenia  af,bf,  Afj  dla  i,j,m  = 1 , 2.  Macierze  te mo-
ż emy wyznaczyć ze znajomoś ci  współ rzę dnych  kartezjanskich  c,  f =   zn  dla  i  =  1, 2  i  j  =
=  1,2, ...,  /   punktów  wzorcowych,  oraz  współ rzę dnych  instrumentu  x)"  obrazów  tych
punktów  na  obu  zdję ciach,  czyli  dla  m  =   1,2.
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Punkty  wzorcowe  (c«)  leż ą ce  na pł aszczyź nie  wzorcowej  (a ś ciś lej —ją  wyznaczają ce)
oznaczać bę dziemy  dodatkowo  literą  w, czyli  (cwWii)  dla w — 1, 2,  ...,  W, dla odróż nienia
od  pozostał ych punktów  wzorcowych,  które  nadal  oznaczać bę dziemy  przez  (c/0-   Wtedy
przekształ cenie  rzutowe  (5) dla punktów  wzorcowych  zapiszemy  w postaci:

2

(6)  z ivW l J  =  .  Y1—  ,  dla  i,m- 1,2,  w =  1, 2, . . ., W.
i+ Zj XWYI,i

W przekształ ceniu  tym  zwwt  i xw™t są znane, więc  przy  dostatecznej  iloś ci  punktów  wzor-
cowych  W ^  4  macierze  przekształ cenia  of,  bf  i  ™̂ moż emy  wyznaczyć.

Przekształ cenie  (6) zapisujemy  w  postaci:  t
2  2

(7)  flf  +  J£  ^ ,  aw5, i~zwwj][   bf xwZ,  i =  ZHV, f ,

dla i, m = 1, 2, w = 1, 2,  ...,  W,  które przedstawia  ukł ad AWrównań  z 16 niewiadomymi
wyrazami  macierzy przekształ cenia  (6). Ukł ad  ten jest rozł ą czny ze wzglę du  na wskaź nik  m

i moż emy go rozbić na dwa ukł ady dla m — 1, 2, po 2Porównań z oś mioma niewiadomymi
każ dy.  Po uporzą dkowaniu  ukł ady  równań  (7)  moż emy  zapisać  w postaci

(8) d l a =  1,2,  n=l,2,...,2W.
P= i

Należy  zwrócić  uwagę,  że w  ogólnym  przypadku  moż emy  macierze  przekształ cenia
okreś lać  na podstawie  jednej  grupy  punktów  kontrolnych  dla zdję cia  lewego  (m =   1),
a na podstawie  drugiej  grupy  punktów  dla zdję cia  prawego  (m =  2). Moż emy  wykorzystać
niektóre punkty  wspólne,  lub  też wyznaczyć  te macierze  na podstawie  wspólnych  dla  obu
zdjęć  punktów  kontrolnych.  Wtedy  ukł ad  (8) moż emy  zapisać  w postaci

(9)  2J Kptf  =  en,  dla  m = 1,2,  n -   1,2,;..,

Wektor  wyrazów  wolnych  e„  ma postać:

(10)  e„  .
*>„,! ,  dla H = 1,2, ...,  fF,

Wn~w,2,  dla « =   W+1,...,2W.

N atomiast  macierze  współ czynników  przy  niewiadomych  mają  postać:

(U)

1,

o,

0,

1,

dla  p  — 1,

dla p  =   2 , 5 , 6.
dla.p  = 3,4,
dla  i? =   7, 8,

dla p  =   1,3,4,
dla p = 2,
dla  j? =  5, 6,
d l a ^  7, 8,

dla  n =   1, 2, . . ., W,

dla «=   W+1,...,2W.
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Po  rozwią zaniu  ukł adów  równań  (9)  otrzymujemy  macierz  u™, dla  m  =  1,2,  p  =
=   1, 2, 3,  . . . , 8,  która  okreś la  macierze  przekształ cenia  rzutowego  (7)  nastę pują co:

(12)  <  =  «"',  d l a . / , m = l , 2,

(13)  &r =  «i+ 6.  dla  7,  w - 1 , 2,

f«f+ i+ i .  dla  z =  1,1
(14)  ^  =  L>»  d l a / -   2  / ' m  =   1 ' 2 -

W  przypadku  W >  A  sprowadzamy,  korzystając  z  metody  najmniejszych  kwadratów,

ukł ady  (9)  do  postaci

8

,(15)  2<%rf- fi*  d l a p - 1 , 2,  . . . , 8,  w - 1 , 2,
;= i

gdzie:

(16)  G%i =  ]£E^EZu  d lam  =  l , 2,  p,  I  -   1, 2,  . . ..  8,

(17)  «? = J £ A A , ,  dla m = 1,2,  />  = 1, 2, ..., 8,
n= l

macierze  przekształ cenia  (6)  zaś  okreś lane  są  zależ noś ciami  (12),  (13),  (14).
5.2. Para zdjęć  poś redniach.  Wyznaczone  macierze  (12),  (13)  i  (14)  okreś lają  przekształ-

cenia  rzutowe  (5) pł aszczyzn  zdjęć  rzeczywistych  dla  m  =  1, 2,  na  pł aszczyznę  wzorcową
(c3  =  a  lub  z3  =  0)  wyznaczoną  przez  podgrupę  punktów  wzorcowych  (CJJ) =   (cwWii)
dla  w  =  1, 2, 3,  ...,  W, które  speł niają  warunki  rzutu  ś rodkowego.  W  wyniku  przekształ-
cenia zdjęć  rzeczywistych  na pł aszczyznę  wzorcową  otrzymamy  z  obu  przekształ ceń iden-
tyczne współ rzę dne z- ,  Ala,  i  =   1,2,  tylko  dla  punktów  przestrzeni  c; lub  z;  należ ą cych  do
pł aszczyzny  wzorcowej.  Natomiast dla punktów  nie należ ą cych  do  pł aszczyzny  wzorcowej
otrzymamy  po  dwa  obrazy  na  pł aszczyź nie  wzorcowej  (rys.  4).  Te dwie grupy  obrazów
punktów  badanego  obszaru  na  pł aszczyź nie  wzorcowej  tworzą  nową  parę  zdjęć  leż ą cą
w pł aszczyź nie wzorcowej,  którą nazywać  bę dziemy  parą  zdjęć  poś rednich. D la otrzymania
tych  par  oddzielnie  przekształ cenie  (5)  zapiszemy  w  postaci:

a?+2  ^j^f
(18)  zf  J-  ̂ ,  dla  i, m = .1,2.

1 +   t  bfxj
. 7 = 1

6.  Elementy  orientacji  zdjęć  poś rednich

W  postawionym  problemie  elementami  orientacji  zarówno  wewnę trznej  jak  i  zew-
nę trznej  są  współ rzę dne ś rodków  rzutów  s'"  dla  m  =  1,2,  które  w  ukł adzie odniesienia  z(

dla  i  =   1,2,3,  oznaczać bę dziemy  przez zf.  Do wyznaczenia  tych elementów wykorzysta-
my  punkty  wzorcowe  leż ą ce  poza  pł aszczyzną  wzorcową  dla  j  =  1,2,  . . . , / .
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22

Rys.  5

Z  kolinearnoś ci  wektorów  zf- zt̂l\   zui- zjti  dla m =  1,2,  i = 1, 2, 3, ..., /   (rys. 5),
mamy:

gdzie  kj  macierz wielkoś ci  skalarnych. Z definicji  przyję tego  ukł adu  odniesienia zt mamy
warunek  z™ 3  = 0,  więc  dla  i = 3  mamy

(20)  Zs = • £/ *>, 3 ,

a  ponieważ  z  zał oż enia  zj,3  ?=  0,  wię c

(21)  ki  = —  .

Podstawiając  (12)  do  (13)  po  przekształceniu  otrzymamy:

(22)  Zj,sZ?- (zjt- zT,i)fl  -   x>.a«Xtf  dla  i = 1, 2.

Są   to dwa układy równań,  dla m  =* 1,2,  z  trzema niewiadomymi,  przy  czym  z jednego
punktu  wzorcowego  leż ą cego  poza  płaszczyzną   wzorcową   otrzymujemy  tylko  po dwa
równania. Zatem dla wyznaczenia  elementów orientacji musimy mieć co najmniej 2 punkty
wzorcowe poza płaszczyzną  wzorcową. D la zwię kszenia  dokładnoś ci obliczeń  powię kszamy
liczbę   tych  punktów  wzorcowych,  a  otrzymane  układy  zawierają ce  wię cej  równań  niż
niewiadomych  rozwią zujemy  metodą   najmniejszych  kwadratów.
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Ukł ady  równań  (22)  zapiszemy  w  postaci:

3

(23)  £F?,ł tf  =/ ]"   dla  m  -   1,2,  7 = 1 , 2,  ...,  2J,

gdzie  macierz  wyrazów  wolnych:

[zjzzji  dla  j  =1,2,...,  J,

(24)  / T - L  '- »,  d la / I >+ l  2/   dla m =  1,2,

Natomiast  macierz  współ czynników  przy  niewiadomych:

(25)

0

0
Sj- J,  3

dla  z =  1,
dla  i  =  2,
dla  z =  3,

dla  i  =  1,
dla  z =  2,
dla  z = 3 ,

dla  j  =  1,  2 , . . . , /,

m =  1,1,

Aby  rozwią zać  ukł ady  (23) metodą  najmniejszych  kwadratów  sprowadzamy  je  do postaci

3

(26) ]?Hftzf  = hf,  dla  m  -   1, 2,  f — 1,2,2,
/= i

gdzie

(27)

oraz

(28)

W = ^ y y ^ i  dla  m =  1,2,  / -   1,2,3,

dla  m  -   1,2,  i,  /  =  1, 2,  3.

W  wyniku  rozwią zania  ukł adu  (26)  otrzymujemy  współ rzę dne  zf  ś rodków  rzutów  s"

dla  m =  1,2,  i  / =   1,2,3.

7.  Współ rzę dne przestrzenne obserwowanych  punktów

Poł oż enie  obserwowanych  punktów  r  =   \ ,2,...,R  okreś lone  jest  w  kartezjań skim
ukł adzie  odniesienia  zt  przez  współ rzę dne tych punktów  (zri)  dla  i  =  1, 2, 3,  rys.  6.  Przy
znajomoś ci  elementów  orientacji  w  postaci  współ rzę dnych  rzutów  punktu  (zr>j)  na pł asz-
czyznę  kontrolną  (^",d  wyznaczymy  współ rzę dne  ztii  punktu  (rr.O-   Ponieważ  wektory
[zT- z1,";]  i  [Zr.t- aJJł] dla m =  1,2,  i =  1, 2, 3, r  =  1,2,  ..., R,  są  wektorami  współ linio-
wymi  (rys.  6), więc z  warunku  współ liniowoś ci  otrzymujemy  ukł ad  równań :

(29) V  — 7- '"  "> —  / <- '"<V."r,  i  zr,l)   ~  Kr\ fii
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gdzie  K  dla m =•   1,2,  r  •» 1,2,  . . . ,# jest  macierzą   współczynników  skali.  Z  definicji
współ rzę dnych  z?, (  mamy  warunek  <  3  = 0,  zatem  dla  i = 3  otrzymujemy

(30)  «„»- *?«?,
a  stąd

(31)

Rys.  6

Podstawiając  (31) do  (29)  otrzymamy  po przekształ ceniu

(32)  (zfti- z t̂t)z"i'  =   (z'"- 41i)zr,3,  dla m> * = 1, 2,

a  po zgrupowaniu  wyrazów  otrzymamy

(33)  zfzTił+(^ lt- zf)'zr,3  = z?,;*?,  dla  m, i = 1 , 2.

Jest to ukł ad 4 równań z 3 niewiadomymi z,,< dla ? = 1,2,3. Układ ten zapiszemy w postaci

3

(34)  y]  Qr,- k,izr,i = <ir,k,   dla k =   1, 2, 3,4,

gdzie  macierz  wyrazów  wolnych:

\z)i.z\ ,  dla fc = 1, 2,
( 3 5 )  ?' *  "  ' ( 4 "2

2 Ą - 2 ,  d la jfc = 3, 4,
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i  macierz  współ czynników  przy  niewiadomych:

«ł ,  d l a / - I,

o,

(36) £?rfci =

o,

dla  i  =  2,

t a.  d l a / - 3 ,,

dla  z =  1,

dla  i  =   2,
| ,  d l a / =   3.

dla  k  =   1,2,

dla  k  =  3, 4.

Ukł ad  równań  (34)  sprowadzamy,  korzystając  z  metody  najmniejszych  kwadratów,

do  ukł adu 3  równań  z  trzema  niewiadomymi  postaci

3

(37)  £P,,i,iZr,i  =*Pr.t,   dla  / =   1, 2, 3,  r  -   1,2  JR,

gdzie
4

(38)  Pr.u  =  £qr.kQr.k,i,  dla  i=   1, 2, 3,  r  =   1,2,  . . ..  R,

oraz

(39) Pr.t.l  -   Jj  Qr,k,iQr,k.l,
k= l

d la  / , / =   1 , 2 , 3,  r  =  1 ,2  R.

W  wyniku  rozwią zania  ukł adu  równań  (37)  otrzymujemy  macierz  współ rzę dnych  z,

obserwowanych  punktów  r  =  1,2,  ...,  R.  Współ rzę dne  tych punktów  w  ukł adzie  ct  obli-
czamy  z  zależ noś ci

[ZT.U  d la  i  =1,2,
( 4 0 )

  ^ - U M - . .  d l a / =   3.

8.  D okł adność  metody  pomiarowej

Dokł adność  przedstawionej  metody  pomiarowej  sprawdzimy  porównując  wartoś ci

liczbowe  współ rzę dnych  punktów  wzorcowych  obliczonych  tą  metodą  z  odpowiednimi

wartoś ciami  liczbowymi  współ rzę dnych tychże punktów  wynikają cymi  z  ich  rzeczywistego

rozmieszczenia. W tym celu ze współ rzę dnych xw',", j ix™  dla iv =  1,2,  . . .,  W,j=  1,2, ..., /,

/ , w  =  1, 2, obliczamy  współ rzę dne zdjęć  poś rednich zw™̂   i  z;],-  posł ugując  się przekształ-

ceniem  rzutowym  (18). Nastę pnie  obliczamy  współ rzę dne  przestrzenne  zwwj  i  ZJJ  oraz

współ rzę dne cvf„,_; i Cj- ,;. Mając  dane współ rzę dne rzeczywiste CwWtii  CJti  obliczamy róż nice:

AcWtt  =  Cww,i- cwWji,  dla  w  =  1,2,  ...,  W,

dcj,t=Cj, t- Cj,u  d l a y=   1,2,  . . . , / ,

Skrajne  wartoś ci  maxzlc;  i min/ lc; ś wiadczą  o dokł adnoś ci bezwzglę dnej  metody  pomiaro-

wej.
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9.  Przeskalowanie  przestrzeni Zi

Przejś cia  z ukł adu Z\ do ukł adu C; dokonamy przy pomocy przekształ cenia  afinicznego

w celu  zwię kszenia  dokł adnoś ci wyników  pomiarowych.  W  przekształ ceniu postaci
3

(42)  Ck.i =   Zoj+  Y}  ZitjzkA  d l a i =   1 , 2 ,3
3- 1

dla  dowolnego  punktu  k  =  1,2,  ...,  K  nie  znamy  macierzy  Ztj  oraz  z0,;-
Wyznaczenia  macierzy  przekształ cenia Z-Uj  dokonamy  za  pomocą  znajomoś ci  współ-

rzę dnych  ck,i  i z-t,; punktów wzorcowych,  natomiast wektor  zoj  =  (0, 0, a). Zatem należy
rozwią zać  ukł ad  równań

9

(43)  £- Ri.jyj  =  ''(,  dla  i- 1.2,  . . . ,37,
y- i

gdzie  7  jest  iloś cią  punktów  wzorcowych.

Wektor:

ct,r,  dla  / =   1,2,  . . . , 7,

(44)  n  =  c,_j-, 2 ,  dla  i  =   7 + 1 , . . .,  27,

Ci- 2J,3- oi,  d la  / =  2 7 + 1,  . . . , 37,

natomiast  macierz  współ czynników  przy  niewiadomych:

(45)

0 ,

0 ,

dla 7  =

dla
' " = 1 , 2 , 3 ,  1
' =  4 , 5 , . . . , 9, J

d l a  j T - 1 , 2 , 3 ,
Zt.l- s,  d la 7 =  4, 5 , 6,
0,  d la 7 =  7, 8, 9,

0 ,

/ - 1 , 2,  . . . , / ,

/  = 7 + 1, ...,27,

L, . . . ,37.
dla y =   1,2,  . . . , 6,

dla y =  7, 8, 9,

Ponieważ ukł ad  (43) dla  7  >  3 zawiera  wię cej  równań niż niewiadomych, więc przy  roz-

wią zywaniu  skorzystamy  z  metody  najmniejszych  kwadratów  rozwią zując  ukł ad równań:
9

(46)  ySj,kjk  =

gdzie

(47)

(48)
3 /

j,  k  ~

7 =

7 =  1, 2,  . . . , 9,

7  =  1 ; 2 ,  ...  , 9 .

Po  rozwią zan iu  ukł adu  (46)  otrzymujemy  wektor  yk  d la k  ~  1,2,  . . . , 9, a stąd  macierz

przekształ cen ia  (42)

,  dla  /  =  1,

(49) Zu  -  \ yJ+3, dla  /  = 2,  j  =  1, 2, 3,

dla  i  =  3.
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Nastę pnie  dokonujemy  przekształ cenia współ rzę dnych Ą, ;  na  współ rzę dne c(_ £ dla  wszyst-
kich  obserwowanych  punktów  i  dokonujemy  sprawdzenia  dokł adnoś ci metody  w  sposób
omówiony  w  rozdziale  8.

10.  Przykł ad  zastosowania  metody

Zastosowanie  i  moż liwoś ci  zaprezentowanej  metody  stereofotograficzno- rzutowej
pokazane zostaną  na przykł adzie pomiarów  kinematyki  statycznie  wypuklanej  membrany
koł owej  obcią ż onej  równomiernie  ciś nieniem  zgodnie  ze  schematem  na  rys.  7.

Rys.  7

Rys.  8

Schemat procesu pokazany jest  na  rys.  8. Membrana  /  w postaci krą ż ka  blachy alumi-
niowej  (gat.  99,5%  w  stanie  mię kkim)  o  gruboś ci  1  mm jest  utwierdzona  na  obwodzie
za  pomocą  pierś cienia  3,  przykrę canego  ś rubami  do  komory  ciś nieniowej  2,  do  której
wtł acza  się  olej  z  pompy  4,  powodują cy  plastyczne  wypuklanie  powł oki. N a  pierś cieniu
naniesione  są  znaczki  wzorcowe.  Próbka  oś wietlona  reflektorami  8  była  fotografowana
za  pomocą  dwu  aparatów  fotograficznych  «Pentacon  six  TL»  7.  Zdię cia  były  robione
w odstę pach ciś nienia 1 kG / cm2, a do dalszej analizy wykorzystano  zdję cia  wykonane w od-
stę pach  3  kG / cm2.  i
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Ogólny  widok  próbki  i po  zakoń czeniu  procesu  pokazany jest na rys.  9,  pary  zaś  zdjęć
wykonane  w  trakcie  procesu  i  dalej  opracowywane  widoczne  są   na  rys.  10.

Pomiarów  otrzymanych  negatywów  dokonano na  uniwersalnym  mikroskopie  warszta-
towym  z dokł adnoś cią   odczytu 0,0002 mm, a uzyskane  wyniki  opracowano metodą   stereo-
fo togrametry cz n o- rzuto wą .

Rys.  9

11.  Kinematyka  procesu  deformacji  powłoki

11.1.  Kształt  powłoki.  W  wyn iku  obliczeń  otrzymujemy  współ rzę dne  przestrzenne  punk-
tów  mater ialnych  powł oki  c„ irj  dla  z =  1 , 2 , 3,  r  =  0, 1,  ..., R,  n =  0 , 1 , 2,  ...,N,
gdzie  R  jest  liczbą   p u n kt ów  na prom ien iu.  Ze wzglę du  na  osiową   symetrię   porcesu  prze-
chodzimy  do  współ rzę dnych  walcowych  obliczając  macierze  współ rzę dnych

(50)

•*   IM 1  —  Cn,r,  3  •

Otrzymane  wyniki  aproksymujemy;  wielomianami  postaci:

(51)  rn

fc=l

(52) d l a y=   1,2,  . . . ,/   =   l

gdzie  p,  q  są   liczbami  naturalnymi,  zaś  K,  J  rzę dami  wielomianów  odpowiednich  wielo-
mianów,  zaś  Q jest  współ rzę dną   materialną   (rys.  7). Macierze współczynników  Alhk  i  B,uJ

wyznaczamy  metodą   najmniejszych  kwadratów  wykorzystując  dane  macierze  R„, r  i  F „ , r.
Wartoś ci  stopni  wielomianów  ustalone  zostały  na  J  =  8  i  K  — 9.  Podwyż szanie  stopni
wielomianów  (51)  i  (52)  powodowało  nieznaczne  obniż enie  wartoś ci  odchyleń  ś rednio-
kwadratowych,  zaś  czas  obliczeń  wydłuż ał  się  dość  znacznie. Wyniki  obliczeń  zestawiono
w  postaci  tablic,  które  zilustrowano  graficznie.  Przebieg  zmiany  kształ tu powł oki  y(r,p)



a) p- 0,0 ot

h) p = 3

c) P-6,0 at

p- 9,0at
i  %
[  p

1
~e) p-12,0 at

%

Rys.  10

[446]
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przedstawiono  na rys.  11, zmianę  zaś  współ rzę dnych przestrzennej  y  w  funkcji  współ rzę d-
nej  materialnej  y(Q,p)  przedstawiono  na  rys.  12.  Przebieg  drugiej  współ rzę dnej  przedsta-
wiono  w  postaci  jej  przyrostu  T{Q,P)  — Q na  rys.  13.

0,0

11,2. Stan odkształceń deformowanej  powłoki. Obliczając  pochodne funkcji  aproksyrmyą cj,

(51)  i  (52)  moż emy  obliczyć  rozcią gnię cia  w  kierunkach  gł ównych:

(53)
n,i,   2   =

K,i.\ ,  dla  i = O,

dla  i  = O,
Qi

hi,  i,  3  —  ( ^n,  i,  1  "  ABt  i,  2 )  j

gdzie  przez  i  oznaczyliś my  punkty

(54)  Qi  =  i- Aq.

Wtedy  składowe  odkształ ceń w  kierunkach  głównych  w  mierze  logarytmicznej  obliczamy
z  zależ noś ci

(55) eB l ( l J  -   l n fo , , , , ),  d l a . / = 1 , 2 , 3.
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Otrzymane wyniki  w postaci tablicy zilustrowane są  graficznie  na rys.  14, rys.  15 i rys.  16.
N atomiast  odkształ cenie  zastę pcze  obliczamy  z  zależ noś ci

(56) En  i  =

Wyniki  obliczeń  otrzymane w  postaci  tablicy  zilustrowane są  graficznie  na  rys.  17.
Mając  macierze r„j   oraz  ynj  i  ich  pochodnych r'n>l i  y'Bit  moż emy  obliczyć  przyrosty

z  definicji

(57)  dr,,j  =   ?'», j—''n - i, i,  dr„ ti  =  r „ , i—r„~ i, i ,  dy„ti  =   j7, ' ,, i—>*'i _ i , i»

dla  n =  1,2,  ...,JV, gdzie przez  i  oznaczono punkty  okreś lone przez zależ ność  (54). Ma-
cierz  przyrostów  intensywnoś ci  odkształ ceń  obliczamy  z  zależ noś ci:

r>,,i

dla  I  =  0,

i i i i i i i  1 1 / 2

rn,idr„ ti+y„jdy„ ti  drnJ
rm  i  2
(58)  « a i , - ^

dla  i  >  0.
Macierz  intensywnoś ci  odkształ cenia  obliczamy  sumując  kolejno  przyrosty  (58)  dla

ustalonego  punktu  i

(59)  £„,* =  2jden,u  dla  n  =  1,2,  ...,iV.

Otrzymane  wyniki  w  postaci  tablicy  zilustrowane  są  graficznie  na rys.  18.

10*



452 T.  BEDNARSKI

12.  Dynamika  deformowanej  powłoki

W  postawionym  zagadnieniu  obcią ż enie  jest  równomiernie  rozł oż one na  powierzchni
wewnę trznej  membrany  i jest  dane  w  postaci  macierzy  p„   dla  n  =   1,2,  ...,N.  Rozkł ad
naprę ż eń wyznaczymy  z równań równowagi.  Pierwsze  z równań jest równaniem róż niczko-
wym,  którego  rozwią zanie  numeryczne  jest  moż liwe  przy  znajomoś ci  pełnej  kinematyki
deformowanej  powł oki.  M a  ono  postać:

( 6°)
dla  i  >  0,  M  =  1,2,  ,,.}iV.

W  wyniku  fozią zania  otrzymujemy  macierz naprę ż eń poł udnikowych  ff llBl j  w  postaci
tablicy,  której  interpretacja  graficzna  przedstawiona  jest  na  rys.  19.

0,0

Mają c macierz naprę ż eń poł udnikowych ax, „ , ; moż emy z drugiego  równania  równowagi
wyznaczyć  naprę ż enie  równoleż nikowe.  Równanie  to  ma  postać:

<y2,n,i  =  O i . n . i,  d la  i  -   0,

(61)  ffa.,,1  =

d la  7j  =  1 , 2 , . . .,

0 ,
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0,0

- 11,15  ~Ą 1B  - 24,27

Rys.  20

W  wyniku  rozwią zania  tego  równania  algebraicznego  otrzymujemy  macierz  naprę ż eń
poł udnikowych  cr2,„,t   w postaci  tablicy, której  interpretację graficzną  przedstawia  rys. 20.

Macierz  zastę pczych  naprę ż eń  obliczamy  z  zależ noś ci

(62)  (f„,i   =  V(ffl.n,i

dla n  =   1, 2,  . . ., N,  a wyniki  otrzymujemy  w postaci tablicy, której interpretację  graficzną
przedstawia  rys.  21.

Macierz  naprę ż eń  zastę pczych  moż emy  obliczyć  ze  zwią zku  fizykalnego  w  postaci
wzoru  wykł adniczego  postaci

(jn,i  =  A(e„it)
m  dla  n  m  1,2,  ...,N,

gdzie A  i m stałe materiał owe uzyskane z próby jednoosiowego rozcią gania próbek pł askich,
zaś  £„, ( jest  macierzą  intensywnoś ci  odkształ cenia  (59),  a  sens  wskaź nika  i  wyjaś nia  za-
leż ność  (54).  Wyniki  obliczeń  otrzymujemy  w  postaci  tablicy  przedstawionej  graficznie
na  rys.  22.



ftj'
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13.  Wnioski

Fotogrametryczno- rzutowa  metoda  w  porównaniu  z  klasycznymi  metodami  foto-
grametrycznymi  jest  metodą   dogodną   w  pomiarach  wielkoś ci  kinematycznych,  gdyż  nie
wymaga znajomoś ci  elementów  orientacji  ukł adu stereoskopowego,  a moż liwość  pomiaru
film u  na  uniwersalnym  mikroskopie  warsztatowym  czyni  tę   metodę   bardziej  dostę pną
szerszemu  gronu  mechaników  zajmują cych  się   kinematycznymi  pomiarami.  Z  przytoczo-
nego przykł adu zastosowania  tej  metody widać, że pozwala  ona na uzyskanie  pełnej  infor-
macji  o  kinematyce  deformowanej  powł oki.  Znajomość  tej  kinematyki  i  obcią ż enia  poz-
wala  wyznaczyć  stan  naprę ż enia. Znany  stan  naprę ż enia  i  odkształ cenia, a w  przypadku
procesów  dynamicznych  również  stan  prę dkoś ci  odkształ cenia,  umoż liwia  zestawienie
zwią zków  fizykalnych  a(e),  bą dź  a(s,  e) z próby  wypuklania  membran. Uzyskane  wyniki
wykazują   w niektórych przypadkach znaczne  zakłócenia  na  utwierdzonym  obrzeż u.  Wy-
nika  to  z  niemoż noś ci  zapewnienia  idealnych  warunków  brzegowych  w procesie  defor-
macji  powł oki.

Przedstawiona  metoda  może  służ yć  do  badań  innych procesów,  szczególnie  tam gdzie
zastosowanie  innych  metod  nie  zapewnia  dostatecznej  dokładnoś ci, bezpieczeń stwa  apa-
ratury  pomiarowej,  a  nawet  niekiedy  bezpieczeń stwa  obsługi.

Literatura  cytowana  w tekś cie

1. T. BEDNARSKI,  The dynamie deformation of  a  circular  membrane,  Inter. J. Mech. Sci., 12,11,  (1969),
949  -  959.

2.  T. BEDNARSKI, Stereofotogrametryczna metoda pomiaru przemieszczeń i odkształceń przy pomocy szybko-
bież nej kamery filmowej,  Sprawozdanie  dla IMP, Politechnika  Warszawska, Warszawa 1969.

3. T.  BEDNARSKI, Pomiar odkształceń plastycznych membrany kołowej obcią ż onej impulsem ciś nienia,  Mech.
Teoret.  i  Stos.,  3, 8  (1970).

4.  T. BEDNARSKI, A. MAJDE,  The spatial restitution of terrestrial photographs on  the basis ofprojective trans-
formations, Societe  Francaise  de Photogrammetrie- Bulletin,  42  (1971),  55 -  62.

5. K.  BORSUK,  Geometria  analityczna wielowymiarowa,  PWN, Warszawa 1964.
6.  A. H .  JIOEAHOBJ  0omomonoepa<fiun,  I- toflaTejiBCTBO  Heflpa,  Mocraa 1968.
7.  E.  OTTO,  Nomografia, PWN, Warszawa  1964.

P  e 3  IO  M e

CTEPEOOOTOrPAMMETPIMECKJ- IH  nPOEKTH BH Blń  METOfl  OIIPEflEJIEHHfl
KHHEMATHK H  nPOLJECCOB  flEOOPMAIJHH

B  paSoTe  npeflcraBJieH,  ocHOBaHHHH na npoei<THBHbix npeo6pa3OBainiflx,  MeTOfl  H3MepeHHH nepe-
fleHHe  STHX  npeo6pa30BaHHH B <})OTorpaMMeTpiraecKyio  o6pa6oTKy  CTepeocHHMKOB no3BO-

H3MepHTB  nepeiwemeHHH   c  noMomtio  cTepeocKoniraecKoro  (J)OTorpacJ)HpoBaHHn  HJIH  H<e  ciepeo-
H, ile 3Haa  3JieMeHT0B  opuei- rranHH CHHMKOB.  Mraofl  npeflCTaBwea  B anropHTMiraecKOM  BHfle

o6nerqaiomHM   nporpaMMHpoBaHHe Ha ajieKTpoHHO- BbraHCJiHTejibHwe  mauiHHŁi.  ITpeflCTasjieH  npmwep
npHMeHeHHH  3Toro  Mero^a  flitn   onpefleJieHna  KHHeMaa- HKH  fletbopMaą nH  nnacTHqecKoft  KpyraoS  MeM-
6paHw.  j^oSaBotnibie  3HaHne  Harpy3KH,  cooTBeTCTByiomeił   KHHeMaTiraecKOMy  COCTOHHHIO,  n03B0-
JifnoT  onpefleJiHTB  n o na  nanpH>i<eHHH B o6ojioqi<e.  H3BeciH0CTŁ  nojieft flec|)OpMaL(HH H  HanpH>KenHft
no3BonaeT  onpefleJiHTB  ^HSH^iecKHe cooTHOineHHH  o(q>) npw flByxocHOM HanpH>KeimoM  cocTOflimn. P e-
3yjiBTaTbi



456  T.  BEDNARSKI

S u m m a ry

DETERMINATION  OF THE  KINEMATIC S OF  DEFORMATION PROCESSES  BY
STEREOPHOTOGRAMMETRIC  PROJECTIVE  METHOD

The  streophotogrammetric  method  of  measuring  the  displacements  based  on  the  projective  trans-
formations  has  been  presented  in  this  paper.  These  transformations  are  used  for  the  photogrammetric
elaboration  of  the stereoscopic  photographs  of  the processes.  I t makes  possible  to measure  the  displace-
ments  by  stereoscopic  photographing  or  filming  the processes  without  the knowledge  of  orientation ele-
ments of the stereophoto- frames. This method has been presented in algorithmic form suitable  for computer
programming. The example  of  application  of  this  method for  calculation  the kinematic  elements  during
the  plastic  deformation  process  in  a  circular  membrane  has  been  presented.  Additional  knowledge  of
pressure  corresponding  to  the actual kinematic state has allowed  for She determination of  the stress  field.
The  knowledge  of  the  stress  and  strain  fields  enables  the  determination  of  constitutive  equations cr(<p)
in  two- dimensional  state  of  stress.  The results  obtained  are presented  graphically.
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