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1. Wstep

W niektérych przypadkach badania wlasno$ci mechanicznych materialéw konstruk-
cyjnych stosowanie ogolnie znanych metod pomiarowych jest bardzo utrudnione i nie-
wygodne. Dotyczy to szczegdlnie badan statycznych tworzyw sztucznych, gdzie czas
pomiaru i warunki otoczenia ingeruja w sposéb o wiele bardziej wyraZny niz w przypadku
metali. Pociagga to za soba konieczno§¢ zamykania ukladéw pomiarowych w komorach
klimatycznych i zwigzane z tym dazenie do miniaturyzacji prébek i stanowisk. Z tego
powodu rozwazymy mozliwo§¢ zastosowania prostej metody pomiarowej, pozwalajacej
na wyznaczenie dwoch statych materialowych. Dodatkowym wymaganiem, rzadko dajg-
cym si¢ spetni¢ w praktyce, jest uzycie jednego i tego samego urzadzenia pomiarowego
do wyznaczania obu stalych sprezystosci materialdow izotropowych. Wykazemy, Zze wyma-
ganie to moze by¢ uwzglednione przy proponowanej metodzie pomiarowej. Dla dosta-
tecznie dlugiego, w porédwnaniu z czasem przykladania obcigZenia, okresu proby, obcia-
Zenie mozna przyjaé w postaci P = Py H(¢) (gdzie H(z) jest funkcja Heavinde’a) i stosujac
transformacje Laplace’a-Carsona wykorzystaé istnienie analogii sprezysto-lepkosprezystej

pozwalajacej bezposrednio uzyé rozwiazanie do wyznaczenia funkeji pelzania ¢(z) = 0k

2. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazany izotropowq tarcz¢ sprezysta o promieniv R i grubosci b $ciskang sitg P,
migdzy dwoma nieodksztalcalnymi plytkami. Wielkosciami, ktdre nas interesujg sg zmiany
srednic tarczy z otworem (promien otworu r = a), oraz tarczy pelnej. Podamy rozwigzanie
dla tarczy z otworem, drugi przypadek otrzymamy przez przejicie graniczne.

W celu uproszczenia rozwiazania przyjmujemy na powierzchni styku eliptyczny roz-
kiad naciskéw dla zagadnienia kontaktu sprezystego walca z nieodksztalcalng plaszczyzng,
znane jako zadanie Hertza (rys. 1).

Rozklad ten mozZna przedstawi¢ w postaci

@ p((])) = pmﬂxvl“ (’g‘) > P <o,

gdzie « jest katem ograniczajacym obszar styku tarczy z plyta i zgodnie z rozwigzaniem
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Fro = ~aRb

zadania Hertza wynosi

P = [ p(p)bRdy.

Rys. 1

Do dalszych rozwazan wprowadzimy wspdirzedne bezwymiarowe
2
r a
)] l—i, f—(-ﬁ)
Funkcja naprezenn dla rozpatrywanego przypadku ma postaé [1]

3) @ = R*{Aox?+Bolnx+ D) [Ax"+ Bx~"+ Cx"*2 4 Dx~"+cosng),
246

gdzie 4, B, C, D, A,, B, oznaczaja stale dowolne. Prowadzi to do nastepujacych wy-
razen na napreZenle i przemieszczenie:

Op = 2Ag+Box~2— 2 [nn—1)Ax""2+n(n+1)Bx~""2+
2,4

+(m+1)(n—2)Cx"+ (n—1)(n+2) Dx~"cosng,

Ou = 240—Box~2+ Y [n(n—1)Ax"*+n(n+1)Bx~""2+

@ +n+1D)(n+2)Cx"+ (n+1)(n—2) Dx~"]cosngp,

Oy = 2 nl(n—1)Ax""24+ (n+1)Cx"— (n+ 1) Bx~""2— (n—1) Dx~"sinngp,
%,4..
o0
.R - n =20
U, = E{Z(l — ) Agx—(1+9)Byx~1+ 2 <4\: H(C+Dx~ ") —

2,4...

—(1+»)[ndx~*—nBx~ """ 24+ (n+2)C— (n—2)Dx" 2"]x"“>cos mp} .
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Wartoéci stalych wyznaczamy z nastepujgcych warunkéw brzegowych:

o.(a, p) =0,
Grt(a, ‘P) = 0:

O',-,(R, ‘P) =0, ) ‘
2 —a<p<
(5) Urr(R, ‘P) = PmnxVI - (ﬂ) dla % 4 * },
o T—o < p<mTta
o< p<mH—0
dl
O'rr(—R, (]7) a {.’n—}-a < o < Zn_a}'

Rozwiazanie. Rozklad naciskéw na powierzchni zewngtrznej r = R realizujemy
przedstawiajac obcigzenie w postaci szeregu Fouriera

1 1
) Op = — 71”,,”,xoc+2pmnx ’T.Il(noc)cosmp =
2,4...
1, N1
= — TEoc +EaZ 7L(noc)cosmp R

2,4
gdzie J; (ne) jest funkcja Besela pierwszego rodzaju.
Powyzsza postaé obciazenia spetnia warunki (5). Uwzgledniajac warunki brzegowe
otrzymujemy uklad réwnan pozwalajacy nma wyznaczenie niezbednych stalych:

244+ Bof~t =0,

240+ B, = ——}Eaz,

m—-1DA—-(r+1D)B+n+1)C—m-1)D =0,

n=DA" =+ DBf 1+ (n+1)Cf"—(r—-1)D = 0,

nn—D A" 4+np+ DB+ n~-2)(n+ 1) Cf"+(n—1)(n+2)D = 0,

™

nin—1D)A+n@+1)B+ -1+ 1D)C+m-1DHn+2)D = Eoc%]l(na).
Ostatecznie otrzymujemy nastgpujace wyrazenia okreflajace stale catkowania:

g L, D) A=Y (=f)

-

27 =) [A-fP 2=’
1 T (A=fY+n(-f)
B = 5 Eo PICES G —f")z-—nzf"_l(l-—f)zf ’
® €= _ L gy i) A=) tn" (1)

T2 am+1) Q-2 =mAfria—f)2’

_ 1 S fA=f)+nd-f) o,
D= =g lsty oGy
|
8 1-f

Ay = — E, Bo=%fE.

=)

4%
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Interesujace nas zmiany dtugosci §rednic dla ¢ = 01 ¢ = %n przyjmuja postac:

. 0, = 2u,(R,0) = R[4, () + (1 +») B, (x)],
® 7 '
0y = 2”r(-R'2—) = R[Az(a)+(1+v)B2(a)],

gdzie

4@ = 1 +a f;(”“) F(f),

Bi(x) = —% +2a n.é(ua))

2,4...

(10) o T T (na)

Ay(0) = 1——f+4a 2%1 (=Y 1)) F(f),

Bi(e) = ~ % +2 Z (o 1yas Ji(9)_ n{;("“)l .,

_ 28" (A=) +n(1 —f*) - (1—f")?
F(f) - (1 _fn)z_ann—l(l _f)z :

2
Stosujac przejScie graniczne f = (—;—) —-0 otrzymujemy rozwiazanie dla tarczy pelnej

81 = R[Ai(@)+ (1 +) B, ()],

(1 82 = R[A5(«)+ (1 +) B3 ()],
gdzie

Ai(0) = o4 Z o

Bi(®) = —%2.—1-.205-. _’ n‘gg’m)l)
© - 2,4...

A3(0) = « +4a2 (= 1)tz nJ(;(Tl))

5 o
B = — 5 +2m ) (=1
2,4...

nn*-1)"
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| Dla wyznaczenia statych materialowych bedziemy rozpatrywa¢ zwigkszenie rednicy
prostopadltej do kierunku dzialania obcigzenia ((p = —2—) W tym przypadku wielkoSci
A, 1 B, sa tego samego rz¢du. Rozwazanie zblizenia powierzchni styku nie prowadzi do
celu ze wzglgdu na zbyt duze stosunki wartosci 4, i B, dochodzace do 10* oraz niekorzystny
na dokladno$¢ pomiaru wplyw koncentracji napreZzen w miejscu kontaktu.

Obliczenia numeryczne zestawione w tablicy 1 wskazuja, Ze otrzymane wyniki ze
wzoréw (10) i (12) sa identyczne (lub pomijalnie rézniace sig dla wiekszych wartoéci «)
z wynikami dla tarczy obcigzonej sita skupiona [2, 3], ktére mozna zapisaé w postaci
(13) 8 = R[A,(e, )+ (1 +9) By(0)],
gdzie

=

Ax(0,f) = {75 + 20 PNEH L
2,4...

n*—

____1 2 2200’ n/2 1
BZ = 2 o+ e (—1) nz_l >

_ 200 (A=) =)= (=
== apy=arap

Zwigzki (13) mozna uzyska¢ takze przez przejécie graniczne a — 0 we wzorach (12).
Przyjmujac

I (no) = %na

mozna sprawdzi¢, ze wyraZzenie 4; ukladu (12) traci sens, jednak pozostale wyraZenia
pozostajag w mocy. W dalszych rozwazaniach bedziemy wiec korzystaé z tych wzordw.

3. Motzliwo$ci zastosowan

Zapisujac wyrazenie (13) w postaci.

6 = a%R [ALS;—’D— +(1+») BZ(OL)] ,

a2
a nastgpnie przeksztalcajac pierwszy wyraz w nawiasie

Ay(e, f) — A (x, 0) [AZ(a’f)
2 | 4x(a, 0)

o o?

#1-1]

1 oznaczajac . -

By _ Ax(,0) Az(a,f) _
BOon GO |l

otrzymamy -
8 = o*R{A[B(f)~1]+ (1 +»)B},
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gdzie
2 4P
* xRBE’
a 2
4 = 0,570796,

B = —-0,785398,

zauwazmy, Ze dla f(f) = 1 wielko$¢ 6 zalezy od stosunku (1+#)/E. Stan ten mozna otrzy-
maé przez odpowiednie dobranie stosunku promieni a/R.
Przeprowadzone obliczenia numeryczne wykazuja, ze przypadek A(f) = 1 zachodzi dla

(15) f = 0,065556,

czyli

a
—_— = 2 04 .
R 0, 56

Badanie prébki o takim stosunku promieni pozwala na bezposrednie wyznaczenie mo-
dutu Kirchhoffa. Podobnie mozemy wyznaczyé modut Younga odejmujac od wydluzenia
$rednicy tarczy pelnej wydluzenie $rednicy tarczy z otworem, co ze wzgledu na te same
wspoltezynniki przy wyrazeniu (1+v) sprowadza si¢ do:

d1—9,

C1= R =A11"—A1,

85—4 -
C;_ = % = A2—A2‘-

(16)

Wartosci liczbowe statych 4, B, C jako funkeji o i F = f1/? podano w tablicy 1.
Do celdw praktycznych dla stosunku a/R = 0,256 koficowe wzory na wyznaczenie sta-
lych materialowych mozna zapisaé w postaci:

P
E = 2,2832_m,
(17 _ P
G=1 Ml
,5708 ?zbé
lub
P
(18)

d

w zalezno$ci od aktualnych potrzeb, gdzie d i ¢’ oznaczaja powiekszenie $rednicy tarczy
z otworem | tarczy pelnej.
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W celu skontrolowania podanej metody przeprowadzono badania na probkach wykona-
nych z technicznego metaplexu (polimetakrylanu metylu), o stosunku a/R = 0,25604 ($red-
nica zewnetrzna 29,3 mm) oraz dla tarczy pelnej o tej samej $rednicy. Prébki éciskano

sita P = 90 kG i 140 kG. Otrzymane wyniki podane sa w tablicy 1.

Tablica 1
Su
PkG]

tarcza z otworem tarcza pelna
27 11

90 29 g = 22,8 11 Sgr = 12,2
30 10
28 11
44 18

140 47 S = 44,8 21 Ogr = 19,04
44 19 (
45 22

Do wyznaczenia §rednich przemieszczen zastosowano metodg najmniejszych kwadratdw.
Korzystajac ze wzoru (14) dla tarczy z otworem oraz pelnej wyznaczono stale materia-

lowe

)

E = 39,4978 - 10° = 39 400 kG/cm?,
v = 0,2639297 - = 0,264.

Otrzymane wyniki sq zgodne, z doktadno$cig do kilkunastu procent, z danymi literatu-

rowymi dla tego typu materialéw.

Zagadnienie kontaktowe tarczy

= — = 0,00
“ A, B, c, Az B, Ca

0,0010 |0,779235E—05 |—,333419E~09/0,000000E+00 |0,570796E—06 |—,785398 E—06|0,000000E+ 00
0,0020 |0,283995E—04 |—,266735E—08|0,000000E+00 |0,228319E~05 |—,314159E—05/0,000000E+00
0,0030 |0,602895E—04 |—,399887E-08|0,000000E+00 |0,513717E~05 |—,706858F—05/0,000000E+00
0,0040 (0,102589 E—03 |—,213306 E—07|0,000000E+00 [0,913276E—05 |—,125663E—04|0,000000E+00
0,0050 10,154733E—03 |—,416614E—07|0,000000E+00 |0,142699E—04 |—,196349E~04/0,000000£+00
10,0060 10,216276 E—03 |—,719908 E—07|0,000000E+00 |0,205487E—04 |—,282742E—04/0,000000E+ 00
0,0070 |0,286855E—03 |—,114319E~06(0,000000E+00 |0,279692E~04 —,384843 E—04{0,000000E + 00
0,0080 |0,366163E—03 |—,170645E-06|0,000000E +00 |0,365312E—04 |—,502651E—04|0,000000E+00
0,0090 0,453938E—03 |—,242968E-06(0,000000E +00 [0,462348E—~04 |—,636166E—04|0,000000E +00
0,0100 [0,549947E—03 | —,333289E—06{0,000000E+00 10,570801E~04 |—,785388E—04/0,000000E— 00
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a
F=_=0,25
R
o A, B, Cy Az B, Cs
0,0010 |0,846901E—05 |—,333419E—09(0,676662E—06{0,322205E—07 —,785398E—06‘—,538576E—06
0,0020 |0,311061E—04 |—,266735E—08]0,270661 E—05 10,128386E—06 |—,314159FE—05—,215430E~-05
0,0030 |0,663455E—04 |—,900231 E—08/0,605602E—05 |0,290009E—06 |—,706858E—05|—,484716E—~05
0,0040 (0,113355E—03 |—,213388E~07,0,107662E—04 10,515614E—06 |—,125663E—04/—,861715E—05
0,0050 |0,171650E—03 |—,416614E—07|0,169166E—04 |0,805721E—06 |—,196349E—04| —,134642E— 04
0,0060 0,240635E—03 |—,719908 E—07(0,243594E—~04 |0,116039E—05 |—,282742E—04|—,193883E— 04
0,0070 {0,320010E—-03 | —,114319E—06(0,331551E—04 |0,157964E—05 |—,384843FE—04|—,263896 E— 04
0,0080 10,409468E—03 |—,170645E—06!0,433051E—04 |0,206352E—05 |—,502651 E—04|—,344677E— 04
0,0090 |0,508745E—03 |—,242968 E—06/0,548072E—04 [0,2612i12E—05 |—,636166E— 04| —,436227E—04
0,0100 [0,617609E—-03 |—,333289E—06|0,676623E—04 [0,322551E—05 |—,785388 E~ 04| —,538546E— 04
a
F=-—=1050
R
o Ay B, C, A, B, C,
0,0010 |0,131046E—04 |—,333419E~—09(0,531224E—05 | —,381411E—05|—,785398 E—06|—,438491E—05
0,0020 [0,496484E—04 | —,266735E—08(0,212489E—04 |—,152564E— 04| —,314159E—05|—,175396E—04
0,0030 |0,108066E—03 | —,900231 E—08(0,477760E—04 |—,343268 E— 04| —,706858 E— 05| —,394640E— 04
0,0040 |0,187524E—03 |—,213388E—07(0,849348E—04 |—,610252E—04|—,125663E—~04}—,701580E—04
0,0050 |0,287443E—03 |—,416773E—07(0,132710E—03 |—,953514E— 04|~ ,196349E ~ 04| —,109621 E— 03
0,0060 0,407377E—03 |—,720183E—07(0,191101 E—03 |—,137305E—03|—,282742E—04|—,157854E—03
0,0070 |0,546963E—03 |—,114362E—06|0,260108 E—03 |—,186886E— 03| —,384843E—04|—,214855E—03
0,0080 [0,705894E—03 |—,170710E—06|0,339731 E—03 |—,244094E—03|—,502651 E—04|—,280625E—03
0,0090 10,883906 E—0Q3 |—,243061 E—06|0,429968E—03 |—,308928 E~03|—,636166E—04|—,355163E—03
0,0100 |0,108077E—-02 |—,333417E—06|0,530819E—03 |—,381389E—03|—,785388E—04|—,438460E—03
a
F=—=075
R
o Ay By C, Ay B, C,
0,0010 [0,715136E—04 |—,333419E—09/0,637213E—04 |—,554460E—04|—,785398 E— 06| —,560168 E— 04
0,0020 |0,283284E—03 |—,266735E—08(0,254885E—03 |—,221784E—03|—,314159E— 05| —,224067E—03
0,0030 (0,633744E—03 |—,900231 E—08|0,573455E—03 |—,499012E—03|—,706858 E— 05| —,504149 E—03
0,0040 {0,112206E—02 |—,213388E—07|0,101947E—02 |—,887129E—03|—,125663E— 04| —,896262E— 03
0,0050 |0,174765E—02 |—,416773E—07|0,159291E—02 |—,128613E—02|—,196349 E— 04| —,140040E—02
0,0060 0,251006 E—02 |—,720183E—07(0,229378 E—02 | —,199602E—02|—,282742F — 04| —,201657E—02
0,0070 |0,340892E—02 |—,114362E~—06(0,312207E—02 |—,271679E-02| —,384843F— 04| —,274476 E— 02
0,0080 |0,444393E—-02 |—,170710E—06(0,407777E—02 |—,354844E— 02| —,502651 E~ 04| —,358497E~— 02
0,0090 10,561481E—02 |—,243061E—06]0,516087E—~02 |—,449095E—02|—,636166E—04|—,453719E—02
0,0100 10,692132E—02 |—,333417TE—06/0,637137E—02 |--,554434E—Q2| —,785388 £ — 04| —,560142E—02
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4, Wnioski

Obliczenia numeryczne wskazuja, Ze zgodnie ze wzorami Hertza zbliZzenie dwdch cial
$ciskanych z duza dokladnoScig nie zalezy od dwdch lecz od jednej stalej materiatowe].
Sytuacja zmienia si¢, gdy pomiarowi podlega zwigkszenie §rednicy $ciskanej tarczy. Tak
mierzona wielko$¢ tylko w jednym szczegélnym przypadku wyraza sig przez jedna ze stalych
materialowych. To zjawisko umozliwia dokonanie pomiaru wartosci dwdch statych ma-
teriatowych w jednym i tym samym urzgdzeniu, mierzac powigkszenie §rednicy tarczy i tar-
czy z otworem. Szczegblnie wygodny jest przypadek, gdy stosunek wymijaréw a/R =
= 0,25604. ‘

Mozna tez zauwazy¢, ze z bledem rzedu 1°/,, rozwigzanie dokladne mozna zastapié
przez rozwigzanie przyjmujgce obciaZenie sita skupiona w miejsce rzeczywistego rozktadu
naciskéw. Wynika to z analizy danych tablicy 1 i w pewien sposéb potwierdza stosowal-
no$¢ w tym przypadku zasady de Saint Venanta.

Literatura cytowana w tekScie

1. K. GIRKMAN, DZwigary powierzchniowe, Arkady, 1957,
2. I1. . IlanwoBud, Teopua ynpyeocmu, OGoponrus, Mocksa 1939,
3. B. I'. Poxau, Pykasodcmeo u pewenusn 3adau no meopuu ynpyeocmu, Mocxsa 1966.

Peszome

O HEKOTOPRIX BO3MOJKHOCTAX ITPMMEHEHUS COKUMAEMEBIX OHICKOB
OIs1 OITPEOENEHUWA MEXAHMYECKHNX KOHCTAHT MATEPHATIA

B paGore npuBopurcss NpocTO METOM ONpEEeNIeHAsT MAaTEPHANLHbIX KOHCTAHT CHHTETHYECKHX Ma-
TepHanoB. PacCy)KIeHUsT IIPOBOAATCA [UIA YNPYroro marepuaia a C LeNbIo ONpeIesieHHsa (QyHKUME
HCIIONB3YETCA YIPYTo-BA3KOYIIPYTasa aHaJIOTHs, PaccMaTpHBaeTCst MOETBHAS 3aJata s KPYIJIOro JHCKa
CKHMMAEMOro ABYMA JYKECTKHMM IUMTamu. OnpeleneHo HM3MEHEHHE JMaMETPOB CIUIOUIHOIO U IIOJIOTO
JckoB. G LEBIo ONpeNeNe i MATEPHABHEIX KOHCTAHT PACCMOTPEHO YBEJIHYEHHE IIEPIEH IHIKYIIAPHOTO
K HanpaBJIEHWIO AeHCTBHUA CHIIBI fuamerpa (B oboux cnyuyanx). IlpoBoaunachk sKCnepumMeHTaMbHAsA PO-
BEPKa METONA C HMCNOJIh30BaHMEM OOpPaslOB M3 OPraHWYECKOrO CTEKJIAa (MeTaruieKca).

Summary

ON POSSIBILITIES OF APPLICATIONS OF COMPRESSED DISCS IN MATERIAL TESTING

A simple method enabling to determine the material constants of plastics has been given. The discussion
refers to an elastic material while the elastic-visco-elastic analogy can be employed in order to determine
the creep function.

An elastic disc compressed by two rigid plates serves as a model for discussion. The changes of dia-
meters of that disc and of a hollow disc have been determined. To obtain material constants, increase of
the diameter perpendicular to the direction of loading has been considered in both cases. In order to verify
the method, tests have been performed on specimens made of metaplex [poly-(methyl metacrylate)].
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