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1. Wstep

Jednym z podstawowych zagadnien analizy dynamicznej pretdw jest zagadnienie ba-
dania zachowania si¢ ich pod dzialaniem skupionych sit osiowych. Zakladamy, ze pret
jest prostoliniowy, o dowolnie zmiennym momencie bezwiadnosci-przekroju poprzecznego
podparty na koncach, jak na rys. 1. Poza tym przyjmuje si¢, Ze na odcinku pomiedzy kon-
cami pret jest podparty w dowolnej liczbie punktéw podporami przesuwnymi (rys. 2).
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Powyzsze zagadnienie opracowane jest w spos6b analityczny dla stosunkowo prostych
przypadkdw [6, 7] i dla pretéw o bardziej zlozonej geometrii przekroju poprzecznego nie
jest uzyteczne. Istnieja sposoby analizy tego zagadnienia w sposéb numeryczny [1, 5],
ktére przy wykorzystaniv maszyn cyfrowych sa bardziej skuteczne.

*) Praca zostala wyrdzniona w Ogélnopolskim Konkursie na prace teoretyczne z dziedziny mechaniki
zorganizowanym przez Oddziat PTMTS w Gdansku w 1974 1,
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W pracy przestawiono model analizy dynamicznej i statecznosci prtéw oparty o zalo-
zenia metody sztywnych elementéw skoficzonych [2, 3, 4]. Przedstawiona metoda pozwala
oblicza¢ czgstoéei drgan wlasnych i postacie tych drgan oraz wielko$é obciazen krytycznych
i postacie odksztalcen pod dzialaniem skupionych sit osiowych (rys. 2) dla per(’)w o do-
wolnym przekroju poprzecznym, przy wykorzystaniu maszyny cyfrowe;.

2. Opis modelu

Analizowany pret przedstawiono na rys. 2. Pod wplywem dzialania sit P, (x = 1,2,
..., n), ktére obcigzaja pret w jego osi, zmieni sig czgstosé drgan wiasnych preta. W skraj-
nym przypadku czesto$¢ drgan wlasnych bedzie réwna zeru (czgstosci tej odpowiada kry-
tyczna warto$¢ obcigzenia).
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Rys. 4

Do analizy dynamicznej preta wykorzystano model dyskretnie roztoZzonej sztywnosci
[2, 3]. Zwiazane z nim metody oblicze nazwano metoda sztywnych elementéw* skonczo-
nych (SES). Dyskretyzacja modelu ciaglego (np. preta) przebiega w dwéch etapach.
W pierwszym etapie dzielimy pret na u—1 odcinkéw (rys. 3). WiasnoSci sprezyste kazdego
odcinka skupiamy w $rodku jego diugosci, §rodku masy lub §rodku sztywnosci. Kazdy
z tych punktéw jest miejscem podzialu wtdérnego na sztywne odcinki (zwane sztywnymi
elementami skofczonymi), ktére sa potaczone elementami sprezystymi (rys. 4). W ten
sposob w drugim etapie podzialu otrzymujemy uklad u sztywnych elementéw skonczonych.
Elementy sprezyste sa niewazkie, bezwymiarowe i posiadaja charakterystyki liniowe.
Tak wige przy analizie dynamicznej 1 badaniu stateczno$ci pomijamy nieliniowo$ci ma-
terialowe, uwzgledniamy za$§ nieliniowo$ci geometryczne.

- Przemieszczenie r-tego sztywnego elementu skonczonego opisane jest przez trzy wspol-
rz¢dne: dwa przemieszczenia translacyjne g, 1 ¢,, oraz jedno rotacyjne ¢,5 (rys. 5). Prze-
mieszczenie g,, odpowiada rozciaganiu (§ciskaniu), g,,-— §cinaniu, a g,; — zginaniu.
Poniewaz wiadomo [6], ze rozciaganie (Sciskanie) ma mniejsze znaczenie przy wyzna-
czaniu obciazenia krytycznego, szczegdlnie dla nizszych form, pomija si¢ przemieszczenie
translacyjne ¢,,. W ten sposéb przemieszczenie sztywnego elementu skonczonego nrr
opisane jest dwoma wspéltrzednymi: g,, i 7,5, za$ element sprezysty jest opisany dwoma
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wspolczynnikami sztywno$ci — wspéiczynnikiem sztywnosci na $cinanie i wspdlezynni-
kiem sztywno$ci na zginanie. Wspdiczynniki sztywnosci $cinania elementu sprezystego
wyznacza si¢ przy zatozeniu, Ze napreZenia styczne sa stale nie tylko wzdhuz dowolnego
odcinka 41,, ale réwniez na calej powierzchni przekroju poprzecznego. Powyzsze zaloZenie

U) . % Xr2
~ { }ﬁr (1) Y!
B B
- Xrt
———— ] P r? (f)
e A —— *"!

jest mozliwe do przyjecia, poniewaz wplyw naprezen stycznych na drgania gietne jest
stosunkowo niewielki. Zaktada sig, Ze odksztalcenia pod wplywem sily tnacej rzeczywistego
odcinka belki i zastgpujacego go elementu sprezystego sa jednakowe (rys. 6). Stad

(2.1) 7.(t) = GB.(1),

gdzie 7,(t) oznacza napre¢Zenia styczne, G — modut odksztatcenia postaciowego, 8.(¢) —
kat odksztalcenia postaciowego.
Podstawiajac do (2.1) nastgpujace zwiazki

(22) w) = 2
Qraz
23) bty = 2

gdzie P,,(1) oznacza sile tnaca w rozpatrywanym elemencie, Aw,,(¢) — odksztalcenie po-
przeczne elementu, F, — powierzchnia przekroju poprzecznego elementu, A/, — dtugo$é
elementu, otrzymamy, zwiazek pomigdzy sita styczna przenoszong przez rzeczywisty odcinek
belki i jego odksztatceniem '

(2.4) Ppo(t) = f]—l;"—dw,z(t).

-Z drugiej strony zalezno&¢ sity stycznej od odksztatcenia rzeczywistego odcinka preta
mozna przedstawi¢ wzorem

(2.5)  Po(t) = codwoa(D).
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Poniewaz w réwnaniach (2.4) i (2.5) lewe strony sa rowne, stad

GF,
(2.6) Ckz = L

Wspdtczynniki sztywnosci zginania elementu sprezystego wyznaczi si¢ przy zalozeniu
ptaskiego rozktadu naprezeil w zastgpowanym odeinku preta. Rozpatrzymy pryzmatyczny
odcinek preta o dlugosci A7, (rys. 7) zginany w plaszczyZnie X,y, X,; momentem M.
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Rys. 7

Moment M, (1) jest rOwnowaZony przez naprezenia wewnetrzne. NapreZenia w elementar-
nym wycinku powierzchni przekroju poprzecznego dF, (rys. 7) dajg moment

am, (1) = o,(t)ydF.,

a calkowity moment wynosi

@7 M) = [ o (O)ydF,,
F

gdzie y oznacza odlegto$¢ miedzy obojetna osia zginania i powierzchnia dF,, o,(t) — na-
prezenie normalne w elementarnym wycinku powierzehni dF,.
Poniewaz |

2.8 o, (1) = Ee, (1),

gdzie E oznacza modul Younga, g,(1) — odksztalcenie wzgledne, ktére mozna wyrazié
zwigzkiem :

' yAy.(t)
2. N bl 0L
2.9) lt) = 27
gdzie Ay, oznacza kat ugiccia belki, réwnanie (2.7), po vwzglednieniu (2.8) i (2.9), przyj-
muje postaé .
Ey* Ay, (t)

M.(8) = Al
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Wykonujac catkowanie po prawej stronie ostatniego réwnania otrzymamy

E

010y M0 = 2y,

gdzie J, jest momentem bezwladnoéci przekroju poprzecznego preta.

Z drugiej strony, zalezno$¢ pomiedzy momentem zginajacym i katem ugiecia belki ma
postac
(2.11) M, (1) = cus dy.(2).

Poniewaz przy tym samym obciaZeniu M, (f) odksztalcenia musza by¢ takie same dla
odcinka belki i dla elementu sprezystego, stad po przyréwnaniu prawych stron réownan
(2.10) i (2.11), otrzymuje si¢ réwnanie sztywnosci na zginanie r-tego elementu sprezystego

EJ

(2.12) Cpz = T/:‘,

3. Réwnania ruchu

Roéwnania ruchu wyprowadza si¢ w oparciv o réwnanie Lagrange’a drugiego rodzaju.
W przypadku braku tlumienia przyjmuja one postaé -

(3.1) LA -
dr\oq.| 0g. 0g,
gdzie T - oznacza energi¢ kinetyczng uktadu, ¥ — energi¢ potencjalna ukladu, t — czas,

G, — wektor wspétrzednych uogdlnionych r-tego sztywnego elementu skonczonego o po-
staci '

0,

(—lr. = COI {ar2, ar3}- .
Poniewaz kazdy element posiada dwa stopnie swobody, wobec tego kazdemu SES
mozna przyporzadkowaé dwa rdwnania (3.1), a dla calego ukladu mozna utozy¢ 2u tych

réwnan. Thumienie mozna pominaé z uwagi na znikomy jego wplyw na wartoéci czgstosci
drgan wiasnych.

Energie kinetyczna ukladu oblicza si¢ z nastgpujacego zwiazku:

32) =2 D mi,

gdzie m, oznacza blok wspdlezynnikéw bezwladnoéci. Blok m, zawiera dwa niezerowe
wyrazZenia

(3.3) m, = ['" 0 ] |

0 m

gdzie m,, oznacza masg sztywnego elementu skoniczonego bioracg udziat w ruchu transla-
cyjnym wzdtuz osi x,, (rys. 5), m,; — masowy moment bezwladnoéci SES wzgledem osi
X,3 (obrét wokot osi x,3).
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Energie kinetyczng ukladu mozna zapisa¢ inaczej, W postaci macierzowej

1 =
(3.9) T = EqTMq,

gdzie M oznacza macierz wspdlczynnikéw bezwladnosci skiadajaca si¢ z blokéw m, (3.3),
&-— wektor predkoéci uwogéinionych uvkiadu. Wobec tego

(3.5) M = diag {m,, m,, ..., m,, ..., m,},
(3.6) g =col {q, Ty er Qs o> Q)
‘ 4-"A.(i'2~

. «Alpl/’—\\\ \ 4'\

Pochodna energii kinetycznej zapisanej w postaci (3.4) wzgledem wektora predkosci
uogdblnionych przyjmuje postac

T .-
(3.7) — = Mq,
: oq
a pochodna
0 .
(3.8) AT v
dt \ 0q

Drugi czlon réwnania Lagrange’a (3.1) jest réwny' Zeru.
Energia potencjalna ukadu jest funkcja odksztalcenia preta oraz sit obciazajacych

. u B

P, (x=1,2,..,n). Sita zewnetrzna P, wykonuje prace na odcinku > A4S; (rys. 8),
1=1x

gdzie AS, jest przemieszczeniem sity P, przypadajacym na jeden SES. Przemieszezenie 4.S;

jest zalezne od obrotu SES wokdl osi x,5. Wobec tego praca sity P,

(3.9) 0L, = P, D) 4S8,
i=Ix

a poniewaz

(3.10) ' AS; = %AI.@%,

prace sily P, mozna wyrazié Zwigzkiem

n .
=\,
G.11) oL, = EP"IZ Alighs.
=,
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Praca wsE/stkich sit zewnetrznych AL jest suma (z uwzglednieniem znaku) prac poszczegol-
nych sit P,. Zaktadamy, Ze sita wykonuje pracg dodatnig przy Sciskaniu. Zatem

3L = Y oL,
Jub
1 Il1 " .
(3.12) oL = — P P, y/_'”,'([,:}.
L~y

td

Uwzglednienie pracy sit osiowych P, stanowi nowos¢ w metodzie SES z uwagi na uwzgled-
nienie nieliniowosci geometrycznych i pozwala na uchwycenie istotnych zwiazkéw po-
migedzy tymi sifami a drganiami i statecznosdcia pre(a.

X X
SESnrr _ 4 r? ESnrk _ T ” SES nrp
N L e
! ‘
MG e
| = | — N I
&l Qrs;b—-—- élb Qo3 N — O
! s i e
e | 2
’;rs ! ka?* /Xﬂ3
< SLp e SP —a— SLy - -

Rys. 9

Odksztalcenic continuum w ukladzie dyskretnym zastepuje odksztalcenie elementéw
sprezystych (rys. 9), Poniewaz SES posiada dwa stopnie swobody element sprezysty od-
ksztalci sie w kierunku osi x,, oraz bedzie zginany w plaszczyZnie x,,, X,».

Wektor przemieszczen punktu zamocowania elementu sprezystego numer k do SES
0 numerze r 0Znaczymy

(313) {er} = col {wrkly wrk3}:
gdzie w,;» oznacza weklor przemieszczenia w/w punktu w kierunku osi x,, (rys. 9), W, —
obrét w/w punktu w plaszczyZnie x,.;, x,,. Wektor przemieszczei punktu zamocowania

elementu sprezystego o numerze k mozna uzalezni¢ od wspdtrzednych nogélnionych SES
0 numerze r nastgpujaco:

ﬁrk2 = f_]rz +§r3 - SP,,
(3.14)

Wik = qras

gdzie SP, jest wspolrzedna zamocowania elementu sprezystego w ukfadzie osi wspolrzed-
nych SES numer r (rys. 9). Wektor odksztalceni elementu sprezystego o numerze k jest
funkcja przemieszczen punktéw jego zamocowania do SES numer r i p

(315) {Awk} = COl {Asz, Awk:;},
gdzie Awy, = Wao—Wpia, AWz = Wrkes — Wpis -

12 Mechanika Teoretyczna
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Wielko$¢ odksztalcenia elementu sprézystego zalezy od wspolczynnikow sztywnosci ¢,
[réwnanie (2.6)] oraz cy; [réwnanie (2.12)]. Wobec tego energi¢ potencjalng mozna za-
pisaé jako

u—1 n u
_ — R N -
(3.16) V= % 2 (Cra AWita + cys Ahwfs) — % Z P, Z AlLghs.
k=1 Toa=t =1,

Ostatnie rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci macierzowej. W tym celu przeksztalcimy
rdwnanie energii potencjalnej k-tego elementu sprgzystego w ten sposob, aby uzyskaé
bezposrednia zalezno§¢ od wspétrzednych uogdlnionych sasiadujgcych z nim SES

| _
(3.17) Vi= —2“AWI£ CiAwy,
gdzie C, = diag {ci,, c,\.3'}, uwzgledniajac za$ zwiazki (3.14) 1 (3.15), otrzymujemy
| - - i
(318) Vk = ’5 (q,rS,TC;‘S,q,—qZ S;,erS,q,—q,’ S;I‘Ckqul,‘l‘qlfslf Ck Sp‘lp)’

gdzie

S lSP," S
r"'o 1_) p

1 SL,
010
4—11' = col {‘_]!'2: Zir.’,}; {—lp = col {C_]pl: 51)3 }
Oznaczenia SP, i SL, podane s3 na rys. 9.
Wprowadzajac zwiazek (3.18) do réwnania (3.16) otrzymamy

"

1._., 1 N . _
(319) V=i Ki- 5 Y PaALa,
=1
gdzie

K _ d kll k12 krr k,‘p’ ku—-l -1 ku——l i l
B lag k21 k22 T kJr k > ku u—1 ku. u I ’
. Bl pp. B

AL' = dlag {”I]llna /”rx+la e ,Cll”},

ql = COI {éln.l’ (71%4—] RCcEIRERE ‘71!,3},
q— wektor wspdhrzednych wogdlnionych ukladu.
Wyrazy blokéw macierzy K maja nastepujacg postac:
(3.20) k., = STC,S,, k., = —SIC.S,. k,, =S]CS,, Kk, =k}.

Celem dalszego uproszczenia rownania (3.19) wprowadzimy nowa macierz B*
n
n _q‘
(3.21) B* = 3 'PAL.
pe=1]
Macierz B* ma maksymalny wymiar » X u, a macierz K wymiar 2u x 2. Doprowadzamy
do zréwnania stopni obydwu macierzy tworzac macierz B o wymiarze 2u X 2u. Dokonac
tego mozna przez wprowadzenie zerowych wierszy i kolumn (poczawszy od pierwszego
co drugi wiersz I kolumne).
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Wprowadzone zmiany nie maja wplywu na rozwiazanie uktadu réwnan (3.19), a maja
jedynie na celu uproszczenie zapisu wspomnianych réownan. Latwo zauwazyé, ze maksy-
malna liczba wyrazéw g wynosi &, poniewaz praca sit P, jest tylko funkcja wspdtrzednych
rotacyjnych g,3, a wektor g posiada maksymalny wymiar 2u. Aby uprosci¢ zapis réwnania
(3.19) konieczne jest sprowadzenie obydwu wektoréw do jednakowego wymiaru. Wobec
tego rownanie (3.19) przyjmuje postaé

R RS R
(3.22) V—jq Kq—iq Bg.

Pochodna energi‘i potencjalnej zapisanej w postaci (3.22) wzgledem weklora wsp6t-
rzednych uogdinionych ma postaé

(3.23) = = Xq-Bj.

Podstawiajac zwiazki (3.8) oraz (3.23) do réwnania (3.1) otrzymamy
(3.24) Mq+Kq—Bj = 0.

Réwnanie (3.24) jest réwnaniem ruchu preta prostego o dowolnie zmiennym . przekroju
poprzecznym obcigzonego sifami osiowymi.

4. Warunki hrzegowe

Niektdre sposoby podparcia pretdw prostych przedstawiono na rys. 11 2. Kazdy z tych
sposobéw wprowadza ograniczenia w ruchu preta, a wiec musza byé narzucone okreslone
warunki na rownanie (3.24), ktére wyprowadzono dla ukladu dyskretnego ztoZzonego
z SES o dwdch stopniach swobody. Warunkami tymi sa zerowe wartosci niektorych skta-
dowych wektora wspdlrzednych uogdlnionych q, tzn. tych sktadowych, ktdre stanowig wek-
tory przemieszezen SES o ograniczonym ruchu. Przykiady wspomnianych ograniczen
podano na rys. 15.

Ograniczenie ruchu wprowadza rowniez dodatkowe zmiany w macierzach bezwlad-
nosci M oraz sztywnosci K 1 tak np. moment bezwladnosci SES zamocowanego do pod-
pory przesuwnej (rys. 15, wariant V) nalezy oblicza¢ wzglgdem osi obrotu, a nie wzgledem
osi prostopéd}ej do plaszczyzny ruchu i przechodzgcej przez §rodek masy, jak to ma miejsce
w przypadku swobodnego SES. To samo dotyczy obliczen momentéw bezwladnosci
skrajnych SES w przypadkach II i IIX. W przypadku IV SES ma ograniczone mozliwosci
przemieszczenia sie w kierunku poprzecznym, jak i obrotu i dlatego wspdlczynniki bez-
wladnosci maja warto$é zero. Z ograniczeniem ruchu wigZe si¢ takZe zmiana wspoirzed-
nych zamocowania elementéw sprezystych (w ukladzie osi wspétrzednych SES — patrz
rys. 9), a tym samym zmiana blokéw macierzy K ([3.19]), ktdre sg zwigzane z tymi SES.

Zerowanie niektérych wyrazéw wektora g zmniejsza wymiar macierzy M, K i B w réw-
naniu (3.24) o liczbe tych wyrazéw. Macierze mas, sztywnosci i macierz B o zmniejszonym
wymiarze oznaczymy przez M’ K’ i B’ '

12%
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5. Drgania wlasne, stateczno$¢ poloZenia rownowagi

Wezmy pod uwage uktad réwnan ruchu (3.24) odpowiednio zmodylikowany w zwigzku
z uwagami podanymi w rozdziale 4. Rozwigzania powyzszego uktadu réwnan rdzniczko-
wych poszukujemy w postaci harmonicznej, tzn. zakladamy, ze

(5.1) q = qpsinm/,

gdzie g, — wektor amplitud drgan, m — czesto$¢ drgan wlasnych. Wprowadzajac zwigzek
(5.1) do réwnania (3.24), otrzymamy

(5.2) [(K'—B")~?M]q, = 0.
Réwnanie (5.2) posiada rozwigzanie nietrywialne wowcezas, gdy wyznacznik gléwny ma-
cierzy

(5.3) det |(K'=B)—m?M’| = 0.

W ten sposob obliczanie czgstosci drgan wlasnych prgta obciaZzonego sitami osiowymi
sprowadza si¢ do problemu znajdowania wartosci wiasnych macierzy.

Przypadek badania stateczno$ci ukladu jest bardziej prosty. Warunkiem utraty sta-
tecznosci jest nietrywialne rozwigzanie réwnania (5.2) przy zatoZzeniu, Zze czgstos$é drgan
wlasnych jest réwna zeru, a wigc

(5.4) K —B)go = 0,

przy czym warto$cig niewiadoma w tym przypadku jest warto$¢ P, (x=1,2,..,n)
wchodzaca w sktad macierzy B’

Réwnanie (5.4) mozna uproscié, poniewaz macierz B’ zawiera zerowe wiersze i ko-
lumny (patrz przeksztalcenie macierzy B* w macierz B) o numerach odpowiadajacych
kolejnym amplitudom wektora g, w kierunku poprzecznym preta. Z uwagi na fakt, ze
wyrazy macierzy K’ lezace na i w poblizu gtownej przekqtnej sa rézne od zera, celem spel-
nienia réwnania (5.4) przemieszczenia (amplitudy drgan) w kierunku poprzecznym preta
musza byé réwne zeru. )

Wobec zerowych wyrazen wektora q, macierze K’ i B* zmniejszajg swéj wymiar o liczbg
wspomnianych wyrazef. Macierze K’ i B’ o zmniejszonym wymiarze oznaczymy przez K
i B”. Wéwczas réwnanie (5.4) przyjmie postaé

(5.5) (K"—-B")g8 = 0,

gdzie q§ = col {Go,a}, r= (1,2, ..., u).

Jezeli np. SES numer r nie ma mozliwosci obrotu w plaszczyznie x,,, X,,, woOwczas
wyraz g,,; wektora q§ jest rowny zeru.

Warto$¢ nieznana tzn. obcigzenie krytyczne P, wchodzi w sktad macierzy B”. Przyjmu-
jemy zaloZenie, Ze sity osiowe P, sa zalezne od parametru P wedlug wzoru

(5.6) . P,=Pa, (x=1,2,..,1n).
Wobec tego macierz B” mozemy zapisaé
(5.7) _ B" = PB;,

n

gdzie B, = ' &,AL; [poréwnaj zwiazek (3.21)]. Wprowadzajac zwiazek (5.7) do réw-

=1
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nania (5.5) otrzymamy-
(5.8) X'"—PBYg% = 0.

Réwnanie (5.8) przedstawia typowe zagadnienie wartosci wlasnych macierzy. Rozwigza-
niem tego rownania sa wartosci wlasne P, 1 odpowiadajace im wektory wlasne q§,, » < w.
Sa to wielkosci, dla ktérych spetnione jest réwnanie (5.8). W rozpatrywanym zagadnieniu
P, oznacza sile krytyczna, za$ §§, postaé odksztalcenia od potozenia réwnowagi pod dzia-
laniem obciazenia krytycznego

(5.9) P,o=Pd, (¢=1,2,..,n).

6. Przyklady obliczen

Przedstawione przyktady obrazuja mozliwo$ci zastosowan metody, jak rowniez daja
poglad o doktadnosci obliczen. W pierwszym przykladzie podano obliczenia sily krytycz-
nej kolumny prostej o zmiennym przekroju przy réznym podziale na sziywne elementy
skoficzone i wyniki tych obliczen poréwnano z rozwiazaniami analitycznymi. W drugim
przykladzie obliczono czestosei drgan preta o stalym przekroju w funkeji sity $ciskajace;.

b)

{y= 600 mm

lp= 700 mm

E= 2108 k6/cm?
[]= 18 cm’
Ip=245cm*

Rys. 10

I w tym przypadku rozwiagzanie poréwnano z wynikami metod analitycznych. W przy-
ktadzie trzecim obliczono czestosci drgan wlasnych watu o skokowo zmiennym przekroju
poprzecznym réwniez w funkcji sity $ciskajace;j.

Przyktad 1. Policzono trzy pierwsze sily krytyczne i odpowiadajace im formy
odksztalcen dla kolumny o zmiennym przekroju (rys. 10), dla réznej gestoéei podzialu
na sztywne elementy skonczone. Parametry kolumny podano na rys. 10. Kolumne podzie-
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lono na u odcinkéw o dlugosci 4/ = I/u, a nastgpnie wiasnosci sprezyste kazdego odcinka
zastapiono elementem sprezystym, ktory umieszczono w $rodku odcinka. Otrzymano
w ten sposéb u sztywnych elementéw skoriczonych. Wartoéci obcigzen krytycznych obli-
czono z réwnania (5.8) wykorzystujac standardowe programy obliczajace wartosci wlasne
macierzy.

Tablica 1
" Liczba B PI?rl "P;(‘yl i Pltc)rl—' Pl'cr2 i Pl?rs *P[iq-;;
SES Pr1 e Prr2 T Pir3 —Pl?,g*
@) [kG] %l [kG] 1%l [kG] [%]
1 4970,41 — — —_— — _
2 6459,86 4,811 31232,40 41,863 — _
3 6573,64 3,135 44510,78 17,146 783494 50,173
4 6690,18 1,418 47788,22 11,045 110615,8 29,653
5 6713,57 1,073 50154,60 6,640 125253,0 20,344
6 6739,65 0,689 51145,54 4,796 134704,1 14,334
7 6752,55 0,498 51819,66 3,541 140537,8 10,624
8 6758,77 0,407 52306,58 2,634 144021,9 8,408
9 6768,61 0,262 52518,90 2,239 147178,5 6,401
10 6768,65 0,261 52830,59 1,659 148591,1 5,502
12 6774,59 0,173 53106,60 1,145 151158,5 3,863
15 6781,84 0,067 53262,86 0,854 153649,3 2,285
wartosé :
dokladna 6786,39 — 53721,84 — 157243,0 —

Objasnienia:

P/l;n, P;i,.z, P;it,.a — pierwsza, druga i trzecia sita krytyczna obliczona dla ukladu dyskretnego zlozonego
z i SES,
P;?,-l, P,?,-z, P]?,»;; — doktadne wartodci sit krytycznych.

Wyniki przedstaWiono w tablicy 1. Dokfadna warto$¢ obcigzenia krytycznego wynosi,
zgodnie z [6]

Py = 6786,39 kG,  Pgo = 53721,84 kG,  Piy = 157 243,02 kG.

Na rys. 11 przedstawiono wykres sity krytycznej obliczonej metodg podziatu kolumny
na SES w zalezno$ci od ggstosci podzialu. Z przedstawionych danych wynika, ze wyniki
obliczen metoda SES s3 zbiezne monotonicznie do wartoSci dokladnej i zbiegaja si¢ od
dolu, w przeciwienstwie do metody przedstawionej w [1]. W ten sposdb sita krytyczna
obliczona prezentowang metoda jest «bardziej bezpieczna» niz w innych przypadkach.
Postacie odksztalcesi przedstawiono w tablicy 2 i na rys. 12.

Przyktad 2. Policzono trzy pierwsze czgstosci drgan wlasnych preta o statym
przekroju (rys. 13) dla réznych wartosci sit osiowych P. Parametry preta podano na rys. 13.
Pret podzielono na 9 odcinkéw a nastepnie whasnosci sprezyste kazdego odcinka, podobnie
jak poprzednio, zastapiono elementem sprezystym, ktéry umieszczono w érodku odcinka.
Uzyskano w ten sposéb 10 SES. Czestoéci drgan wlasnych obliczono z réwnania (5.3).
Wyniki przedstawiono w tablicach 3, 4, 5, zestawiajac je z rozwiazaniami analitycznymi [7].
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Na rys. 14 przedstawiono zalezno$¢ pomiedzy czgstoscia drgan wlasnych i obcigZzeniem

w osi preta.

Przyktad 3. Policzono {rzy pierwsze czgstoSci drgaft wiasnych walu o skokowo
zmiennym przekroju (rys. 16) dla réznych wartosci sit osiowych P. Wymiary watu podano
na rys. 16. Przyjeto wartosci modutu Younga i modutu odksztatcenia postaciowego odpo-
wiednio: E = 2-10° kG/cm?: G = 8 10° kG/cm?. Podobnie jak poprzednio, wat po-
dzielono na 10 SES. Czgstosci drgan wlasnych obliczono z réwnania (5.3). Wyniki zesta-

wiono w tablicy 6.

Tablica 2
Nr Forma Forma Forma
SES nr 1 nr 2 nr 3

1 1,00000 —1,00000 1,00000
2 0,95606 —0,66653 0,12171
3 0,82809 0,11148 —0,97037
4 0,63963 0,77206 —0,39543
5 0,45084 0,91072 0,56484
6 0,23294 0,60313 0,79616

Tablica 3

Sila Pierwsza czesto$¢ Pierw'sza czestose Blad
osiowa drgan wlasnych | drgan wlasnych wzgledny

[kG] (warto$¢ do- (wart(.>§é przy- %]

kladna) blizona)

500 125,6162 125,5961 0,016
1000 119,1210 119,0759 0,038
1500 112,2732 112,1541 0,106
2000 104,9796 104,7752 0,195
2500 97,1399 96,8348 0,314
3000 88,6094 88,1813 0,483
3500 79,1648 78,5795 0,739
4000 68,4289 67,6267 1,172
4500 55,6594 54,5145 2,057
5000 38,9027 37,0151 4,852
5100 34,5906 32,4000 6,333
5200 29,6580 27,0072 8,938
5300 23,7211 20,2241 14,742
5400 15,6773 9,4145 39,948

13 Mecchanika Teoretyczna



Tablica 4

sia | Do el | s oot | g
osiowa SRR ych | drgan w’l_asny ¢ wzgledny
KG] (warto$¢ do- (wartos¢ do- [%]
kladna) kladna)

500 520,9650 520,3215 0,123
1000 514,8459 513,9683 0,179
1500 508,6532 507,5349 0,220
2000 502,3842 501,0182 0,272
2500 496,0360 4944148 0,327
3000 489,6055 487,7214 0,385
3500 483,0893 480,9340 0,446
4000 476,4841 474,0488 0,511
4500 469,7860 460,0612 0,580
5000 462,9911 459,9668 0,653
5100 461,6201 458,5347 0,668
5200 460,2450 457,0980 0,684
5300 458,8658 " 455,6567 0,699
5400 457,4824 454,2109 0,715

Tablica 5
Sila ('Ii‘rrze'cfia Tzcstoéé Trzecfia czestosé Blad
osiowa gan wl :}snych drgan w%asnych wzgledny

KG] (wartos¢ do- (warto$é przy- 24

‘ kladna) blizona)

500 1179,7506 1174,8443 0,416
1000 1173,6910 1168,2580 0,463
1500 1167,5999 1161,6336 0,511
2000 1161,4769 1154,9705 0,560
2500 1155,3215 1148,2679 0,611
3000 1149,1331 1141,5253 0,662
3500 1142,9111 1134,7418 0,715
4000 1136,6551 1127,9168 0,769
4500 1130,3645 1121,0494 0,824
5000 1124,0387 1114,1389 0,881
5100 1122,7693 1112,7516 0,892
5200 1121,4984 1111,3625 0,904
5300 1120,2261 1109,9716 0,915
5400 1118,9523 1108,5790 0,927

[490]
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Tablica 6
Sita X
osiowa Pierwsza czgsto$¢| Druga czesto$é | Trzecia czestosé
(T drgan wlasnych | drgan wiasnych | drgan wlasnych
0 300,353 552,192 1550,327
5 ) 296,850 547,388 1545,022
10 293,280 542,515 1539,621
15 289,642 537,568 1534,118
20 285,930 532,545 1528,508
25 282,141 527,443 1522,787
30 278,268 522,258 1516,948
35 274,307 516,987 1510,985
40 270,251 511,626 1504,893
45 266,093 506,171 1498,663
50 261,825 500,618 1492,289
55 257,439 494,963 1485,764

7. Whnioski

Z przedstawionych rozwazan wynika, Ze:

1) metode mozna stosowa¢ do obliczen drgan wlasnych i badania statecznoéci pretow
prostych o dowolnym przekroju poprzecznym,

2) przy niewielkiej gestosci podziatu continuum na SES otrzymuje si¢ do§¢ dokfadne
wyniki,

3) dzigki prostemu zapisowi macierzowemu metoda daje si¢ latwo zaprogramowaé
w obliczeniach na elektronicznej maszynie cyfrowe;.
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Peswome

JOUCKPETHAS MOJENL IJISI PACHETA YCTONUMBOCTHU U COBCTBEHHBIX
KOJEBAHMHI HATPY)XEHHBIX BIOJIb OCH CTEP)KHE
INEPEMEHHOIO CEUEHMSI

B paGoTe paccMATPHBACTCS MCTON PACUeTa YCTOHUHBOCTH M COGCTBCHHBIX KOJNEGAHUI cTepIkueil Moy,
BJIMAHHEM OCCBOI HArPY3KIl NPH HCIONL30BAHMH METOHA MECTIKHX KOHCUHLIX 3JIEMCHTOR.

JIa10TCsT TEOPETHUCCKIE OCHOBLI METOJA IT OLIEHKA €ro TOWHOCTH. IToNasaHnl MpHMephl MPHMEHEHHIT,
MeTox paspaboran ¢ TOUKH SPEHHS IPUMEHENHS HH(MPOBLIX BLIUHCAHTENLILIX METOMOB.

Summary

THE DISCRETE MODEL OF CALCULATION OF NATURAL VIBRATION FREQUENCY AND
STABILITY OF AXIALLY LOADED RODS WITH ARBITRARILY VARIABLE CROSS-SECTIONS

The method presented consists in calculating the natuval vibration frequency and stability of axially
loaded rods by the stiff finite elements method. Theoretical basis of the method and its accuracy are dis-
cussed in the paper, and the examples of its application are given. The method is suitable for electronic
compuier technique.
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