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1. Wstep

W literaturze technicznej istnieje wiele prac na temat dynamiki waléw obciaZzonych
tarczami. Nie mozna jednak do tej pory zauwazy¢ jednolitej koncepcji modelowania tych
ukladéw mechanicznych, poniewaz autorzy prac zajmuja si¢ raczej okre§lonymi przy-
padkami szczegSlnymi zjawiska ruchu uktad6éw wirujacych.

Praca niniejsza stanowi probg ogdlnego sformulowania réwnania (stanu) ruchu spre-
zystego waltu wielopodporowego z wieloma tarczami. Stosuje sig w tym celu nastepujace
zatozenia.

1. Przyjecie na ogdt dowolnego sprezystego modelu konstrukcyjnego.

2. Traktowanie tego modelu jako systemu wielkiego.

3. Przedstawienie wielowskaZnikowego modelu algebraicznego.

4. Podanie réwnan (stanu) ruchu dyskretnego uktadu mechanicznego wielokrotnego
dzigki wyprowadzeniu réwnan réZniczkowych zwyczajnych wielociagowych opisujacych
badane zjawisko przy zatozeniach: (a) szeéciu stopni swobody — trzech w ruchu poste-
powym i trzech w ruchu obrotowym, (b) dowolnej liczby naturalnej przekrojéw podpo-
rowych walu, (¢) — dowolnej liczby naturalnej przekrojéw watu obcigZonego tarczami,
(d) — dowolnej liczby naturalnej przekrojéw mas zredukowanych watu; (e) — malych
ugie¢ konstrukeji, (f) — dopuszczenia dowolnej liczby naturalnej obciazen konstrukcji za
pomoca: (g) — sit o wartodciach danych ciagami wielowskaznikowymi, (h) — momentéw
sit o wartoSciach danych ciaggami wielowskaznikowymi, (i) — oraz przy uwzglednieniu
wynikajacych z (a) sit i momentéw sit oporéw (ttumienia) o§rodka o wartoéciach danych
ciagami wielowskaznikowymi.

W taki sposéb, zgodnie z wielociagowym prawem Hooke’a, zostal skonstruowany
bioscylator wielowymiarowy wielowskaznikowy, gdyz funkcja stanu ruchu rozwazanego
systemu wielkiego (wal, trzy rodzaje jego przekrojow ponumerowanych za pomoca wielo-
wskaznika i o parametrach podanych za pomoca ciagdw wielowskaznikowych) jest cia-
giem wielowskaznikowym funkcji okre$lonych na zbiorze ciggéw wielowskaznikowych.

Stanowi on jednolity model fizykalno-matematyczny rozwazanej konstrukcji, ponie-
waz: (1) —istnieje jej model fizykalny. (2) — istnieje model matematyczny (zaréwno
algebraiczny, jak i dany w postaci réwnan rézniczkowych zwyczajnych wielociagowych)

Wykorzystano tutaj prace wlasne [1, 2] i przygofowana do druku prace pod tytulem
Uogéblnione prawo wielowskaznikowe dynamiki ukladéw mechanicznych wielokrotnych jako
Systemow wielkich.
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Znajac rownania rézniczkowe zwyczajne wielociagowe (ciagi wielowskaznikowe réw-
nan) wielowymiarowego bioscylatora wielowskaznikowego mozemy takze sformutowaé
problem stabilnosci ruchu rozpatrywanej konstrukeji wielowskaznikowej. Uczyniono to
w pracy pod tytutem O stabilnosci ruchu walu wielopodporowego z wieloma tarczami mo-
delowanego za pomocq wielkiego systemu bioscylatoréw zreferowanej dnia 22.V.1970 r. na
konferencji naukowej w. Warszawie na temat «Zapadnienia statecznodci w teorii ukla-
dow dyskretnych».

Przyjety model konstrukcji mozna zbadaé na analogu elektrycznym, co wynika ze zna-
nej analogii elektromechanicznej po uzasadnieniu jej w klasie réwnan bioscylatoréw:
wielowskaznikowych.

2. Uwagi o konstrukcji i jej elementach

Niech beda dane nastepujace elementy konstrukcyjne &k, — tozyska (podpory), k, —
wal oraz ks — tarcze, polaczone ze soba w pewien sposéb (na wale tarcze, wal w tozyskach)
i tworzace zbidr uporzadkowany — ciag jednowskaznikowy elementéw

k= Tk, ka, ksl
zwany konstrukcja k.

2.1. Uwagi o geometrii k; i konstrukcii k. Wal jest na ogdt (lecz niekoniecznie) walcem
o dtugosci skonczonej. W sposdb uproszczony przedstawiamy go schematycznie odcin-
kiem jako tworem jednowymiarowym. Przy zatozeniach: (1) malych krzywizn oraz (2)
plaskich przekrojéw poprzecznych otrzymujemy [4] linig ugigcia preta w postaci réwnania
rézniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu, liniowego i niejednorodnego, o wspdtczyn-
nikach stalych. Moze ono tez by¢ stuszne w przypadkach (3) — pretéw posiadajacych
wymiary poprzeczne skoficzone, mate w poréwnaniu z dtugo$ciami.

' Tarcza jest wykuta wspdlnie z walem badz osadzona na nim stanowiac na ogot twér
dwuwymiarowy — koto z wycigtym wspotérodkowo kotem mniejszym o $§rednicy walu.
Srodek tarczy moze pokrywaé si¢ ze §rodkiem przekroju watu lub nie. Tarcza moze byé
‘prostopadta do osi watu lub nie.

Lozyska sy platami powierzchni walcowymi lub kulistymi. Wat styka sie z nimi na
pewnym placie lub linii. Zaktadamy dla uproszczenia, Ze styk ten jest punktowy.

2.2. Uwagi o konstrukcji % i jej elementach w ukladzic odniesienia. Il0§¢ stopni swobody elementow.
Konstrukcja k istnieje w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej. Przyjmujemy wiec
taki ortokartezjanski uklad odniesienia (0, x,,, x5, X3,), aby mozna bylo w nim te¢
konstrukcje opisaé.

Wat o dlugosci / = 4B usytuowany jest tak, ze punkt A4 stanowi poczatek 0 osi Ox,,
(a tym samym poczatek ukiadu odniesienia) stycznej do jego osi nieodksztatconej, na
ktérej lezy odcinek AB. _

Linia ugigcia watu jest na ogdt krzywa przestrzenna, ale czesto mozna przyjaé ja jako
plaska. Wiedy jest ona interpretacja graficzng rozwigzania y = y(x), czyli x;, = X»,(¥11)
réwnania rézniczkowego
' P(x(y, x21(%,y), E,J) = 0,
gdzie E, J sa pewnymi statymi fizykalnymi.



O MODELOWANIU WALU WIELOPODPOROWEGO 233

Podpora pierwsza ma w stanie niecodksztalconym wspdirzedne 4, = (0, 0, 0)y = A.
Podpora ta styka sig z przekrojem poczatkowym walu. W dalszych rozwazaniach przyj-
miemy, ze wlasnie dzigki temu podpora moze posiadac sze$¢ stopni swobody opisanych
ciagami wspétrzednych niezaleznych

X, =[x, X, X3l

o charakterze przemieszczefi wzdluz osi przyjetego ukladu odniesienia, oraz ciggami
wspéirzednych

Xy = [y, ¥y, Nals

o charakterze obrotéw dookota osi przyjetego ukladu odniesienia.

Rozwazania dotyczgce konstrukcji Ik sa roznic uproszczone z powodu zastapienia
cigglej konstrukcji tréjwymiarowej wyidealizowanym uktadem dyskretnym ~punktow,
ktére maja przedstawiaé trojaki charakter elementéw k;, j = 1, 2,3, mianowicie:

1) punkty — podpory z przekrojami podporowymi, jako elementy spreZyste w prze-
strzeni tréjwymiarowej posiadajace sze$¢ stopni swobody,

2) punkty — tarcze, jako elementy sprezyste w przestrzeni tréjwymiarowej posiadajace
sze$¢ stopni swobody,

3) punkty — masy zredukowane, jako elementy sprezyste w przestrzeni tréjwymiaro-
wej posiadajace szeS¢ stopni swobody. '

Oméwimy oddzielnie kazdy element k; konstrukcji k. Mimo ich réznorodnosci przyj-
miemy wspomniany wyzej jednolity schemat tak modelu elementdw k;, jak tez konstrukcji
k za pomoca bioscylatora wielowskaznikowego. Pojecie to wprowadzimy w dalszych
rozwazaniach i uogdlnimy je korzystajac z ciqggdw wielowskaznikowych [1, 2].

Reasumujgc stwierdzamy, Ze chociaz wal w idealizacji za pomocg preta jest tworem
jednowymiarowym, to dzieki zatoZeniu przekrojéw ptaskich (dwuwymiarowych) uwzgle-
dniamy w pewien sposob jego tréjwymiarowo$§¢ — chociaz przyjmujemy, Ze ma on wymia-
ry poprzeczne male w porownaniu z diugoscia.

Jeéli nawet mowimy o plaskim przekroju podporowym jako o elemencie granicznym
tworu tréjwymiarowego, biorac pod uwage tyltko jego $rodek geometryczny (péiniej
§rodek masy), to przez przyporzadkowanie mu szefciu stopni swobody uwzgledniamy
w rozpatrywanych przekrojach wszystkie mozliwe ruchy takiego elemenfu watu jako
granicznej bryty elementarnej.

Idealizacja taka umozliwia zastgpienie wazkiego sprezystego walu tréjwymiarowego
cigglego — ukladem dyskretnym wyrdznionych punktow, w ktérych w taki sposéb skupia-
my mase watu, podpdr, tarcz, azeby ruch przyjetego w ten sposéb modelu dyskretnego
konstrukcji & (o masach skupionych watéw, tarcz, podpér — zredukowanych do punk-
téw) z wystarczajacym przyblizeniem aproksymowat ruch ukladu rzeczywistego k. Tym
samym, zamiast réwnan rdézniczkowych czastkowych opisujacych drgania continuum
punktéw, mamy réwnania rézniczkowe zwyczajne opisujace drgania wybranej iloici
punktéw przekrojowych poddanym utwierdzeniu na podporach Jub obciazonych tarcza-
mi lub masami zredukowanymi preta.

Nie bedziemy sie przy tym zajmowali redukcja masy watlu do pewnych wybranych
na nim punktéw, ani tez redukcja mas tarczy lub mas podpér. W dynamice elementéw
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wirujzldych jest to problem najwazniejszy. W literaturze technicznej istnieje duzo publi-
kacji na ten temat, ale nie mozna stwierdzi¢, Ze istnieja zadowalajace rozwiazania ogdine.
Chociaz wiec nie zajmujemy sie redukcja mas i momentdw bezwladnosci konstrukgii k,
to postaramy si¢ przedstawié tutaj propozycje formufowania dostatecznie ogdlnego jej
modelu dyskretnego.
1. Przyjmijmy, ze wal jest podparty w ns przekrojach. Kazda podpora (fozysko) po-
siada wspolirzedne

Aq3 = [[[xl’stxB]l]q:;]’ q= 1""’”3»
gdzie n, — ilo§é podpdr, przy czym
A113 = [[[xl, Xa, xa]z]n,] = B.

O iloéci stopni swobody kazdej podpory (z odpowiednim przekrojeni) przyjmujemy takie
samo zatoZenie, jak i w przypadku podpory pierwszej zapisanej symbolicznie w postaci
A= 4,.

Tak wiec kazda podpora posiadajaca mase skupiona w punkcie z odpowiednim prze-
krojem, jako elementarny twoér tréjwymiarowy o znikomych wymiarach poprzecznych
1 dtugosci dazacej do zera, jest pod wzgledem mozliwoéci wykonywania ruchéw scharakte-
ryzowana:

1° — jednowskaznikowym trojelementowym ciagiem stopni swobody wynikajacym
z mozliwodci zmian (o charakterze przemieszczen wzdtuz osi ukladu odniesienia) jedno-
wskaznikowego ciagu wspdtrzednych — polozZen

Px,], = [[[xl’ X2, x3]1]l’ cers [[xlzxZ’ x3]1]113]1 =
= [[[le]l]j:,]l = [[[xj;]h]l]l’ jl = 1’ 2’ 3’ j3 = 1’ vy M3

2° — jednowskaZznikowym tréjelementowym ciagiem stopni swobody wynikajacym
z mozliwoéci zmian (o charakterze obrotéw dookota osi ukladu odniesienia) ciggu wspét-
rzednych — katow

[?%.], = [[[xl, X2, xa]z]n ey [[xl’ X2, x:-\]z]n,]1 = [[[le]z]ja]1 = [[[xh]Ja]é]l-

W ten sposéb ny — elementowy ciag jednowskaZnikowy podpdr jest scharakteryzo-
wany ciagiem tréjwskaZnikowym stopni swobody wynikajacym z przyjecia ciagu trdj-
wskaZnikowego wspoétrzednych niezaleznych

> = Wi Ja=1 .15 ¢ =1,2,3
opisujacego 1, utwierdzonych przekrojéw tozysk.
2. Zatézmy nastepnie, ze na wale mamy n, tarcz, ktérych $rodki znajduja sie w od-
legto$ciach
T=1h) = i, ln,]
od poczatku uktadu odniesienia przy zalozeniu watu jednowymiarowego. Srodki tarcz

Oy,, ks =1, ...,n, na ogdt nie pokrywaja si¢ ze §rodkami tych przekrojéw walu, na
ktoérych sa one osadzone.
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Oznaczmy wspodtrzedne tych §rodkéw za pomoca ciggéw dwuwskaznikowych w spo-
sob nastepujacy:

O, = [[x19x27 xs]x]k4, key=1,..,n,.

Gdy traktujemy tarcze jako wycinek (najczesciej pierScieniowy) ptaszczyzny, to czy-
nimy pewne uproszczenie. Dzialanie tarczy na wal uwzglednia sig w ten sposéb, ze jej
§rodek masy opisuje si¢ na ogét dwiema wspdrzednymi, skad wynikaja réwnania ruchéw
postepowych. Tarcza posiada ponadto moment bezwladnosci wzgledem osi obrotu,
ewentualnie momenty bezwladnosci wzgledem osi lokalnego uktadu odniesienia, co umozli-
wia rozwazanie jej ruchéw obrotowych.

Najczedciej przyjmuje sie, Zze ruchy tarczy sg plaskie, gdy jest ona nieodksztalcalna
i prostopadia do osi walu. Jest to bardzo optymistyczne zatozenie, z ktérego musimy
zrezygnowaé przyjmujac dowolne odchylenia (ale o matych katach) poczatkowego usy-
tuowania tarczy na wale.

W celu ujednolicenia i zachowania mozliwej ogdlnoSci rozwazah przyjmujemy, Ze kazda,
tarcza (wraz z ewentualnym przekrojem watu, na ktérym jest zawieszona), jako elementarny
twér tréjwymiarowy o znikomych wymiarach poprzecznych® i dtugosci dazacej do zera
jest (pod wzgledem mozliwosci wykonywania ruchéw) opisana podobnie do kazdej pod-
pory z odpowiadajacym jej przekrojem, to znaczy przez:
1¢ n4-elementowy ciag jednowskaznikowy tréjelementowych ciagéw jednowskaznikowych
potozen

X)), = [[[xh]l]j,,]z = [[[xjx]j.‘]x]z, Ji= 1,23, ja=1,..,14

2° ny-elementowy ciag jednowskaznikowy trdjelementowych ciagéw jednowskaznikowych
katow

2%l = [[[¥0a1], = [[B00sLe), -

W ten sposob n,-elementowy cigg jednowskaZnikowy tarcz jest scharakteryzowany
ciggiem trojwskaznikowym stopni swobody wynikajacym z przyjecia ciagu tréjwskazni-
kowego wspéirzednych niezaleznych

3}‘2 = [lejz“]z, jflz - 1, ...,n,h, qz = 1,2,4

opisujacego n, tarcz.

3. Przyjmijmy ponadto, ze masa watu moze by¢ skupiona w ns jego przekrojach, przy
czym nie bedziemy zajmowali si¢ realizacja «skupiania» — redukcji jego mas czgéciowych.
Dodamy tylko, ze mase watu mozna redukowaé do: (a) przekrojéw podporowych, (b}
przekrojow zawieszenia tarcz, (c) przekrojéw innych.

Podobnie jak w rozwazaniach poprzednich, takze i tu przyjmujemy, ze kazdy przekrdj,
do ktérego redukujemy mase cze$ciowa watu jako elementarny twér tréjwymiarowy
o znikomych wymiarach poprzecznych i dlugoéci dazacej do zera, jest pod wzgledem
mozliwosci wykonywania ruchdw opisany podobnie do kazdej podpory z odpowiadaja~
cym jej przekrojem lub tarczy, to znaczy przez

D Wigkszych jednak od wymiaréw poprzecznych przekroju walu.
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1° ns-elementowy ciag jednowskaznikowy tréjelementowych ciagéw jednowskaznikowych
polozen :

. [2}1]3 = [[[le]l]js]s = [[[le]./s]l]3’ jl = 1’273; jS = 1’---7”5;
2° ns-elementowy ciag jednowskaznikowy tréjelementowych ciagdw jednowskaznikowych
katow

[*X.]3 = [[[le]l]j5]3 = [[[xfl]fﬁ]2]3'

W ten spos6b ns-elementowy ciag jednowskaZnikowy przekrojow, do ktérych reduku-
jemy masy czeSciowe watu, jest scharakteryzowany ciggiem tréjwskaznikowym wspét-
rzednych niezaleznych

33 . o 3
X3 = [Xjgnids Jay =Ly g3 =1,2,3

opisujacych ns mas.

Zauwazmy, ze korzystajac z ciagéw wielowskaznikowych [1, 2] wszystkie trzy rodzaje
przekrojéw: '

1) podporowych (z masami skupionymi podpér i ewentualnymi momentami bez-
‘wladnosci wzgledem osi ukladu odniesienia),

2) osadzenia tarcz (z masami skupionymi tarcz i momentami bezwtadno$ci wzgledem
osi ukfadu odniesienia),

3) mas zredukowanych (z masami cze§ciowymi skuplonyml i ewentualnymi momentami
bezwladnoéci wzgledem osi uktadu odniesienia)
mozemy opisaé ciagiem czterowskaZnikowym wspotrzednych niezaleznych

X = %y, 3%5,3X3].

Pamigtamy jednak, ze w kazdym ciggu tréjwskaznikowym wystepuje inna liczba ciggéw
dwuwskaznikowych: podpér, tarcz oraz mas zredukowanych.

2.3. Uwagi o wiasnoéciach fizykalnych tworzywa clementéw ki konstrukeji k oraz o jej funkcii stanu,
Kazdy element k,, ¢ = 1, 2, 3 posiada pewng liczbe wiasnosci mechanicznych, na przy-
kfad jest izotropowy lub anizotropowy, ma przekrdj staly lub zmienny, postaé jedno-
rodng (staty) lub niejednorodna (zmienng), momenty bezwladnosci stale lub zmienne,
wspofczynniki sprezystosci, wspotezynniki thumienia, sity i momenty obciaZajace stale lub
zmienne.

Przypusémy, Ze u, tych wlasnoéei zapisujemy ciqgiem jednowskaznikowym

Wo= Wi, eoswa] = W], iy =1,..,u,
przy czym zmieniajg sie¢ one na ogot ze zmiana punktéw p konstrukeji k i w czasie 1, co
zapisujemy symbolicznie w, = w,(p, t), czyli
2wo=[wg) = w(p 1y, ig=1,..,u; i,=1,2,3,
gdzie p jest punktem przestrzeni tréjwymiarowej p = (x;, X4, x3) =.(¥).
Mozna wiec powiedzied, ze istnieje takie przekszta{ceme ktére przeprowadza konstrukcje
k w ciag (tu dwuwskaznikowy) zmiennych jej stanu k = k(®w).

Jesli p_r_zy_;m_lemy ortokartezjaniski uktad odniesienia umozliwiajacy opis konstrukcji ,
to mamy k = k(x, 1).
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Konstrukcja k o whasnogciach 23 spelnia pewna liczbg w5 praw fizyki £, gdzie
F=[F)=F,..,F].
‘Znaczy to, ze dana jest rodzina przeksztalcen
FIk{WE, D=0 lub  FPw(x, 0] =0

okre§lona na zbiorach wielowymiarowych zmiennych *w, przy czym poszukujemy roz-
wiazai takich uktadéw przeksztalcen ze wzgledu na wyréznione, interesujace nas cechy —
wlasnoéci mechaniczne. Ciag jednowskaznikowy F nazywamy funkcjy stanu konstruk-
cji k.

Zauwazmy, ze konstrukcja ¥k tworzy uklad — system w sensie sformalizowanym tego

pojecia [4]. Odpowiada mu uklad — cigg jednowskaznikowy opisu plzekszta{cen jako
model matematyczny zjawiska.

2.4. Uwagi o sposobach opisu konstrukeji. Przeksztalcenie F w dynamice konstrukcji moze
mie¢ zasadniczo charakter dwojaki. _

1° Jedli badany uklad wirujacy posiada model dyskretny, to funkcja stanu zjawiska
jest ukladem réwnan rozniczkowych zwyczajnych:

F(1, (), %), X)), WwE, 1) =0,
gdzie

« d- . P
XN = —d‘t‘w\(f), XN o= ';ﬂi‘x([)

sa odpowiednio wektorami predkosei i przyspieszen ukladu, zad
W= w(x, )

przedstawia ciag (tu jednowskaznikowy) parametréw uktadu k zmiennych w czasie i prze-
strzenl, ale przy pewnych zatozeniach co do redukcji (skupienia) parametréw w okreslo-
nych i wyrdZnionych punktach konstrukcii.

Analogicznie do zatoZenia ciagloéci czasu przyjaé jednak nalezy ciagto§¢ konstrukcji k,
czyli walu wazkiego obciazonego wieloma tarczami ciagtymi i podpartego w wielu lo-
zyskach przy traktowaniu go jako ukiadu mechanicznego tréjwymiarowego ze wzgledu
na geometri¢. Trzeba przy tym réwniez poczyni¢ zalozenia co do uproszczen ksztattu,
wymiaréw, wlasnosci konstrukeji itp., aby uzyskac jej model ciagty.

2° Je§li badany uklad wirujacy posiada model ciagly, to funkCJa stanu zjawiska jest
ukfadem réwnan rézniczkowych czqstkowych postaci:

Flr, wix, r),~~;_ w(x, 1), w(V £, ..., (’) w(_ 1), a"—w(x, N =0,

gdzie W(f, 1) jest ciggiem (tu jednowskainikowym) funkeji parametrdéw charakteryzuja-
cych pod okre§lonym wzgledem stan konstrukcji w czasie i przestrzeni. W rdwnaniu
tym pomingli§my niektére pochodne zaznaczajac tylko symbolicznie pochodne ciggu
jednowskaznikowego funkcji wzgledem zmiennych X i oddzielnie pochodne wzgledem
czasu, aby odréznia¢ zmiany w przestrzeni geometrycznej od zmian w przeéstrzeni czasu.
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2.5. Uwagi o numeracji wielowskaZnikowej zmiennych stanu i funkcji stanu zjawiska. Przyjmiemy je-
dnolita nazwe zmiennych stanu zjawiska dla zmiennych, parametréw i stalych, charakte-
ryzujacych (opisujacych) stan zjawiska, gdzie przez stan rozumiemy wyrézniony podzbiér
zbioru zmiennych.

Numeracja wlasnosci W i punktéw ¥ ukladu-konstrukcji k& jako zmiennych stanu
okredlonego zjawiska (na przyktad ruchu) nie musi by¢ dokonana tylko za pomoca ciagdw
jednowskaznikowych. Czesto jest korzystniej, szczegdlnie w systemach wielkich (przede
wszystkim ze wzgledu na przejrzystoé¢ opisu zjawiska, czyli jego funkcji stanu), wprowa-
dzi¢ ciggi wielowskaznikowe tak zmiennych stanu jak i funkcji stanu, a tym samym przyja¢
model wielowskaznikowy zjawiska.

Widzimy to na przykladzie modelu wielowskaZnikowego uktadu wirujacego jako
systemu wielkiego przekrojéw podpartych, tarcz i mas skupionych. Przygotowujemy mia-~
nowicie jego opis wielowskaznikowy w postaci oscylatora wielkiego charakteryzujac ele-
menty k; konstrukcji k jednolicie za pomoca ciagu czterowskaznikowego wspohrzednych
niezaleznych #X. Nalezy przy tym podaé ciggi stalych o podwdjnej ilosci wskaznikéw
[1, 2], aby zdefiniowal najprostsze przeksztalcenie liniowe (tu czteroliniowe, zgodnie
z praca [1, 2]) jako funkcje stanu zjawiska.

Dla napisania natomiast rownania dynamiki musimy wprowadzi¢ [1, 2] réwnanie
rozniczkowe zwyczajne wielowskaznikowe:

SF(t, 47(0), “H(1), 430, MCT, T, 1), O 4%, 1), SO, 0, 0, YT, 4, 0) = 40,

m ciag wielowskaznikowy wspodlczynnikéw bezwladnoSci,
r ciag wielowskaznikowy wspdtczynnikow ttumienia,
85 ciag wielowskazZnikowy wspotczynnikéw sprezystosei,
“f ciagg wiclowskaznikowy obciazel wymuszajacych (sit 1 momentow sit).
Uwzgledniajac przyjety poprzednio symbol w, mamy

9'—V = [8“‘_’1) BWZ, 8;1)3],
gdzie m = wy, r = w,, § = ws.
W przypadku najprostszym jest

% = %const, *f = &/(r).
Wtedy réwnanie réZniczkowe wielowskaznikowe [1, 2], mianowicie
8571 - 4% 48 4%+ 55 4% = 5f(r)

opisuje przyjety model drgaf uktadu wirujacego — konstrukcji k. Jest ono uogélnieniem —
za pomocy przestrzeni liniowej ciggéw wielowskaznikowych — réwnania rézniczkowego:

Yme X4 X475 % = A1),
czyh
My Xy Fmya X +r X X 48 X +512% = fi(1),
My Xy +Map Xo +12 X1 +720 X5 485, X1 +855%, = [5(F)

nazwanego réwnaniem bioscylatora jednowskaZnikowego lub krétko: bioscylatorem
jednowskaznikowym o dwdch stopniach swobody.
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Sens fizykalny bioscylatora wyja$niamy nizej przy formutowaniu bioscylatora o sze§ciu
stopniach swobody wyprowadzajac odpowiednie réwnanie rézniczkowe wielowskazni-
kowe.

2.6. Uwagi o laczeniu clementéw k; oraz o ich odksztalealnosci. f.aczenie ogniw (wat, loiysko)‘
w pary kinematyczne dla uzyskania mechanizmu, na przyklad przektadni zgbatej lub ma-
szyny, jest bardzo réznoredne. Przy idealizacji tego waznego zagadnienia zakiada sig
sztywne lub sprezyste potaczenie ogniw wzdiuz linii lub w pewnych punktach. Punkty,
a whasciwie platy powierzchniowe, czyli wycinki powierzchni, w ktérych {acza sig lub
stykaja elementy k; konstrukcji k, posiadaja odimienne wiasnosci anizeli same elementy.
Spowodowane to jest «przeptywami» badZ tez «wymiana» pewnych wilasnosci, albo na
przyktad smarowaniem.

I tak, elementy k; tak jak i ich pofaczenia nroga by¢ sztywne, sprezyste, mieszane.

Przyjety tutaj model dyskretny konstrukcji k jest calkowicie sprezysty (w odniesieniu
do ogniw i ich polaczen) przy stosowalnoéci prawa Hooke’a uogdlnionego [5] na wielkie
systemy mechaniczne za pomoca ciagéw wielowskaznikowych. W tym wiasnie celu przy-
porzadkowano poprzednio kazdemu elementowi k; konstrukcji k po szes¢ stopni swobo-
dy, z mozliwosciami sprezystych dziafan i oddzialywan w postaci sit oraz momentéw sit.

2.7. Uwagi o dzialaniu otoczenia na konstrukcje k. Otoczeniem konstrukcji jest przestrzen

fizykalna. Istniejace w niej pola fizykalne dziatajg na konstrukcje k. Précz tego kons-
trukcja jest pod dziataniem obcigzen (sit i momentéw sif) wynikajacych z okre§lonych
zalozeh co do jej przydatnoéci. Charakter dzialania otoczenia na konstrukcje k& jest naj-
czebciej przypadkowy. W rozwazaniach wstepnych omawiamy charakter deterministyczny
zjawiska, jest wiec oczywiste, Ze czynimy zaloZenia eliminujace wplywy losowe.

Losowo$¢ konstrukeji k jest jednak nieunikniona i wywolana miedzy innymi przez
obrébke, montaz, eksploatacje i obeigzenia bedace przyczyna drgan wymuszonych. Wspéi-
czynniki bezwladnosci charakteryzuja materialng przestrzen fizykalna, w ktérej istniejg
rézne sity hamujace ruch konstrukeji k przy dziataniu sit sprezystych zgodnych z prawem
Hooke’a. :

4. Oscylatory harmoniczne o n stopniach swobody ‘

Przyjmujemy oznaczenia: Ox,, ... x, — uktad ortokartezjariski n-wymiarowy,
Rl = [xl"'axn]J.: [xj]l, j=1,...,n

— ciag jednowskaznikowy warto$ci przemieszczenn w kierunkach osi przyjetego uktadu
odniesienia,
Xy = [X2, s Xl = [i‘j]z

— ciag jednowskaZnikowy wartoSci katéw obrotu dookota poszczegdlnych osi przyjetego
uktadu odniesienia,

Xy =[x, .., %] = [)'61]1
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— ciag jednowskaznikowy wartoéci predkoSci postgpowych,
iz = [5:1, ) ;\'u]z = [ij]z

— ciag jednowskaznikowy wartosci predkoéci obrotowych,
§1 = [.X.:l’ ---,xu]z = [‘1]2

— ciag jednowskaznikowy wartoSci przyspieszeni liniowych, w ruchach postgpowych
i2 = [:\‘:1, ey xu]l = [.XJ]Z

— ciag jednowskaznikowy wartosci przyspieszenn katowych w ruchach obrotowych

t — czas absolutny, '

Mgy . l'nl,,
2’_77[1 = ' o = [’"J'l.iz]lﬁ
1 e P )y
jla.i2=1"",’l .
— ciag dwuwskaznikowy wspolczynnikéw bezwladnoSci (mas) w ruchach postepowych,
'm“ s L, )
2,712 — . . . = [mjljz]Z
_'nnl coe My 2
— cigg dwuwskaznikowy wsp6lczynnikéw bezwladno$ci (momentéw bezwladnodci) w
ruchach obrotowych wzgledem odpowiednich osi obrotu,
2;1 = [rj il
2ry = [r), )2
— ciggi dwuwskaznikowe wspolczynnikdw ttumienia w ruchach postgpowych i obrotowych,
sy = ETA
2‘5:2 = [‘?1112]2
—ciagl dwuwskaznikowe wspolczynnikéw sprezysto$ci w ruchach postgpowych i obro-
towych,
[1@) = [fi(), ... L] = ;)

— ciag jednowskaznikowy sit wymuszajacych w ruchach postepowvch,

L@ = [[i@), s @2 = ()]

—ciag jednowskaznikowy momentéw wymuszajacych w ruchach obrotowych.
Stosownie do oznaczen przeksztalcenie
}_’1([7 Yl(t)a }.la 2!711, 2;1: ZEL, ﬁ(f)) = 6)
gdzie P, = [Py s Py = [Py
w postaci (a):
25;’1 ' :_“7.1 +2;1 'jl +2§1 X, =_ﬁ(t)

bedziemy qazywa]i réwnaniem oscylatora harmonicznego postgpowego wymuszonego

w osrodku z oporami i o # stopniach swobody wyrazonych ciggiem jednowskaZnikowym
zmiennych X, ;
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w postaci (b)
2)771'f€1+2;1.§1+2§1'f| =0

— pazwiemy réwnaniem n-wymiarowego oscylatora harmonicznego postgpowego swo-

bodnego w oSrodku z oporami;

w postaci (c)

2%, - %, +2%5,-%, =0

— nazywamy réwnaniem nr-wymiarowego oscylatora harmonicznego postgpowego swo-

bodnego.

Korzystajac z pracy (I, 2] napiszemy powyzsze rdwnania za pomocyg ciagéw zero-
wskaznikowych (utozsamianych ze skalarami) podajac przy tym regule mnozenia «ma-
cierzowego» ciagéw dwuwskaznikowych przez ciagi jednowskaznikowe.

[I?Zx11x11+ +’77llll'Yl!1 +l'“lx11+ vas +r1”(-\',” +511_(_.X11+ +.s'1,,1x,,1 =f11(f),

lm,,“55“+ +’nnnlxn1 +rnllx11+' +ruulxnl+snll x11+ +Snnl xn1 =_f;11(t);

My Xy o FM X FF X e X ES g Xt F S Xy = 0,

My XpaF o F Py Xy F P10 X0+ o F X S X o Sy Xy = 05

My X o F X F S X e FS Xy = 0,

mnll'.xll'"" +’nnnlxnl +Snllx11 + .. +Snnxxnl = 0

Sa to uklady réwnaii liniowych o wspéiczynnikach statych. Stanowia one uogodlnienie
réwnania oscylatora'postgpowego o jednym stopniu swobody. Mozna je otrzymaé z dru-
giego prawa Newtona ukfadéw mechanicznych wielokrotnych postepowych jako syste-
_méw wielkich lub za pomocg wielowskaZnikowych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju
[8].

W przypadku » = 3 mamy oscylator harmoniczny postepowy o trzech «postgpowych»
stopniach swobody w przestrzeni ortokartezjanskiej tréjwymiarowej. Interpretujemy go
za ponoca:

- 1) trzech prostopadiych sprezynek postepowych, z ktérych kazda jest podatna tylko
na odksztalcenie liniowe kierunku jednej osi, gdy ruch jest swobodny;

2) trzech prostopadiych tlumikéw postepowych, z ktérych kazdy przedstawia silg
oporu w ruchu postgpowym wzdtuz danej osi;

3) pary trzech prostopadlych sprezynek postgpowych i trzech ttumikéw postepowych,
gdy wystepuja sity sprezyste i sity oporu.

Zauwazmy, Ze w przypadku szczegdlnym uklad — ciag réwnan sprowadza si¢ do
ciagu jednowskaZnikowego réwnan:

my Xy Frg X4 X = 100,

mnl"x.'nl -|-f',,1j’,,1 .+Sn1xn1 zﬁzl(t)' .
Otrzymujemy wtedy tak zwane drgania rozprzezone, podczas gdy w przypadku ogdlnym
sa one sprz¢zone. Moga réwniez wystapié rdzne inne przypadki «sprzgzenia czgsciowego».
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Stosownie do oznaczen, przeksztalcenie
Pl[(ts x?‘(t)’ EZ; E2> 2m27 2;2, 2-‘§Z>f2(r)] = 0;

gdZie PZ = [P15 (RN -Pn]Z,'
w postaci (d)
My XoH2ry Xy 425, %, = fo(1),
bedziemy nazywali réwnaniem oscylatora harmonicznego obrotowego wymuszonego
w ofrodku z oporami i o # stopniach swobody, wyrazonych ciggiem jednowskaznikowym
" zmiennych x,;
w postaci (e)
My - X+, Xy +28, X, =0,
nazwiemy rownaniem p-wymiarowego oscylatora harmonicznego obrotowego swobodne-

go w osrodku z oporami;
w postaci (f)
2;7’7. ’ .3_52 +255° Xy = 6,
nazywamy rownaniem r-wymiarowego oscylatora harmonicznego obrotowego swobodnego

Korzystajac z prac [1, 2] napiszemy powyzsze réwnania za pomoca ciagéw zero-
wskaznikowych podajac przy tym regule mnozZenia «macierzowego» ciagéw dwuwskazni-
kowych przez ciggi jednowskaznikowe.

Réwnania te stanowia uogdlnienie réwnania oscylatora obrotowego o jednym stop-
niu swobody. Mozna je otrzymaé z drugiego prawa Newtona ukladdéw mechanicznych
wielokrotnych obrotowych jako systemow wielkich [9] lub za pomoca wielowskazZniko-
wych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju [8].

W przypadku n = 3 otrzymamy oscylator harmoniczny obrotowy o trzech «obroto-
wych» stopniach swobody w przestrzeni ortokartezjanskiej tréjwymiarowej. Interpretuje-
my go za pomoca: _

1) trzech prostopadlych sprezynek obrotowych, z ktérych kazda jest podatna tylko
na odksztalcenia katowe w ruchu dookota jednej osi, gdy ruch jest swobodny;

2) trzech prostopadlych ttumikow obrotowych, z ktérych kazdy przedstawia moment
oporu w ruchu obrotowym dookota danej osi;

3) pary trzech prostopadlych sprezynek obrotowych i trzech tlumikéw obrotowych,
gdy wystgpuja momenty sprezyste i momenty oporu.

Takze i tu moga wystapi¢ drgania sprzeZone, czedciowo sprzezone i rozprzezone.
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Peaome

O MOMIEJIMPOBAHUU C ITOMONIBIO BOJIBIION CHUCTEMBI BUOCLIMJIISTTOPOB
MHOTOIIOIUIMITHIKOBOIO BAJA CO MHOTMMM HYICKAMHU. YACTD I. OBIIUE
3AMEUAHUA. OCLIMJIISTOPEI CO MHOIMMHU WHIEKCAMU

B meproit wacti paGoThI O MOJAENMPOBAHMM YIIPYIOTO, MHOTONOAUIMIHHKOBOLO, HArpYyKEHHOTO
MHOTMMM IHCKaMU BaJla IIPEeNCTaBJIEHDLI:

(1) OGuue PaCCYIKIEHUSE OTHOCUTENBLHO NOCTPoeHUst A(@epeHIMaNbHBIX YpABHEHU IBUIKEHNUA.

(2) JluueHHble OCUMIIIATOPHI {IIOCTYNaTeNIBHOTO M BPAalLaTeNbHOr0 ABMIEHMA) CO MHOTHMMU MHICK-
CaMH, C TIOMOLIBIO KOTOPBIX, BO BTOPO# YacTH paGoThl, BBONATCH GHOCLIUIUIATOPB] CO MHOTMMI WHIEKCAMU
TpeOHasHAYEHHbIE JJIA MOJENMPOBaHMs Baja.

PaboTra HamucaHa Ha A3BIKE MHOTMOKPATHBIX IIOCIEJOBATEIILHOCTEH, T. €. IOCEeNOBaTeNILHOCTEH Co
MHOTHMH MHICKCAMH IIPH HCTIOJL30BAHMM WX anrefphbl M 37EMEHTOB aHANM3a B3ATHIX M3 JUCCEPTALIUE
aBTOPA,

Summary

MODELLING OF A MULTI-SPAN SHAFT WITH SEVERAL DISKS BY MEANS OF A GREAT
SYSTEM OF BI-OSCILLATORS. PART I. GENERAL REMARKS. MULTI-INDICIAL
OSCILLATORS

Part one of the paper on shaft modelling (elastic shaft with several supports and loaded by several
disks) presents:

(1) General considerations concerning the method of constructing the differential equations of motion;

(2) Multi-indicial linear oscillators (progressive and rotational), which will be used (in the second
part of the paper) to introduce multi-indicial bi-oscillators for shaft modelling.

The paper is formulated in the multi-series language, i.e. in the language of multi-indicial series and
the corresponding algebra and elements of analysis as presented in author’s doctoral dissertation.

Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 29 lipca 1972 r.; w wersji ostatecznej dnia 20 lutego 1974 r.
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