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W NAWIAZANIU DO TEORII WYBOCZENIA RABOTNOWA-SZESTIERIKOWA

RENATA WOIDANOWSKA (Krakow)
1. Uwagi wstcpne

W ustrojach kratowych mozna uzyska¢ bardzo wysoki stopiefi wykorzystania ma-
terialu z punktu widzenia wytrzymato$ciowego. Mozna przede wszystkim, na drodze od-
powiedniego .doboru przekroju poszczegélnych pretow dla kazdej z géry zadanej kon-
figuracji kratownicy i zadanych stalych obciazen skupionych w weztach, uzyskaé jednako-
we naprezenia w pretach (kratownica réwnej wytrzymatosei). Ponadto, na drodze doboru
konfiguracji mozna sposrdd kratownic réwnej wytrzymalo§ci wybraé konstrukcje naj-
lzejsza. Problem taki zostat sformutowany juz w 1904 r. przez MICHELLA [12]. HEGEMIER
i PRAGER [4] wykazali, ze kratownice MICHELLA wykazuja jednocze$nie najwigksza sztyw-
no§é przy ustalonym petzaniu. Przeglad problematyki optymalnego ksztaltowania kra-
townic podaja prace WASIUTYNSKIEGO i BRANDTA [22], REYTMANA i SzAPIRO [17] oraz
SHEU 1 PRAGERA [20].

Warunek wytrzymalo§ciowy nie jest jednak z reguly jedynym warunkiem pobocznym
przy problemie ksztattowania ustrojéw kratowych. Sciskane prety kratownicy moga bowiem
podlegaé utracie stateczno$ci i odpowiednie warunki powinny réwniez by¢ brane pod
uwage. Ujecie takie zapoczatkowal KIrSTE [9], [10], ktdéry okreSlit optymalny ksztatt
kilku prostych uktadow kratowych w nawiazaniu do wzoréw Eulera i Johnsona-Ostenfelda
dla pretéw §ciskanych. Obszerniejsza praca WOIDANOWSKIEI-ZAJAC i ZYCZKOWSKIEGO
[23] dotyczyla ksztaltowania w zakresie spreZzystym i sprezysto-plastycznym w nawigza-
niu do wzordéw Ylinena, zezwalajacych na jednolite ujecie catego badanego zakresu. Auto-
rami dalszych prac sa ACHMADALIEW []] (numeryczne metody obliczen), FIEDOROW [2]
(uwzglednienie wstepnego sprezenia), RADCIG i ArRsLaMOW [15], RaJEwsku [16], Scumirt
i MOrRrROW [21]. Optymalne ksztattowanie kratownic przy uwzglednieniu warunkéw sta-
teczno$ci znalazto zastosowanie np. przy projektowaniu stupéw linii wysokiego napigcia
(MarTiN [11]). Ogdlng problematyke optymalnego ksztaltowania przy uwzglednieniu
warunkéw stateczno$ci omawia praca ZYCZKOWSKIEGO [27].

W przypadku konstrukcji pracujacych w podwyZszonej temperaturze lub w przy-
padku konstrukcji wykonanych z materialdw, wykazujacych wiasnosci reologiczne juz
w temperaturze pokojowej, niezbedne jest uwzglednienie tych wlasnoSci przy optymal-
nym ksztattowaniu. Klasyfikacje problematyki optymalnego ksztaftowania w reologii
i kilka prostych przyktadéw ksztaltowania podaje praca ZYCZKOWSKIEGO [26]; istotne
réznice w stosunku do optymalizacji w zakresie sprezystym lub sprezysto-plastycznym
polegaja tu na odmiennym sformulowaniu warunkéw pobocznych. Dla elementéw roz-
ciaganych musza to byé z reguly warunki zabezpieczajace przed pekaniem w warunkach
pelzania, natomiast dla elementéw Sciskanych — warunki zabezpieczajace przed wybocze-
niem petzajacym. Istnieja obecnie do§¢ liczne teorie zaréwno zniszczenia przy pelzaniu
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(zniszczenie ciggliwe, kruche pekanie, model kombinowany), jak i wyboczenia petzajace-
go, tak ze problematyka optymalnego ksztaltowania w reologii jest niezwykle bogata.
Szczegdtowych rozwigzan i ich wdrozet do zagadnien przemystowych jak dotad jest
bardzo niewicle.

Na zjawisko wyboczenia pelzajacego zwrdcono uwage po raz pierwszy w 1946 r,
w niemal jednoczeénie opublikowanych pracach FREUDENTHALA [3],. RZANICYNA [19]
i Rossa [18]. Przeglad prac nad wyboczeniem pelzajacym podaja HuLr [6], HOFF [5]
i Zyczxkowskr [25]. Dwa zasadnicze kierunki teorii wyboczenia pelzajacego przyjmuja
za kryterium nieograniczony wzrost ugie¢ lub predkosdei ugigé preta pierwotnie stabo za-
krzywionego (KEMPNER-HOFF) oraz utrate stateczno$ci preta prostego, ktérego wlasnosci
zmieniaja sie w czasie w wyniku petzania (RABOTNOW-SZESTIERIKOW),

W obecnej pracy okreélimy optymalne konfiguracje kilku prostych ustrojow krato-
wych przy uwzglednieniu reologicznych wiasnoéci materiatu. Beda to ustroje, ktérych
ksztaltowanie w zakresie sprezysto-plastycznym omdwiono w pracy [23], a ksztaltowanie
w warunkach wyboczenia petzajacego przy wykorzystaniu teorii Kempnera-Hoffa — w pra-
cy [30]. Jako kryterium ksztaltowania przyjmiemy, jak zwykle, minimalng objeto§é (mi-
nimalny ciezar) kratownicy. Warunki poboczne dla pretdow Sciskanych beda warunkami
statecznoéci w nawiazaniu do teorii RABOTNOWA-SZESTIERIKOWA [14], natomiast dla pretéw
rozcigganych — warunkami wytrzymatoéciowymi w nawiazaniu do teorii kruchego peka-
nia przy petzaniu, sformulowanej przez Kaczanowa [7, 8]. Przyjmiemy przy tym pewien
ustalony czas pracy konstrukcji, w zasadzie jednakowy zaréwno dla pretéw rozcigganych,
jak 1 Sciskanych; rozréznienie tych czasow nie stworzyloby istotnych trudnodci. Przy
efektywnym przeprowadzaniu optymalizacji bedziemy przy tym z reguly korzystali ze sfor-
mutowania dualnego, prowadzacego do prostych obliczefi; bedziemy mianowicie szukali
kresu gornego czasu pracy konstrukcji przy jej ustalonej objetoéci i przy .przyjetych wa-
runkach pobocznych (wytrzymatosci i statecznosci).

Oprocz optymalizacji konfiguracji kratownicy mozna sformutowaé problem optymal-
nej zmienno$ci przekroju poszczegdlnych pretéw. Dla pretéw rozciaganych optymalny
jest tu zawsze staly przekrdj (prety pryzmatyczne), natomiast optymalne prety $ciskane,
narazone na wyboczenie, s z reguly pretami niepryzmatycznymi. Problem taki byt roz-
wazany w pracy ZYCZKOWSKIEGO I WOJDANOWSKIEI-ZAJAC [23]. W obecnej pracy ogra-
niczymy si¢, dla uproszczenia, do rozpatrywania wylacznie pretéw pryzmatycznych o za-
danym ksztalcie przekroju poprzecznego.

2. Sformulowanic warunkéw pobocznych optymalizacii

RapotrNow i SzESTIERIKOW [14] badaja stateczno§¢ preta Sciskanego, wykonanego
z materiatu podlegajacego réwnaniu stanu o postaci ogdlnej

2.1 D(p,p,0) =0,
gdzie
o

oznacza odksztalcenie niesprezyste, kropki u géry — rézniczkowanie wzgledem czasu ?.
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NapreZenia i odksztalcenia przy $ciskaniu przyjeto tu za dodatnie. Autorzy ograniczaja
sig przy tym do nastepujacej formy funkeji @
(2.3) @D = pp*—Ao" = 0,
gdzie A, n i a sa stalymi materiatowymi, zaleznymi od temperatury.

Przy czystym $ciskaniu, gdy o = const, po scalkowaniu réwnania (2.3) i uwzglednieniu
warunku poczatkowego o = Ee, czyli p = 0 dla ¢ = 0 otrzymujemy

SERN T T
(2.4) po= (a+1)H gottigett ot

W dalszym ciagu bada sie mozliwo§¢ istnienia réwnowagi w poloZeniu sasiednim,
nieskofczenie malo wychylonym. RABOTNOW-SZESTIERIKOW stosowali w pracy [14] ogdlne
kinetyczne kryterium statecznosci, ktdre jedniak w efekcie koncowym sprowadzilo sic do
kryterium statycznego. Zmiany (wariacje) naprezen i niesprezystych odksztatcen mozna
powiaza¢ wynikajacym z (2.1) réwnaniem

(2.5) . Ado+udp+vdp = 0,
gdzie

_ o oD 0D
(26) l»%, ,U«—'?p', ‘V———a‘p—".

Wyrazajac p w funkcji o i &, po wykorzystaniu hipotezy plaskich przekrojow Bernoulliego,
& = xz, pomnozeniu przez z i scatkowaniu tego réwnania po powierzchni przekroju F
otrzymuje sie

2.7) (EA—p) M —~vM +EJ(ux+v%) = 0.

Warunkiem réwnowagi w polozeniu sasiednim jest M = % = 0; przy uwzglednieniu wa-
runkéw brzegowych swobodnego podparcia preta po scatkowaniu réwnania (2.7) wzgle-
dem zmiennej X, otrzymuje sig ostatecznie zwigzek
(2.8) Pi = —I—T )
E1-EZ

: H
gdzie Py oznacza sile eulerowska dla preta. Wspdlezynniki A i u nalezy tu obliczy¢ ze wzo-
réw (2.6). Réwnanie (2.8) z podstawieniem (2.3) oraz podstawieniem ¢ = ¢, (f, oznacza
czas utraty statecznofci preta) okreéla zwiazek miedzy sita P, a czasem ¢,. Nie daje si¢
on efektywnie rozwiaza¢ z uwagi na P (bowiem 1 i y zaleZza réwniez od P poprzez ¢ =

= P|F), natomiast daje si¢ rozwiazaé wzgledem z,,:

3 1 (Z(PE—P) aq«l(F)n—a—l
29 | b = A(a+l)[ nPE ] b '

Wzér ten przy podstawieniu P = Nj,, gdzie N oznacza sit¢ podluina w $ciskanyr precie
kratownicy, a j, — stopien bezpieczeistwa z uwagi na wyboczenie, bedzie stanowil za-
sadniczy warunek poboczny dla pretéw &ciskanych przy optymalizacji; w sformutowaniu
dualnym bedziemy poszukiwali maksimum ty przy ustalonej objetosci kratownicy V.
Kaczawow [7], [8] proces zniszczenia prqta narazonego na rozciaganie w warunkach
pelzania rozpatruje jako proces rozprzestrzeniania sie mikroszczelin, powstajacych na tle
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rosnacych odksztatcent petzania. Wprowadza pewna. funkcje skalarowa Q2 = F/F,, gdzie
F oznacza aktualnie pracujacy przekrdj, 2 = 1 w momencie poczatkowym, funkcja ta
z uplywem czasu maleje i w momencie kruchego zniszczenia 2 = 0.

Podstawa teorii KaczaNowa jest hipoteza, iz zmiana tej funkcji w czasie opisana jest

réwnaniem

dQ o\"
(2.10) P -4 (—g) >
w ktérym A4, > 01 m > 0 — pewne stale.

W wyniku calkowania powyZzszego réwnania przy o = const, oraz warunku poczatkowym:
2 =1, F = F,, KaczaNnow otrzymal wyraZenie na czas zniszczenia kruchego

1
i " DA

gdzie gy = T

Czas wyrazony wzorem (2.11) przyjmiemy za czas zniszczenia rozcigganych pretéw
ukiadu kratowego, a wigc za odpowiedni warunek poboczny przy problemie ksztalto-
wania.

W dalszym ciagu pracy przyjmiemy, ze oba czasy f, i f,, sa sobie réwne i okreflaja
czas pracy calej konstrukcji, gdyz projektowanie poszczegdlnych elementéw na rdzne
czasy wydawatoby sie nieuzasadnione.

3. Optymalne ksztaltowanie ustroju kratowego, statycznie wyznaczalnego, dwupretowego, przedstawionego
na rys. 1

Rozstep podpér 2a przyjeto za ustalony; poszukiwaé bedziemy optymalnego kata ¢

w-funkeji pewnego parametru smukfoSci ustroju kratowego f. Sformutowanie problemu

«wprosty polega na poszukiwaniu takiego kata ¢, ktéry zapewnia minimum objetosci

Rys. 1.

kratownicy przy danej sile P, i danym czasie pracy konstrukcji ¢, (czasie, po uplywie
ktérego sita P, wywolalaby utrate statecznoéci konstrukeji). Mozliwe sa tu dwa sformuto-
wania dualne: poszukiwanie maksymalnego czasu ¢, przy danej objetoéci ¥ i przy danej
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sile P, lub poszukiwanie maksimum sity P, przy danej objetoSci ¥ i danym czasie t,.
Pierwsze z tych sformutowan dualnych okazuje si¢ najprostsze i wykorzystamy je w ni-
niejszym paragrafie. Wzoér na sile P w danym przypadku ma postaé

' _ . _ JwPo
3.1) ~ P=j,N= 2sing
objeto$¢ ustroju kratowego wyrazi si¢ wzorem

= 2F] =
3.2) V = 2F] o5
skad
__ Vcosg

(3.3) F= 5y

Sita eulerowska przy uwzglednieniu wzoru (3.3) wyrazi si¢ nastepujaco:

w*EJ  wrEV?coste
(3'4) P = ]2 = 4Eq? )

2
gdzie & = }; jest bezwymiarowym wspétczynnikiem ksztattu przekroju. Podstawiajac

(3.2) i (3.3) do wyrazenia na czas pracy konstrukcji (2.9) otrzymujemy

3.5t = ot [HZEVZCOS4(]) _ JwPo ]“H 1 (Vcosq))"""_l
S A(o+1) (Eny**+1 4ga* 2sing jwPo )" 2a )
2sing
Dla uproszczenia zapisu zwigzku (3.5) wprowadzimy oznaczenia
_ 2Py j,Ea*
(3.6)  B= “ZEVE
aa+1”2(a+l)Vn+a+1
3.7 Y=

Ao +1) Enf TPy jo TSI
i wtedy (3.5) zapiszemy nastgpujaco:
(3.8) ty = ’}/(1 —ﬂSin_ltpCOS"4(p)“+1 Sin"(p (COS (P)"+3“+3.

Rozpatrujac przedzial zmienno$ci kata ¢, 0 < ¢ < -, stwierdzamy, Ze £, (0) = ¢, (ﬁ) =0

2 ’ 2
oraz f, > 0; zakladajac zgodnie z przyjetym sformulowaniem dualnym jak najdtuzszy
czas pracy konstrukcji, wykorzystamy warunek analitycznego maksimum

dty
3.9 —* =0,
(39) =0
Prowadzi on do réwnania okre$lajacego optymalny kat ¢ w funkcji parametru smuklosci 8.
Jest to dos¢ zlozone réwnanie trygonometryczne z uwagi na niewiadoma ¢ = p(f), na-
tomiast z fatwoscia okres§limy funkcje odwrotnq g =B

(3.10) f = nctgtp (n+3a+3)tge
sin~!pcos™*p/nctgp— (n+3oc+3)tg<p/ (sin™2pcos™3p— 4cos'5(p)(a+1)
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Zalezno$¢ powyzsza dla roZnych wspdlczynnikéw n i o ilustruje rys. 2. Wspdlezynniki
ni o zaczerpnieto z pracy RABOTNOWA, ZUKOWA, CZURIKOWA [24] i zebrano w tablicy 1.

Tablica 1
Material; miedz
Temperatura

7 |«
165°C 46,1 14,20
200°C 32,8 9,52
235°C 32,2 9,92
270°C 19,7 7,18

Na rys. 2 nakre§lono réwniez krzywa f = f(p) dlan = 3 1 a = 0. Jest to przypadek
graniczny, & — 0; prawo pelzania (2.3) przechodzi w prawo Nortona. Teoria RABOTNOWA-

gl

03

e t=0)
n=3;0c=0(Norton)
== n=197; x=718
—r— n=328; x=952

a1

(R \ -
0 10° 20°  26%3'54" 309 35%5'52" 40° 50° 60° 70° 809 @

Rys. 2.

SZESTIERIKOWA nie prowadzi wtedy do efektywnych wynikéw, poniewaz czas krytyczny
w kazdym razie zmierza do zera. Tym niemniej na drodze przej§cia granicznego mozna
okre§li¢ optymalna graniczng konfiguracje ustroju kratowego.

4. Optymalne ksztaltowanie tréjpretowego, symetrycznego, -statycznie wyznaczalnego ustroju kratowego,
przedstawionego na rys. 3

Odlegto$é a, podobnie jak popriednio, przyjmiemy za ustalona, W rozpatryWanym
przypadku poszukiwaé Bedziemy takiego kata @, ktdéry zapewnia minimum objetodci
kratownicy, przy danej sile P, i danym czasie pracy konstrukcji (czasie, po ktérym sila
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P, jw» wywoluje utrate statecznoéci konstrukcji). Przyjmiemy, Ze czas t,, po uplywie ktérego
nastgpuje utrata statecznodci kratownicy spowodowana utrata statecznodci preta nara-
zonego na wyboczenie jest réwny czasowi t,, po ktérym nastapi kruche peknigcie pre-
téw narazonych na rozciaganie.

Objetos¢ kratownicy okresli tu wzor

a

. V = 2F .
(4.1 1 Cosg +2F;a
Sity podtuzne w pretach kratownicy sa réwne
_ P _ B
(4.2) Nl = Zsin(p ) NZ = Tctg(p.

Wskaznikiem ,,1”’ oznaczono wszystkie wielkosci charakteryzujace prety naraZzone na roz-
cigganie, a wskazZnikiem ,,2”°, wielkoSci charakretyzujace prety narazone na wyboczenie.

Sita eulerowska i sita podluzna w precie (przy wsp6tezynniku bezpieczenistwa j,) wy-
ra’aja si¢ nastepujaco:

J'EZEF‘éz _]fwPO
4.3 P = — = .
(4.3) | Py dEa P 7 ctgp
Czas pracy kratownicy (2.9) bedzie miat postaé
1 o\ m2E ““l 2F,tgop ]"““‘1
4.4) by = —— | — — = Fltpp— S - .
“.4) * = A@tD (nE) [2P0jw§a2 Fatgp—1 JwPo

Zajmiemy si¢ obecnie obliczeniami preta naraionego na rozciaganie. Wykorzystamy
wzOr na czas zniszczenia przy rozciaganiu (2.11) podany przez Kaczanowa [7];

1
SRS
gdzie m jest pewnym wykltadnikiem potegowym; 4, — pewng stala, oo jest napreZeniem
w pretach rozciaganych, odpowiadajacym’ sile dziatajacej mnozonej przez wspélczynnik
bezpieczenstwa z uwagi na pekanie j,

4.5)

Y P
4.6 =N _Jelo
(4.6) To F, ~ 2F;sing’
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Wprowadzimy nowe oznaczenie

@) b= ET
(m+1)Ajg' P

Wtedy (4.5) zapiszemy krétko

{4.8) tew = B Fi'sin" .

Ze zwiazku (4.8) obliczymy F, i wprowadzimy do (4.1); otrzymamy wyraZenie na obje-
tosé

Lok \m 1+tg2¢_
{4.9) V= V(p, F,) —Za[( ﬂ) T +F, .

Poszukujemy minimum tej funkcji z warunkiem pobocznym (4.4). Rugowanie warunku
pobocznego uzyskamy przez stosowna parametryzacie. Wprowadzamy mianowicie bez-
wymiarowy parametr:

nlE
2P0.i\v £a2
i wstawiamy go do (4.4), skad obliczamy tge

4.10) u = Fitgp—1

S
4.11) gy = —— 2@
n—o—1

(w+Du

gdzie stata .S jest okre§lona wzorem

2028 | a *
i ma znaczenie bezwymiarowej sity.
Wstawiamy tge okre§lony wzorem (4.11) i obliczony przekrdj F, z (4.10) do wyra-

P ] .TEZ n 2(a+1) 2 ntotl 2
(4'12) . S= *0. w [ ]n —a~-1 [A(a+1)]"_a_l E?I—-d—l ! n—o—1

1/m
Zenia na objetosé (4.9); dzielimy réwnanie przez 2a( i ) i otrzymujemy bezwymlaro-
1

wa objetoé

. . 2@+1) 52 1
(4.13) V="V(S,u) = u+Du" I Bt Fremnyuliy Freud
(u + 1)2u n—a—1 Bun—a—l_
gdzie B jest pewna stala, zaleZna od stalych materiatowych i czasu pracy konstrukcji,
okreslona nastepujaco:

En a+1 1 1 1 +i
(414) B = [ a ]zz+l —n [A(a+1)]a+1—n [Al(m+1)]m t*a+1—n,ﬂm .

Poszukujemy teraz minimum objetoci ¥ jako funkcji jednej zmiennej u bez warunku
poboc_znego

4.15) &7 o,
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co prowadzi do réwnania

[J_ + —‘lla:+i" (a+1)(u+1)+u(n_a__l) ]
B 2@+ )+ ) tu(r—a—1) |

1
(4.16) S2 = (u+1)2—T(;m
at1—n
U

Ogdlne rozwigzanie réwnania (4.16) ze wzgledu na poszukiwany paramelr u nie jest
mozliwe. Wyniki przedstawimy jednak graficznie, dysponujac funkcja odwrotna S = S(u).

Sk
A
4
2k © g
(P
1 —
‘ I l | | | -
o 3 a4 08 08 10 T,
Rys. 4.
oA
w00
80° |-
700
600 U
B=1
50° B=2
B=10
| | T .
0 10 15 20 S

Rys. 5.
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Zaleznoéé S = S(u) dla ustalonej wartosci parametru B ujgto na rys. 4. Zalezno§é ¢ =
= @(S) dla ustalonego parametru B przedstawiono na rys. 5. Zalezno$¢ ¢ = ¢(S) jest
zaleznoécia optymalnego kata ¢ w funkcji parametru S dla ustalonego B. Wykresy wy-
konano dla n = 32, 8; o = 9,52 (tablica 1).

5. Optymalne ksztaltowanie tréjpretowego, symetrycznego, statycznie wyznaczalnego ukladu kratowego,
przedstawionego na rys. 6

Obecnie zajmiemy si¢ optymalnym ksztattowaniem kratownicy, oméwionej w rozdz. 4,
ale poddanej dziataniu sit o przeciwnym zwrocie. Tym razem pret poziomy jest rozciaga-
ny, a prety uko$ne — $ciskane. Podobnie jak w poprzednio rozpatrywanym problemie,

Rys. 6.

postaramy sig okresli¢ optymalny kat ¢, tj. taki, ktéry zapewni minimum objetosci kra-
townicy ¥ przy danej sile P, i danym czasie pracy konstrukcji ¢,. Sily dzialajace w pre-
tach kratownicy zapiszemy

P P
5.1 =2 = o
(5.1) Ny 3 ctgp, N, Zsing
Objetodé kratownicy okreéli tu wzor '
a
5.2 = .
5.2 V = 2F, cosp fZFla
Sita eulerowska i sita podiuzna w precie (przy wspélczynniku bezpieczenstwa j,,) wyrazaja
sig tutaj wzorem .
n?EF? JwPo
53 P = LR = Te——_
. (5.3) E &a® cos'gs P 2singp

Tok obliczer jest podobny, jak w przypadku poprzednim. Wzdr na czas pracy kratownicy
(2.9) bedzie miat postaé

1 -L]“H[ 2n*E F%Sin¢cbsz(p_l]u+l‘[2Fzsin‘P]n—a_l

54 ¢, = VICES))

R En Eazijo ijO
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W przypadku preta rozcigganego wykorzystamy wzor (2.11), w ktérym ¢, wyrazi si¢
nastepujaco:

_ ijl ijO
(5.5) 0o = 1;'1 21—v ct

Po obliczeniu F; z (2.11) i wprowadzeniu do (5.2) otrzymujemy wyrazenie na objgtos§é
kratownicy

(5.6) V= V(¢,F2)—2a[( ﬁl)"'_ctgw f ]

cos

Poszukujemy minimum tej funkeji z warunkiem pobocznym (5.4). Wprowadzimy, po-
dobnie jak poprzednio, bezwymiarowy parametr
2nF

2 -
5.7 u= Ea—ZJ}..ITO-FZ sinpcos*p—1,

uzyskujac w ten sposob wyrugowanie warunku pobocznego.
W dalszym ciagu obliczamy F, z (5.7), wprowadzamy obliczone F, = F,(u, q)) oraz u
okre§lone zwiazkiem (5.7) do wyrazenia (5.4) i otrzymujemy réwnanie

sinp 4S8

o sy~ e
(u+u

Z réwnania (5.8) mozemy obliczy¢ sing jako funkcje Si u

2(a+1)

n—-co—1

. . u+Du 6452
(5.9) sing = —— g I+ oz —!
n—a—1
u (u+1)?

1/m
Réwnanie (5.6) dzielimy stronami przez Za( 3 ) i do niego wprowadzamy (5.9), otrzy-
1

mujac ostatecznie wyraZenie na bezwymiarowa objgto$é 1%

- ' : u+l 1=sinZ0
(5.10) 7 1_ .1/u+1.__+]/1 ‘suup’
2BYS (1—sin%p)}/sing sing
gdzie sing okreflony jest przez (5.9), a S 1 B podane sg przez (4.12) i (4.14).
Poszukujemy minimum objetosci 1% juz jako funkcji (ztozonej) tylko Jednej zmiennej,

V="V, (p(u)/l 0.
Otrzymujemy w konsekwencji réwnanie:
B =
sa (a+1)(u+1) Cmen2y (n—o—1Du a2
S D a D Rt D S g D F (e D )
. a+1 -y
n—oa—1

u (1—sinp)
w ktorym sing okre§lony jest przez (5.9).
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Podobnie, jak poprzednio, réwnanie to nie daje sig rozwiazaé¢ wzgledem u, lecz ko-
rzystajac z funkcji odwrotnej wzgledem poszukiwanej sporzadzono wykresy: S = S(u),
rys. 7i¢@ = @(S), rys. 8.

Obliczenia wykonano, podobnie jak poprzednio dla n = 32,8; « = 9,52. Zaleznoéé
@ = @(S) dla ustalonego B jest zaleznodcia optymalna kata ¢ w funkcji parametru S.

QV

00~

o ||
Nl
I R S

60°1—

500

4°
30°
26%3'54"F.
20°|-

109 |-

Rys. 8.
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6. Optymalne ksztaltowanie dwupretowego, statycznie wyznaczalnego uldadu kratowego, przedstawionego-
na rys. 9

Odlegloé¢ a przyjmiemy za ustalona, optymalne ksztaltowanie sprowadza sie do do-
boru katéw ¢ i g oraz powierzchni przekrojéw F; i F,. Problem jest o tyle trudniejszy od
poprzednio rozwazonych, ze uklad nie jest symetryczny i mamy tu o jednaTniewiadoma.

RN

OANUNANNN

AR
Q

-

Rys. 9.

wigcej (ksztaltowanie parametryczne o dwéch stopniach swobody). Postaramy sie¢ okreli¢
optymalne katy ¢ i ¢, takie, ktére zapewnia minimum objeto$ci kratownicy ¥ przy danej
sile Py i danym czasie pracy konstrukcji ¢,. Sity podiuzne w pretach kratownicy wyrazaja
si¢ nastepujaco:

_ PO _ PO
6.1) Ny = sinp(ctgp +ctgy)’ N, = siny(ctgp +ctgy)
Objetosé ¥ mozna wyrazi¢ wzorem
a a
(6.2) V= Fige R

Sitg eulerowska i site podtuzng w precie (przy wspdtczynniku bezpieczenistwa j,) zapiszemy
nastepujaco:

TCZEF% . . . _ jw Po

TEgz OYs P=julo = siny(ctgp+otgy)

Podobnie jak poprzednio, wprowadzimy (6.3) do (2.9) i czas pracy konstrukeji zwigzany
z wyboczeniem petzajacym pretéw Sciskanych zapiszemy

(6.3) Py =

1 a \*"  m2E
6. = |- T FZsinlw(ct
R N (CTS) (En) [jwpofaz Fasin'y(ctgp+

at+1 . neo—1
F, tgo-ct
+Ctgw)_1] [ siny(cigp g«/))] )
.]w-PO

W przypadku preta rozcigganego aktualny jest wzér (2.11), ale o, wyraza si¢ teraz przez

_ ey _ JuPo
F, Fysing(ctgp+ctgy)

(6.5) 6o
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Obliczone F; z (2.11) wprowadzamy do (6.2):
1
Lix | 1 Fy | _ v
(©0) V= [2( B ) sCp(cigp totgy) | sinp @ F2).

Poszukujemy minimum tej funkeji trzech zmiennych z jednym warunkiem pobocznym
{6.4). Podobnie jak poprzednio, wprowadzimy bezwymiarowy parametr u:

w2 EF3sin®y (ctgp +ctgy)
a%ﬁvl)og

1z (6.7) obliczamy F,, a nastgpnie obliczone F, i (6.7) wstawiamy do (6.4) otrzymujac

zwiagzek

6.7) —1

P2+ 1)
. n—-a~1
63) siny _u u+1) ,
ctgp+ctgy 8S

w ktérym S podane jest przez (4.12).
Obliczony przekrdj F, z (6.7) wstawiamy do (6.6) i po podzieleniu réwnania przez

1
1,
a( /;‘* ) " otrzymujemy bezwym1arowa objeto§é kratownicy ¥
1

_ 2 1 1 u+1
. =Vp,p,u) = = o si i )
6.9 vV (p, v, ) sinp(ctgp +ctgy) + BY/2S sin*y ]/ siny(ctgp +ctgy)

Roéwnanie (6.8) pozwala obliczyé sing i ctge jako funkcje v i u, a wigc wyrugowaé @;
po wprowadzeniu obliczonych z (6.8) sing i ctgp do (6.9) otrzymujemy V= V(u, P):

a+l

. FoaeT [ _a+l
~ 16Ssin (u+Du n—a-1 1
(610) V = —%_4“@/)4_—45‘)81#3;0[ +§‘:|
n—a—1
w+1u

Poszukujemy V = V., przy czym ¥ jest teraz funkcja dwu zmiennych niezaleznych Y
1 u. Obliczamy zatem

av av
w0 WY
co zapiszemy nastgpujaco:
a+1
16Scos 4 (u+1) B =
P : u u noes Cos’/’
A1 —-
(6.11) ji“a*_ll) sin?y 4S | ]( sm v 0,

u+1)u

2(a+1) 2@+1) 2(a+1)
(6.12)  16Ssinyp(—1)[u"*"! (u+1)]"2 [Z(OH_I) (w+Du"?! +u"‘“_1] +

1 a1 ni:jl -1 nj:-il ni:—ll 1
+ 4Ssin31p{[n—ot—l -+ Du T ! BT

a+1

+u "t

a+ 1

a+1 um'l} _o.
n—a—1
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Réwnanie (6.12) pozwala wyrazi¢ sin*p jako funkcje zmiennej u, parametréw Si B
a4+l

T—a—1 i2(a+ a

(w+Du™ ! [ P L1 el (a4 D@+ D)+ (—a—1)u ]”2

8S B 200+ D@+ D)+ (—a—Du

(6.13) sin’*y =

Rownania (6.12) i (6.13) pozwalaja okre§li¢ parametr smukto$ci S i funkcje kata y jako
funkcje zmiennej » 1 parametru B

_ 4(WU?-2Z)?
(6.14) S(u, B) = WOZ—Z)— 1607
. 16U*
(6.15) siny = 1= o 7y
w ktérych U, Wi Z okre§lane sa nastepujaco:
a1
n—a—1 | 2{(e+1) a1 o 12
U = U, B) = 4+ D lu,,_a_l 41 et @D @t)+@—o=Du |
8 B 2@+ @+ +m—a—Du
(6.16) " : W= Wu = %’
@+Du" 1t
a1
Bun—a—l (u+1) a1 l ]
Z=2W,B) = -——— " {y"t o,
(u, B) 4 u +_B

Sa to wielkoéci state, zalezne od statych materiatowych i geometrii ukiadu.

4 Moechanika Teoretyczna 3/74
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Zwiazek pomiedzy katem ¢ i ¢ podany jest przez (6.8). Na podstawie uzyskanych
wzoréw i zaleznoéei sporzadzono wykresy: S = S(u) przy ustalonej wartoéci parametru
B (rys. 10) oraz ¢ = ¢(S) iy = y(S) tez przy ustalonej wartosci B (rys. 11).

owk
-
ap°
B=10
o
60 -
== B=1
400 ~~~~~~~~~~~~~~~~~~ H=7
~57-
209 —E—;ﬁr

oy

Rys. 11. )

Uzyskane wartoéci ¢ i » w funkcji smukloéci S dla ustalonego parametru B sg war-
tofciami optymalnymi. Na podstawie obliczei i wykresu (rys. 11) zauwazamy, ze dla
matych smuklosci S optymalny kat » zmierza bardzo szybko do 90°, a optymalny kat ¢
do 0. Ze wzrostem smukloéci kat » maleje, a kat ¢ roénie.

8. Uwagi koncowe

Rozpatrzone uklady kratowe sa najprostsze z mozliwych. Stanowi¢ moga jednak
podstawe do optymalnego ksztattowania z uwzglednieniem pelzania bardziej ztoZonych
uktadéw kratowych. Mozna przypuszczaé, iz otrzymamy bardziej skomplikowane réw-
nania, ktérych rozwiazanie bedzie wymagato stosowania metod numerycznych.

Analize otrzymanych wynikéw mozna przeprowadzi¢ na drodze pordwnania opty-
malnych wartoSci katéw w funkcji parametru smuklosci w przypadku, gdy dany uklad
kratowy jest ksztaltowany w warunkach wyboczenia sprezysto-plastycznego [23] i w wa-
runkach wyboczenia pelzajacego przy wykorzystaniu teorii pelzania KEMPNERA-HOFFA
[30] i przy wykorzystaniu «teorii wzmocnieniay.

I tak w przypadku najprostszego, dwupretowego ukladu kratowego, przedstawionego
na rys. 1, optymalny kat ¢ w przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia pelza-
jacego przy wykorzystaniu «teorii wzmocnienia» rys. 2, zawiera sie w granicach

26°33'54" £ p < 35°15'52" (Norton).
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W przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia pelzajacego przy wykorzystaniu
teorii KeMPNERA-HOFFA (rys. 3 [30]) optymalny kat ¢ zawiera sie w przedziale
0 < ¢ < 35°15'52”,

a w przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia sprezysto-plastycznego (rys. 3
[23)
26°33'54" < @ < 45°,

Z powyzszego poréwnania wynika, Zze dolne ograniczenie kata ¢ jest to samo w przy-
-padku ksztaltowania w warunkach wyboczenia sprezysto-plastycznego i w warunkach
wyboczenia pelzajacego typu RABOTNOWA-SZESTIERIKOWA, natomiast gorne ogranicze-
nie kata ¢ jest to samo w przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia pelzajq-
cego obu typow.

Celem dokfadnego pordwnania otrzymanych wynikéw wykonano w przypadku naj-
prostszego ukladu kratowego obliczenia numeryczne.

Przyjeto nastgpujace dane: Py = 40 000 kG; j,, = 1,5; & = 10 (przekrdj dwuteowy);
n=04; y=28,94-10° kG/m*®; E=12400-10° kG/m?; a=7 m; V=04 m?
0 = 3,5kG/m® (granica plastycznosci).

Wartoéci parametru f = 0,146, n = 3, o = 0 odpowiada optymalny kat ¢ = 32°30;
wartofciom parametrow g; = 0,172 1 1 = 0,146 odpowiada optymalny kat ¢ = 26°
(wzory (3.12) i (3.13), rys. 5. [30]), i wartodci 4 = 0,815 (wzor (3.11) str. 354 [23]) odpo-

wiada optymalny kat ¢ =2 31°50° (rys. 3, str. 355 [23])..

' Podobna analizg uzyskanych wynikéw mozna by przeprowadzié w przypadku pozosta-
tych uktadéw kratowych w przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia sprezysto-
plastycznego i w warunkach wyboczenia pelzajacego typu RABOTNOWA-SZESTIERIKOWA.
W przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia pelzajacego typu KEMPNERA-
Horra [30] dla dalszych typéw ustrojéw kratowych nie przeprowadzono obliczen nume-
ryczuych ze wzgledu na trudnoéci matematyczne jakie napotykamy przy rozwigzywaniu
réwnat,
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Pesome
OIITHUMAIJIBHOE KOHCTPYUPOBAHUE PEPM PABOTAIOIIMX B YCJIOBHAX
TIONIBYUECTH B OTHECEHUM K TEOPUM ITPOITOJIBHOI'O U3TUEBA
PABOTHOBA-IIECTEPHMKOBA

B pafore paccmarpuBaerca onrumasibHOE KOHCTPYHpOBaHUE (hepM paGOTAIOMMX B YCIOBHAX ION3Y-

uecti. OnpepeneHa ONTHMANLHAS KOHGMHIYPAUMS YeThIpeX NPOCThIX (GepM, NPUBEACHHBLIX HA pHC. 1,
3, 6 u 9. B xauecTBe KPUTEPUA ONTHUMHUSAIMMA NPHHAT MUHHMATLHBIN 06BEM (epmpr. I[N CKUMAEMBIX
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cTepycHell KpaeBble YCIIOBHsA ChOPMYNHMPOBAHLI HA OCHOBE TEOPHM IPOMOJIGHOTO M3ruba MOoJN3yYecTH
Pa6orHopa-lllecTeprKoBa, a B PACTATMBAEMBIX CTEPIKHEH Ha OCHOBE TEODHWM DPACTPECKMBAHHA MpH
nonsyuecrn (Kavanop). [luarpamma NOKashIBaeT 3aBHCUMOCTH ONMTHMAJIBHONO yria ¢ B (yHrumn 6es-
pa3MEpPHOro ioachpuumenra rubioctH S. Bbrumchenns npoBefeHs! it npocTediiued depmul. Pesyns-
TaTh] CPABHEHD! C TIOTYYEHHBIMH TIPENIE I TPOJOJLHOr0 YIPYro-MiacTHyecioro usruba B padore [22]
# TPOJIOJIBHOrO M3THBa TpH OJI3YYeCTH Ha OCHOBE Teopuu Kemmuepa-Todipa (pabora [29]).

Summary

OPTIMAL DESIGN OF TRUSS STRUCTURES IN CREEP CONDITIONS WITH REFERENCE TO
THE RABOTNOW-SHESTERIKOW THEORY OF BUCKLING

In this paper are considered the optimal truss structures under the conditions of creep. Optimal con-
figurations are determined for the four simple trusses (see Fig. 1, 3, 6 and 9). Minimal volume of the truss
structures is taken as the criterion,

For the compression bars the constraint is given on the basis of the creep buckling theory. The Ka-
chanow theory of creep rupture is used for bars in tension. The results are represented in the form of dia-
grams showing the optimal apgle p in terms of the dimensionless slenderness coefficient. Numerical cal-
culations are given for the simplest lattice structure. Results are compared with the results of papers [22]
concerning elastic-plastic buckling and of [29], concerning the creep buckling on the basis of the Kempner—
Hoff theory.

INSTYTUT MECHANIKI I PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 lipca 1973 r.



