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OPTYMALN E  KSZTAŁTOWANI E  U STROJÓW  KRATOWYCH  W  WARUNKACH  PEŁZANIA

W  NAWIĄ ZANIU  D O TEORII   WYBOCZENIA  RABOTNOWA- SZESTIERIKOWA

RENATA  W O J D AN O W S KA  (KRAKÓW)

1.  Uwagi  wstę pne

W  ustrojach  kratowych  moż na  uzyskać  bardzo  wysoki  stopień  wykorzystania ma-
teriału z punktu  widzenia  wytrzymałoś ciowego.  Moż na  przede  wszystkim, na drodze  od-
powiedniego  doboru  przekroju  poszczególnych  prę tów  dla każ dej  z  góry  zadanej  kon-
figuracji  kratownicy  i zadanych  stał ych obcią ż eń  skupionych  w wę złach, uzyskać  jednako-
we  naprę ż enia w prę tach  (kratownica  równej  wytrzymałoś ci).  Ponadto,  na drodze  doboru
konfiguracji  moż na  spoś ród  kratownic  równej  wytrzymałoś ci  wybrać  konstrukcję  naj-
lż ejszą.  Problem  taki  został   sformułowany  już  w  1904  r. przez  MICHELLA  [12]. HEGEMIER
i  PRAGER  [4] wykazali, że kratownice  MICHELLA  wykazują   jednocześ nie  najwię kszą   sztyw-
ność  przy  ustalonym  peł zaniu.  Przegląd  problematyki  optymalnego  kształ towania kra-
townic  podają   prace  WASIUTYŃ SKIEGO i  BRANDTA  [22],  REJTMANA  i  SZAPIRO  [17]  oraz

SHEU i  PRAGER A  [20].

Warunek  wytrzymałoś ciowy  nie jest  jednak  z reguły  jedynym  warunkiem  pobocznym
przy problemie kształ towania ustrojów  kratowych.  Ś ciskane prę ty kratownicy mogą   bowiem
podlegać  utracie  statecznoś ci  i  odpowiednie  warunki  powinny  również  być brane pod
uwagę.  Uję cie  takie  zapoczą tkował   KIRSTE  [9],  [10],  który  okreś lił   optymalny  kształt
kilku  prostych ukł adów kratowych  w nawią zaniu  do wzorów  Eulera i Johnsona- Ostenfelda
dla  prę tów  ś ciskanych.  Obszerniejsza  praca  WOJDANOWSKIEJ- ZAJĄC  i Ż YCZKOWSKIEGO

[23]  dotyczyła  kształ towania  w  zakresie  sprę ż ystym  i  sprę ż ysto- plastycznym  w  nawią za-
niu  do wzorów  Ylinena,  zezwalają cych  na jednolite  uję cie  całego badanego  zakresu.  Auto-
rami  dalszych  prac  są   ACHMADALIE W  [1] (numeryczne  metody  obliczeń ),  FIEDOROW [2]
(uwzglę dnienie  wstę pnego  sprę ż enia),  RADCIG  i  ARSŁAMOW  [15],  RAJEWSKIJ  [16],  SCHMIT

i  MORROW  [21].  Optymalne  kształ towanie  kratownic  przy  uwzglę dnieniu  warunków sta-
tecznoś ci  znalazło zastosowanie  np.  przy  projektowaniu  słupów  lini i  wysokiego  napię cia
(MARTIN I  [11]).  Ogólną   problematykę   optymalnego  kształ towania  przy  uwzglę dnieniu
warunków  statecznoś ci  omawia  praca  Ż YCZKOWSKIEGO  [27].

W  przypadku  konstrukcji  pracują cych  w  podwyż szonej  temperaturze  lub w  przy-
padku  konstrukcji  wykonanych  z  materiał ów,  wykazują cych  własnoś ci  reologiczne już
w  temperaturze  pokojowej,  niezbę dne  jest  uwzglę dnienie  tych  własnoś ci  przy  optymal-
nym  kształ towaniu.  Klasyfikację   problematyki  optymalnego  kształ towania  w  reologii
i  kilka  prostych  przykł adów  kształ towania  podaje  praca  Ż YCZKOWSKIEGO  [26];  istotne
róż nice  w  stosunku  do optymalizacji  w  zakresie  sprę ż ystym  lub  sprę ż ysto- plastycznym
polegają   tu na odmiennym  sformułowaniu  warunków  pobocznych.  Dla  elementów  roz-
cią ganych  muszą   to być z reguły  warunki  zabezpieczają ce  przed  pę kaniem w warunkach
peł zania, natomiast  dla elementów  ś ciskanych — warunki  zabezpieczają ce  przed  wybocze-
niem  pełzają cym.  Istnieją   obecnie  dość  liczne  teorie  zarówno  zniszczenia  przy  pełzaniu
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(zniszczenie  cią gliwe,  kruche  pę kanie, model  kombinowany),  jak  i  wyboczenia  pełzają ce-
go,  tak  że  problematyka  optymalnego  kształ towania  w  reologii  jest  niezwykle  bogata.
Szczegółowych  rozwią zań  i  ich  wdroż eń  do  zagadnień  przemysłowych  jak  dotąd  jest
bardzo  niewiele.

N a  zjawisko  wyboczenia  pełzają cego  zwrócono  uwagę   po  raz  pierwszy  w  1946  r.
w  niemal  jednocześ nie  opublikowanych  pracach  FREUDENTHALA  [3],  RŻ ANICYNA  [19]
i  ROSSA  [18].  Przegląd  prac  nad  wyboczeniem  pełzają cym  podają   H U LT  [6],  H OFF  [5]
i  Ż YCZKOWSKI   [25].  Dwa  zasadnicze  kierunki  teorii  wyboczenia  pełzają cego  przyjmują
za  kryterium  nieograniczony  wzrost  ugięć  lub  prę dkoś ci  ugięć  prę ta pierwotnie  słabo  za-
krzywionego  (KEMPNER- HOFF) oraz  utratę   statecznoś ci  prę ta  prostego,  którego  własnoś ci
zmieniają   się   w  czasie  w  wyniku  pełzania  (RABOTNOW- SZESTIERTKOW).

W  obecnej  pracy  okreś limy  optymalne  konfiguracje  kilku  prostych  ustrojów  krato-
wych  przy  uwzglę dnieniu  Teologicznych  własnoś ci  materiał u.  Bę dą   to  ustroje,  których
kształ towanie w  zakresie  sprę ż ysto- plastycznym  omówiono  w  pracy  [23], a  kształ towanie
w warunkach wyboczenia  pełzają cego przy wykorzystaniu  teorii Kempnera- Hoffa  —  w pra-
cy  [30].  Jako  kryterium  kształ towania  przyjmiemy,  jak  zwykle,  minimalną   obję tość  (mi-
nimalny  cię ż ar)  kratownicy.  Warunki  poboczne  dla  prę tów  ś ciskanych  bę dą   warunkami
statecznoś ci w nawią zaniu do teorii  RABOTNOWA- SZESTIERIKOWA  [14], natomiast dla prę tów
rozcią ganych — warunkami  wytrzymałoś ciowymi  w  nawią zaniu  do  teorii  kruchego  pę ka-
nia przy  pełzaniu, sformułowanej  przez  KACZANOWA  [7, 8]. Przyjmiemy  przy  tym  pewien
ustalony  czas pracy  konstrukcji,  w  zasadzie jednakowy  zarówno  dla prę tów  rozcią ganych,
jak  i  ś ciskanych;  rozróż nienie  tych  czasów  nie  stworzyłoby  istotnych  trudnoś ci.  Przy
efektywnym  przeprowadzaniu  optymalizacji  bę dziemy  przy  tym z reguły korzystali  ze sfor-
mułowania  dualnego,  prowadzą cego  do  prostych  obliczeń;  bę dziemy  mianowicie  szukali
kresu  górnego  czasu  pracy  konstrukcji  przy  jej  ustalonej  obję toś ci  i  przy „przyję tych  wa-
runkach pobocznych  (wytrzymałoś ci  i statecznoś ci).

Oprócz  optymalizacji  konfiguracji  kratownicy  moż na  sformułować  problem  optymal-
nej  zmiennoś ci  przekroju  poszczególnych  prę tów.  D la  prę tów  rozcią ganych  optymalny
jest  tu  zawsze  stały  przekrój  (prę ty  pryzmatyczne),  natomiast  optymalne  prę ty  ś ciskane,
naraż one  na  wyboczenie,  są   z  reguły  prę tami  niepryzmatycznymi.  Problem  taki  był   roz-
waż any  w  pracy  Ż YCZKOWSKIEGO  i  WOJDANOWSKIEJ- ZAJĄC  [23].  W  obecnej  pracy  ogra-
niczymy  się ,  dla  uproszczenia,  do  rozpatrywania  wył ą cznie  prę tów  pryzmatycznych  o  za-
danym kształcie przekroju  poprzecznego.

2.  Sformułowanie  warunków  pobocznych  optymalizacji

RABOTNOW  i  SZESTIERIKOW  [14]  badają   stateczność  prę ta  ś ciskanego,  wykonanego
z materiału  podlegają cego  równaniu  stanu  o postaci  ogólnej

(2.1)  $(p,p,  a)  =  0,

gdzie

(2.2)  p =  e- ~

oznacza  odkształcenie  niesprę ż yste,  kropki  u  góry  —  róż niczkowanie  wzglę dem  czasu  /.
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Naprę ż enia  i  odkształcenia  przy  ś ciskaniu  przyję to  tu  za  dodatnie. Autorzy  ograniczają
się  przy  tym do nastę pują cej  formy  funkcji  0

(2.3)  0  = pp"- Aa" =  0,

gdzie  A, n i a są   stałymi materiałowymi, zależ nymi  od temperatury.
Przy czystym  ś ciskaniu,  gdy  a  =  const, po scałkowaniu równania  (2.3) i  uwzglę dnieniu

warunku  począ tkowego  a  = Ee, czyli p  =  0 dla  t  = 0  otrzymujemy
1  1  n  ffl

(2.4)  p  -   (  " 5 + r " + 1 V = + r ' + 1

W  dalszym  cią gu  bada  się   moż liwość  istnienia  równowagi  w  położ eniu  są siednim,
nieskoń czenie mało wychylonym.  RABOTNOW- SZESTIERIKOW stosowali  w pracy  [14] ogólne
kinetyczne kryterium  statecznoś ci, które jednak  w  efekcie  koń cowym  sprowadziło  się   do
kryterium  statycznego.  Zmiany  (wariacje)  naprę ż eń  i  niesprę ż ystych  odkształceń moż na
powią zać  wynikają cym  z  (2.1) równaniem

(2.5)  Ua+/ udp+vdp  =  0,

gdzie

,  80  80  80
(2.6)  A =  - 5 —,  ft  =  - z—,  V  =  —TT- .

da  dp   dp

Wyraż ając  p  w  funkcji  o  i s,  po wykorzystaniu  hipotezy płaskich przekrojów  Bernoulliego,
e  =   nz,  pomnoż eniu  przez  z  i  scałkowaniu  tego  równania  po  powierzchni  przekroju  F
otrzymuje  się

(2.7)  (EX- fj)M~vM+EĄ nH+vk)  =  0.

Warunkiem  równowagi  w  położ eniu są siednim  jest  M  =  k  = 0;  przy  uwzglę dnieniu  wa-
runków  brzegowych  swobodnego  podparcia  prę ta  po  scałkowaniu  równania  (2.7) wzglę-
dem zmiennej x,  otrzymuje  się   ostatecznie  zwią zek

(2.8)  4~ =   l- ^r,

i "

gdzie PE  oznacza sił ę  eulerowską   dla prę ta. Współczynniki  A i \ i należy tu obliczyć ze wzo-
rów  (2.6). Równanie  (2.8)  z podstawieniem  (2.3) oraz  podstawieniem  t  — tę ,  (/* oznacza
czas  utraty  statecznoś ci  prę ta)  okreś la  zwią zek  mię dzy  siłą   P,  a  czasem  /#•  Nie daje  się
on  efektywnie  rozwią zać  z  uwagi  na  P  (bowiem  A  i  fi  zależą   również  od  P  poprzez  a  =
=   P/ F), natomiast daje  się   rozwią zać  wzglę dem  tę :

t
nPE  \  \T

Wzór  ten przy  podstawieniu  P  = Njw,  gdzie N  oznacza siłę  podłuż ną  w  ś ciskanym  prę cie
kratownicy,  a  j w —  stopień  bezpieczeń stwa  z  uwagi  na  wyboczenie,  bę dzie  stanowił   za-
sadniczy  warunek  poboczny  dla  prę tów  ś ciskanych  przy  optymalizacji;  w  sformułowaniu
dualnym bę dziemy  poszukiwali  maksimum  t#  przy  ustalonej  obję toś ci  kratownicy  V.

KACZANÓW  [7],  [8] proces  zniszczenia  prę ta  naraż onego  na  rozcią ganie  w  warunkach
pełzania  rozpatruje  jako  proces  rozprzestrzeniania  się   mikroszczelin,  powstają cych  na  tle
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rosną cych  odkształceń pełzania. Wprowadza  pewną   funkcję   skalarową   Q  =  F/ Fo,  gdzie
F  oznacza  aktualnie  pracują cy  przekrój,  Q  =  1 w  momencie  począ tkowym,  funkcja  ta
z upływem czasu maleje  i w momencie kruchego zniszczenia Q  — 0.

Podstawą   teorii  KACZANOWA  jest hipoteza, iż zmiana  tej  funkcji  w  czasie  opisana jest
równaniem

(2.10) A

dt  Al\Q
w którym ^ 4 1 > 0 i m > 0  — pewne stałe.
W wyniku  całkowania powyż szego równania przy  a  =  const, oraz warunku  począ tkowym:
Q  =  1, F  =  F o , KACZANÓW otrzymał  wyraż enie  na czas zniszczenia  kruchego

(2.11)  tm  =   7

p

gdzie  ff0  =  —- .

Czas  wyraż ony  wzorem  (2.11)  przyjmiemy  za  czas  zniszczenia  rozcią ganych  prę tów
układu  kratowego,  a  wię c  za  odpowiedni  warunek  poboczny  przy  probiernie  kształ to-

wania.
W  dalszym  cią gu  pracy  przyjmiemy,  że  oba  czasy  t%  i  / **  są   sobie  równe  i  okreś lają

czas  pracy  całej  konstrukcji,  gdyż  projektowanie  poszczególnych  elementów  na  róż ne
czasy  wydawałoby  się  nieuzasadnione.

3.  Optymalne  kształ towanie ustroju  kratowego,  statycznie  wyznaczalnego,  dwuprę towego, przedstawionego
na  rys.  1

Rozstęp  podpór  2a  przyję to  za  ustalony;  poszukiwać  bę dziemy  optymalnego  ką ta (p
w  funkcji  pewnego  parametru  smukłoś ci  ustroju  kratowego  /?. Sformułowanie  problemu
«wprost»  polega  na  poszukiwaniu  takiego  ką ta  y,  który  zapewnia  minimum  obję toś ci

Rys.  1.

kratownicy  przy  danej  sile  Po  i  danym  czasie  pracy  konstrukcji  t*   (czasie,  po  upływie
którego  siła PQ  wywołałaby  utratę  statecznoś ci konstrukcji).  Moż liwe  są   tu  dwa sformuło-
wania  dualne: poszukiwanie  maksymalnego  czasu  t*   przy  danej  obję toś ci  Vi  przy  danej
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sile  Po  lub  poszukiwanie  maksimum  siły  Po  przy  danej  obję toś ci  V  i  danym  czasie  tn.
Pierwsze z tych sformułowań  dualnych  okazuje  się   najprostsze  i  wykorzystamy  je  w  ni-
niejszym  paragrafie.  Wzór  na siłę  P w danym przypadku ma postać

I  J .  1  J  •*  JW  •*  '  r\   •   3

obję tość ustroju  kratowego  wyrazi  się  wzorem

(3.2)  V=2Fl  =  2F~—,v  '  cos <p
ską d

(3.3)  F=^Ź T~-

Siła eulerowska  przy  uwzglę dnieniu  wzoru  (3.3) wyrazi  się  nastę pują co:

(3.4)  PE  = 2I 2  4 |a

F2

gdzie  $ ss —— jest  bezwymiarowym  współczynnikiem  kształ tu  przekroju.  Podstawiając
J

(3.2) i  (3.3) do wyraż enia  na czas pracy konstrukcji  (2.9)  otrzymujemy

o s>  hPo  ~T+ 1

/   jwpo  \ "  \  2a

\   2shi(p j

Dla uproszczenia zapisu  zwią zku  (3.5) wprowadzimy oznaczenia

i  wtedy  (3.5) zapiszemy  nastę pują co:

(3.8)  tę   =  y(l- Psm-1<pcos-4- <py+1sinn<p(cos<p)n+3* +3.

Rozpatrując przedział  zmiennoś ci ką ta cp, 0  <  ę   <  —,  stwierdzamy, ż e/^(O) = M - y)  = 0
2  \  2 /

oraz  tif >  0;  zakładając  zgodnie  z  przyję tym  sformułowaniem  dualnym  jak  najdłuż szy
czas  pracy  konstrukcji,  wykorzystamy  warunek  analitycznego maksimum

(3.9)  4s"  -   0-
flip

Prowadzi on do równania okreś lają cego  optymalny ką t 95 w funkcji  parametru smukłoś ci /S.
Jest  to  dość  złoż one  równanie  trygonometryczne  z  uwagi  na  niewiadomą   <p  =  <p(/?), na-
tomiast z łatwoś cią   okreś limy  funkcję   odwrotną   /? = /?(?>)

(3  1 0)  g  m

sin
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Zależ ność  powyż szą   dla róż nych  współ czynników  n i  a  ilustruje  rys. 2. Współ czynniki
n i  a  zaczerpnię to  z pracy  RABOTNOWA,  Ż UKOWA,  CZU RIKOWA  [24] i  zebrano  w  tablicy  1.

Tablica  1

Temperatura

165°C

200°C

235°C

270°C

Materiał;  miedź

n

46,1
32,8
32,2

19,7

a

14,20
9,52

9,92

7,18

N a  rys.  2 nakreś lono  również  krzywą   /3 =  (i{cp)  dla n = 3 i a = 0. Jest  to przypadek
graniczny, a -» 0; prawo  peł zania (2.3) przechodzi w prawo  N ortona. Teoria  RABOTNOWA-

fc0
n- 3;a- 0  (Norton)
n- 19,7; oc- 7,18
n=32,8;tx- 9,5Z

W"  m°33lSi"3a035V5Z"410

Rys.  2.

50° 60° 70" 80"

SZESTIERIKOWA  nie prowadzi  wtedy  do efektywnych  wyników,  ponieważ  czas  krytyczny
w  każ dym  razie  zmierza do zera.  Tym  niemniej  na drodze  przejś cia  granicznego  moż na
okreś lić  optymalną  graniczną   konfigurację   ustroju  kratowego.

4.  Optymalne  kształ towanie  trójprę towego,  symetrycznego,  statycznie  wyznaczalnego  ustroju  kratowego,
przedstawionego  na rys. 3

Odległość  a, podobnie jak poprzednio,  przyjmiemy  za ustaloną.  W  rozpatrywanym
przypadku  poszukiwać  bę dziemy  takiego  ką ta  y,  który  zapewnia  minimum  obję toś ci
kratownicy,  przy  danej  sile Po i  danym  czasie  pracy  konstrukcji  (czasie, po którym  siła
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Pojw  wywołuje  utratę  statecznoś ci konstrukcji). Przyjmiemy,  że czas t%, po upływie którego
nastę puje  utrata  statecznoś ci  kratownicy  spowodowana  utratą   statecznoś ci  prę ta  nara-
ż onego  na  wyboczenie  jest  równy  czasowi  t^,  po  którym  nastą pi  kruche  pę knię cie prę -
tów  naraż onych na  rozcią ganie.

a

Obję tość  kratownicy  okreś li  tu  wzór

(4.1)  V  =   2F1
cos  g?

+2F2a.

Siły podł uż ne w prę tach kratownicy  są   równe

Po(4.2) Ni- N2  =
~2sin(p  '  2

Wskaź nikiem  „ I " oznaczono wszystkie wielkoś ci  charakteryzują ce  prę ty naraż one na roz-
cią ganie,  a  wskaź nikiem  „ 2" , wielkoś ci  charakretyzują ce  prę ty  naraż one  na  wyboczenie.

Siła  eulerowska  i  siła podł uż na  w  prę cie  (przy  współ czynniku  bezpieczeń stwa  jw)  wy-
raż ają   się   nastę pują co:

(4- 3)  P.- «™

Czas pracy  kratownicy  (2.9) bę dzie  miał   postać

1
|B- a-l

Zajmiemy  się   obecnie  obliczeniami  prę ta  naraż onego  na  rozcią ganie.  Wykorzystamy

wzór  na  czas  zniszczenia  przy  rozcią ganiu  (2.11)  podany  przez  KACZANOWA  [7];

(4.5)

gdzie  m  jest  pewnym  wykł adnikiem  potę gowym;  Ax  —  pewną  stał ą,  ff0  jest naprę ż eniem
w  prę tach  rozcią ganych,  odpowiadają cym  sile  działają cej  mnoż onej  przez  współczynnik
bezpieczeń stwa  z uwagi na pę kanie j p

(4.6) er0  =
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Wprowadzimy  nowe oznaczenie

( 4 7 )

Wtedy  (4.5) zapiszemy  krótko

(4.8)  / «  -   j9i2Tain"c>.

Ze  zwią zku  (4.8)  obliczymy  Ft  i  wprowadzimy  do  (4.1);  otrzymamy  wyraż enie  na  obję-
tość

(4.9)  r

Poszukujemy  minimum tej  funkcji  z  warunkiem  pobocznym  (4.4).  Rugowanie  warunku
pobocznego  uzyskamy  przez  stosowną  parametryzację.  Wprowadzamy  mianowicie  bez-
wymiarowy parametr:

(4.10)  „ £ ^

i wstawiamy  go do  (4.4), skąd  obliczamy  tgcp

gdzie stalą  5 jest okreś lona  wzorem

(4.12)  5 =   - ipI

i  ma znaczenie bezwymiarowej  sił y.
Wstawiamy  tgc?  okreś lony  wzorem  (4.11)  i  obliczony  przekrój  F2  z  (4.10)  do  wyra-

\ llm

1

ż enią  na obję tość  (4.9); dzielimy  równanie przez  2a I - ~-  ]  i  otrzymujemy  bezwymiaro-

wą  obję tość
2(«+:

(4.13)  V =   V(S, u) m (u+l)U*~*~ l

(u +1)2«  Bu

gdzie  B  jest  pewną  stał ą,  zależ ną  od  stał ych  materiał owych  i  czasu  pracy  konstrukcji,
okreś loną  nastę pują co:

(4.14) B =

Poszukujemy  teraz  minimum  obję toś ci  V  jako  funkcji  jednej  zmiennej  u  bez  warunku
pobocznego

<4.15) =  0,
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co prowadzi  do  równania

(4.16)  S>  -   (u+ir- ^[l  +   T «  2T« + l ) ( , +  l ) + H ( n - a - l ) j-

Ogólne  rozwią zanie  równania  (4.16)  ze  wzglę du  na  poszukiwany  parametr  u  nie  jest
moż liwe. Wyniki  przedstawimy  jednak  graficznie,  dysponując  funkcją   odwrotną   S1 =   S(u).

50°

Rys.  4.

0,5

iO  U

Rys.  5.
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Zależ ność  S  =   S(n)  dla  ustalonej  wartoś ci  parametru  B  uję to  na  rys.  4.  Zależ ność  ę   m

—  <p{S) dla  ustalonego  parametru  B  przedstawiono  na  rys.  5.  Zależ ność  g>  -   <p(S) jest
zależ noś cią   optymalnego  ką ta  <p  w  funkcji  parametru  S  dla  ustalonego  B.  Wykresy  wy-
konano dla «  =  32, 8;  a  =  9,52  (tablica  1).

5.  Optymalne  kształ towanie  trójprę towego,  symetrycznego,  statycznie  wyznaczalnego  układu  kratowego,
przedstawionego  na rys. 6

Obecnie zajmiemy  się   optymalnym kształ towaniem kratownicy,  omówionej  w  rozdz. 4,
ale poddanej  działaniu sił  o przeciwnym  zwrocie.  Tym  razem prę t poziomy jest  rozcią ga-
ny,  a  prę ty  ukoś ne —  ś ciskane.  Podobnie jak  w  poprzednio  rozpatrywanym  problemie,

Rys.  6.

postaramy  się   okreś lić  optymalny  ką t  <p,  tj.  taki,  który  zapewni  minimum obję toś ci  kra-
townicy  V przy  danej  sile Po  i  danym  czasie  pracy  konstrukcji  jf#.  Siły  działają ce  w prę -
tach kratownicy  zapiszemy

(5.1)  Nl= =~i

Obję tość  kratownicy  okreś li  tu  wzór

(5.2) V=2F2
cos c>

N2  m

+2Fta.

Siła  eulerowska  i siła podł uż na w  prę cie  (przy współ czynniku bezpieczeń stwa jw)  wyraż ają
się   tutaj  wzorem  v

(5.3)  r, -   **JĘ icOS'r,   P -

Tok  obliczeń jest podobny, jak  w przypadku  poprzednim. Wzór  na czas pracy  kratownicy
(2.9) bę dzie  miał   postać

SJLT •   2  Aa+i\2F2sm<p
o s2 < r - l  —.  •  y

n- a- l



OPTYM ALN E  KSZTAŁTOWAN I E  USTROJÓW  KRATOWYCH 255

W  przypadku  prę ta  rozcią ganego  wykorzystamy  wzór  (2.11),  w  którym  <r0  wyrazi  się

nastę pują co:

(5.5)  *=f- f
Po  obliczeniu  Fy  z  (2.11)  i  wprowadzeniu  do  (5.2)  otrzymujemy  wyraż enie  na  obję tość

kratownicy

Poszukujemy  minimum  tej  funkcji  z  warunkiem  pobocznym  (5.4).  Wprowadzimy,  po-
dobnie jak  poprzednio, bezwymiarowy  parametr

(5.7) u  =

uzyskując  w  ten sposób  wyrugowanie  warunku pobocznego.
W  dalszym  cią gu  obliczamy  F2  z  (5.7), wprowadzamy  obliczone F2  =  F2{u,  <p),  oraz u

okreś lone zwią zkiem  (5.7) do wyraż enia  (5.4) i otrzymujemy  równanie

sino?  4S
rc  o\   2  ==
(p.o;  i  «in2ra  2(a+l) •

Z równania  (5.8) moż emy obliczyć  sin(p jako  funkcje  S  i u

(5.9)  siny  =

/   64S2

1  /   "• (» + ! ) - 1

Równanie  (5.6) dzielimy  stronami przez 2a i do niego wprowadzamy  (5.9), otrzy-

mują c  ostatecznie wyraż enie  na bezwymiarową   obję tość  V

gdzie  sincs  okreś lony jest przez  (5.9), a.  S  i  B  podane są   przez  (4.12)  i  (4.14).
Poszukujemy  minimum obję toś ci  V  już  jako  funkcji  (złoż onej) tylko jednej  zmiennej,

I:~
Otrzymujemy  w konsekwencji  równanie:

.   2  ,

_ _

u  ( l- sin2c>)

w którym sin y  okreś lony jest przez (5.9).
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Podobnie, jak  poprzednio,  równanie  to  nie  daje  się   rozwią zać  wzglę dem  u,  lecz  ko-
rzystając  z  funkcji  odwrotnej  wzglę dem  poszukiwanej  sporzą dzono  wykresy:  S  =   S(u),
rys.  7 i cp  =   <p(S),  rys.  8.

Obliczenia  wykonano,  podobnie  jak  poprzednio  dla  n  =  32,8;  a  =  9,52.  Zależ ność
<p  =  <p(S)  dla  ustalonego  B  jest  zależ noś cią   optymalną   ką ta  ę   w  funkcji  parametru  S.

so

so"

10°

30°
'54"

20°

10°

0,4 0,5

Rys.  8.

B'10

0,8 10  s
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6.  Optymalne  kształ towanie  dwuprę towego,  statycznie  wyznaczalnego  układu  kratowego,  przedstawionego
na  rys.  9

Odległość  a  przyjmiemy  za  ustaloną,  optymalne  kształ towanie  sprowadza  się   do  do-
boru  ką tów  cp  i  f  oraz  powierzchni  przekrojów  Ft  i F2.  Problem jest  o tyle  trudniejszy  od
poprzednio  rozważ onych,  że  ukł ad  nie  jest  symetryczny  i  mamy  tu  o  jedną 'niewiadomą

Rys.  9.

wię cej  (kształ towanie parametryczne  o dwóch  stopniach  swobody).  Postaramy  się   okreś lić
optymalne  ką ty  cp  i  tp, takie,  które  zapewnią   minimum obję toś ci  kratownicy  V przy  danej
sile Po  i  danym czasie  pracy  konstrukcji  tt_. Siły podł uż ne w  prę tach kratownicy  wyraż ają
się   nastę pują co:

xr  •"  O  »r  - *O
1  sin<p(ctg<p+ ctgi/ O'

Obję tość  V moż na wyrazić  wzorem

(6.2)

N,  =

Sił ę  eulerowską   i sił ę  podł uż ną  w prę cie  (przy  współ czynniku bezpieczeń stwa  jw)  zapiszemy

nastę pują co:

(6- 3) PB  = P=jwN2  =

Podobnie jak  poprzednio, wprowadzimy  (6.3)  do  (2.9)  i  czas  pracy  konstrukcji  zwią zany

z wyboczeniem  pełzają cym  prę tów  ś ciskanych  zapiszemy

(6.4)
1

En

a + 1

n- a-1

W  przypadku  prę ta  rozcią ganego  aktualny jest wzór  (2.11),  ale  a0  wyraża  się   teraz  przez.

(6.5) <Tn  =

Fx  sin 9?(ctg cp+ctg^)  '
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Obliczone Fx  z  (2.11) wprowadzamy  do  (6.2):

V  —  a

Poszukujemy  minimum tej  funkcji  trzech zmiennych z jednym  warunkiem  pobocznym
(6.4).  Podobnie  jak  poprzednio,  wprowadzimy  bezwymiarowy  parametr  u:

n2EFisin3y>(ctg(p+ctgip)
(6.7)  u  =  ,.  p  1

i  z  (6.7)  obliczamy  Fz,  a  nastę pnie  obliczone  F2  i  (6.7)  wstawiamy  do  (6.4)  otrzymując
zwią zek

'  ;  ctgę j+ ctgy  85

w którym  S1 podane jest przez  (4.12).
Obliczony  przekrój  F2  z  (6.7)  wstawiamy  do  (6.6)  i  po  podzieleniu  równania  przez

t   \ -
H " "  o t r zymu jsmy  bezwymiarową   obję tość  kratownicy  VP

-   2  1 1  /   M- j-I
K  •   )  -   vP>W>  sin2c3(ctg9?+ ctg)̂  B]/ 2S  siry2f  V  siB]/ 2S

Równanie  (6.8)  pozwala  obliczyć  smq>  i  ctg<p jako  funkcje  f  i  u,  a  wię c  wyrugować  (p;
po  wprowadzeniu  obliczonych  z  (6.8)  ń rup  i  ctgcp do  (6.9)  otrzymujemy  F =   V(u,yi):

<«" )

Poszukujemy  F =  Fm l n ,  przy  czym  V jest  teraz  funkcją   dwu  zmiennych niezależ nych
i u. Obliczamy zatem

8f  -   0  #  -   0

co zapiszemy nastę pują co:

cosy

(6.12) in y( - l ) [ i ł "—^ a + l) ] - 2 M ^ i l ( «  + l ) i |—- 1  + M 1- "-1

g  +  1

  M "- -i  = 0.
n- a-1  )
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Równanie  (6.12) pozwala wyrazić  sin2ip jako  funkcję   zmiennej u, parametrów S i B

^  }  w  85  L  B  2(« + l)(« + l) + ( n - «- l ) uJ  '

Równania  (6.12) i  (6.13) pozwalają   okreś lić parametr  smukłosci  5 i funkcję   ką ta  ip jako
funkcje  zmiennej  u i parametru B

Ą {WU2- Zf
(6.14)

(6.15)

S(u,B) =

siny  =  1 —

(WU2- Z)2- l6U2*

16U2

(WU2~Z)2'

w których  U, W i Z okreś lane są  nastę pują co:

(6.16) 16
2(g +  l )
n—a—1

a+ 1

Są   to wielkoś ci  stałe, zależ ne od stał ych materiałowych i geometrii ukł adu.

10  U

Rys.  10.

4  Mechanika  Teoretyczna  3/ 74
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Zwią zek  pomię dzy  ką tem  ip  i  ę   podany  jest  przez  (6.8).  N a  podstawie  uzyskanych
wzorów  i  zależ noś ci  sporzą dzono  wykresy:  S  =  S(u)  przy  ustalonej  wartoś ci  parametru
B  (rys.  10) oraz <p  =   ę (S)  i  ip =   y(S)  też przy  ustalonej  wartoś ci  B  (rys.  11).

B- 10

0  O,Z  0,4  0,6  0,8  1,0  S

Rys.  11.

Uzyskane wartoś ci  cp  i  tp w  funkcji  smukłoś ci  S  dla  ustalonego  parametru  B  są   war-
toś ciami  optymalnymi.  Na  podstawie  obliczeń  i  wykresu  (rys.  11)  zauważ amy,  że  dla
małych  smukłoś ci S optymalny  ką t  y>  zmierza  bardzo szybko  do  90°,  a  optymalny  ką t  q>

do  0. Ze wzrostem  smukłoś ci ką t  f  maleje,  a ką t  (p roś nie.

8.  Uwagi  koń cowe

Rozpatrzone  ukł ady  kratowe  są   najprostsze  z  moż liwych.  Stanowić  mogą   jednak
podstawę   do  optymalnego  kształ towania  z  uwzglę dnieniem  peł zania  bardziej  zł oż onych
ukł adów  kratowych.  Moż na  przypuszczać,  iż  otrzymamy  bardziej  skomplikowane  rów-
nania,  których  rozwią zanie  bę dzie  wymagało  stosowania  metod  numerycznych.

Analizę   otrzymanych  wyników  moż na  przeprowadzić  na  drodze  porównania  opty-
malnych  wartoś ci  ką tów  w  funkcji  parametru  smukłoś ci  w  przypadku,  gdy  dany  ukł ad
kratowy  jest  kształ towany  w  warunkach  wyboczenia  sprę ż ysto- płastycż nego  [23]  i  w  wa-
runkach  wyboczenia  pełzają cego  przy  wykorzystaniu  teorii  peł zania  KEMPNERA- HOFFA

*
[30] i przy wykorzystaniu  «teorii  wzmocnienia».

I  tak  w  przypadku  najprostszego,  dwuprę towego  ukł adu  kratowego,  przedstawionego
na  rys.  1,  optymalny  ką t  cp w  przypadku  kształ towania w  warunkach  wyboczenia  pełza-
ją cego  przy  wykorzystaniu  «teorii wzmocnienia)) rys.  2, zawiera  się  w  granicach

26°33'54"  <  ę   <  35°15'52"  (N orton).
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W  przypadku  kształ towania  w  warunkach  wyboczenia  peł zają cego  przy  wykorzystaniu
teorii  KEMPN ERA- H OFFA  (rys.  3  [30]) optymalny  kąt  <p zawiera  się w  przedziale

0  <  q> ̂   35°15'52",

a  w  przypadku  kształ towania  w  warunkach  wyboczenia  sprę ż ysto- plastycznego  (rys.  3

[23])-

26°33'54"  <  q> <  45°.

Z  powyż szego porównania wynika, że dolne ograniczenie  ką ta  <p jest  to  samo w  przy-
padku  kształ towania  w  warunkach  wyboczenia  sprę ż ysto- plastycznego  i  w  warunkach
wyboczenia  peł zają cego  typu  RABOTN OWA- SZESTIERIKOWA,  natomiast  górne  ogranicze-
nie  ką ta  ę  jest  to  samo  w  przypadku  kształ towania  w  warunkach  wyboczenia  peł zają-
cego  obu  typów.

Celem  dokł adnego  porównania  otrzymanych  wyników  wykonano  w  przypadku  naj-
prostszego  ukł adu  kratowego  obliczenia  numeryczne.

Przyję to  nastę pują ce  dane:  Po  =  40 000  kG ;. / w  =  1,5;  f  =  10  (przekrój  dwuteowy);

v  =  0,4;  y  =  8,94-   103  kG / m3;  E  =  12400-   106  kG / m2;  a  =  7  m;  V=  0,4  m3;
Q  =  3,5  kG / m3  (granica  plastycznoś ci).

Wartoś ci  parametru  /3 =  0,146,  n  =  3,  a  — 0  odpowiada  optymalny  kąt  q> — 32°30;
wartoś ciom  parametrów  ^  =  0,172  i  X =  0,146  odpowiada  optymalny  kąt  <p @  26°
(wzory  (3.12)  i  (3.13),  rys.  5.  [30]), i wartoś ci  A  =   0,815  (wzór  (3.11)  str.  354  [23]) odpo-
wiada  optymalny  kąt  <p £  31°50'  (rys.  3, str.  355  [23])..

Podobną  analizę uzyskanych  wyników moż na by  przeprowadzić  w przypadku  pozosta-
ł ych ukł adów kratowych  w  przypadku  kształ towania w warunkach  wyboczenia  sprę ż ysto-
plastycznego  i  w  warunkach  wyboczenia  peł zają cego  typu  RABOTNOWA- SZESTIERIKOWA.
W  przypadku  kształ towania  w  warunkach  wyboczenia  peł zają cego  typu  KEMPNERA-
HOFFA  [30]  dla  dalszych  typów  ustrojów  kratowych  nie  przeprowadzono  obliczeń  nume-
rycznych  ze  wzglę du  na  trudnoś ci  matematyczne  jakie  napotykamy  przy  rozwią zywaniu
równań.
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P  e 3 w  M e

OnTHMAJIŁHOE  KOHCTPYHPOBAHHE  *E P M  PABOTAIOmHX  B YCJIOBIMX
nOJI3YtIECTH  B OTH ECEH HH  K TEOPHH  IIPOJtOJIBHOrO  H 3rH BA

PABOTHOBA- UIECTEPHKOBA

B  paSoTe paccMaTpHBaeTCH onTHiwanbHoe KoncrpyHpOBaHHe  (pepivi pa6oTaioiu(jix B ycnoBHHX nojray-

"KCTH .  OnpeflejieHa  onrHivuuttHaH  KOHcbHrypainiH  qeibipex  npocibix  4>epM,  npHBefleHHbix  Ha pHC. 1,

3,  6 H 9. B KaqecrBe KpmepHH  onTHMH3aipm  npHHHT MHHHiwajiBHfeiH  o6i>eM  dj>epira>i.  fljia   oKHMaeiwbix
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CTep>KHeS  KpaeBbie  ycnoBiw  cdpopMyjmpoBaHbi  Ha  OCHOBC  TeopHH  npofloJitHoro  H3ni6a  noJi3ynecTH

PaGoTHOBa- IIIecTepHKOBa,  a  flJM  pacrariiBaeMbix  CTepwHett  na  ocHOBe  TeopHH  pacrpecKHBaiflra  npn

noJMy^ec™  (Ka^aHOB).  fluarpaiwMa  noi<a3biBaeT  3aBHCniviocTb  orrniMaJibHoro  yraa  ę   B  cbyHKUHH  6e3-

pa3iwepHoro  KoscbcJjimiieHTa  THSKOCTH  S.  BbiMHCJieiiHJi  npoBefleHbi  fljiji,   npocTeflmeił   ^epiubi.  Pe3ynŁ-

TaTbi cpaBHenbi  c nojiyqeHHbiMH npewfle  BJIH npoflon tnoro  ynpyro- njracTHMecKoro  H3rH6a B pa6oTe  [22]

H npoflOJiŁHoro  H3rn6a  npH noji3yMecTH  na  ocHOBe TeopHH KeMnHepa- rocjjcJja  (paSoTa  [29]).

S u m m a ry

OPTIMAL DESIGN  OF TRUSS STRUCTURES IN CREEP  CONDITIONS WITH REFERENCE TO
THE  RABOTNOW- SHESTERIKOW THEORY  OF  BUCKLIN G

In  this paper are considered the optimal truss  structures under the conditions of creep. Optimal con-
figurations  are determined for  the four  simple trusses  (see Fig. 1, 3, 6 and 9). Minimal volume of  the truss
structures  is  taken  as  the criterion.

For  the compression  bars  the constraint is given  on the basis  of  the creep buckling  theory. The Ka-
chanow theory of creep rupture is used  for  bars  in tension. The results are represented in the fonn of dia-
grams  showing  the optimal  angle <p  in  terms of  the dimensionless  slenderness  coefficient.  Numerical cal-
culations are given  for  the simplest  lattice structure. Results  are compared with  the results  of papers  [22]
concerning elastic- plastic buckling and of  [29],  concerning the creep buckling on the basis of  the  Kempner—
Hoff  theory.
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