MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
4, 12 (1974)

ZASTOSOWANIE ROZNIC S}(ONCZQNYCH DO TWORZENIA MACIERZY SZTYWNOSCI
W METODZIE ELEMENTOW SKONCZONYCH NA PRZYKEADZIE ZGINANEJ PLYTY

KrzyszroF DEMS, JaNusz Lir1Nsk1 (LOpz)
1. Wstep

Stosowanie metody elementéw skonczonych prowadzi w efekcie do rozwiazania
ukiadu réwnan liniowych o duzej liczbie niewiadomych. Ylo§¢ tych niewiadomych zalezy
od liczby weztéw wprowadzonych w ciele oraz od iloéci stopni swobody wprowadzonych
w kazdym wezle i jest ona réwna iloczynowi liczby weziéw i iloéei stopni swobody w weZle.
Przyjeta ilos¢ stopni swobody w wezle decyduje o wlasno$ciach wprowadzonej funkcji
przemieszczen wewnatrz elementu, a przede wszystkim na krawedziach elementéw sty-
kajacych sie.

W zagadnieniu zginania plyty przyjecie w wezle elementu krzywoliniowego trzech
stopni swobody zapewnia jedynie ciggio§¢ ugie¢ na granicy elementéw [4]. Wprowadza-
jac natomiast cztery lub wigcej stopni swobody w wezle mozna uzyskaé ciaglo$é funkeji
ugigcia wraz z jej pochodnymi nie tylko w obszarze jednego elementu, ale w obszarze
calej plyty. Odbywa si¢ to jednak kosztem znacznego zwiekszenia liczby niewiadomych
w rozwigzywanym ukladzie réwnan [2].

W pracy podjeto prébe zachowania ciaglo§ci funkejii ugiecia 1 jej pochodnych przy
rownoczesnym zmniejszeniu iloéci stopni swobody kazdego wezia. Jako stopnie swobody
wezla przyjeto jedynie jego ugiecie, a odpowiednie pochodne tego ugigcia zastapiono
ilorazami réZznicowymi. Prowadzi to w efekcie do uktadu réwnah, w ktorym liczba
niewiadomych réwna jest liczbie wezldw. Metode oparta na takich zalozeniach przed-
stawiono na przykladzie wyznaczania macierzy sztywnoéci krzywoliniowego elementu
cienkiej, izotropowej zginanej piyty.

2. Funkcje jednostkowe w elemencic

Rozpatrzmy obszar skladajacy sie z kwadratowych elementéw o wymiarze bokow
2x 2, lezacych w jednej plaszezyZnie (rys. 1). Z kazdym elementem zwiazany jest lokalny
ukiad wspéhrzegdnych &£, % o poczatku lezgcym w $§rodku ciezkoci elementu 1 osiach
réwnolegltych do bokdéw elementu. Wierzchotki kazdego elementu nazywaé bedziemy
dalej wezlami. Rozpatrzmy jeden z elementéw tego obszaru (rys. 2). Przyjmijmy,
Ze w obszarze tego elementu istnieje ciggla i rézniczkowalna funkcja dwéch zmiennych
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F(&, m), ktorej posta¢ nie jest znana. Zgodnie z przyjetym w metodzie elementéw skori-
czonych postgpowaniem, funkcje t¢ mozna zastapi¢ jej przyblizeniem w postaci [8]

V) F(&,n) = [0 {fu},

gdzie {fy} jest zbiorem wartofci w wezlach przyblizanej funkcji oraz jej pochodnych,
[0 jest natomiast macierza funkcyjng tzw. funkcji jednostkowych, tak obranych, aby
dawaly odpowiednie wartosci funkcji lub jej pochodnych w weztach, gdy do (2.1) wsta-
wiane beda wspéirzedne odno$nych weztdw.
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W dalszej czeSci pracy przyjmowaé bedziemy dwa rodzaje zbioru {fi}:

— zbiér wartosci wezlowych zawiera jedynie wartoéci funkcji w kazdym wezZle,

— zbidr wartoSci wezlowych zawiera warto$ci funkcji oraz warto$ci obu jej pierwszych
pochodnych i drugiej pochodnej mieszanej wzgledem &, v w kazdym weZle.

W przypadku pierwszym funkcje jednostkowe Q' przedstawimy jako iloczyny wielo-
mianéw Lagrange’a w postaci

2.2) Q¥ m) = LOLm, iLk=1,2;
L jest tu funkcja jednej zmiennej o wlasnosci

Li(z)) = 6y,
gdzie

i —indeks wezta dla ktérego opisana jest funkcja,
J —indeks wezla w ktérym obliczana jest warto§é funkcji,
d;y — symbol Kroneckera.

Dla elementu z rys. 2 funkcje te majg explicité postaé:

L' = —;—(—z+1),
2.3)
I = —;«(2—1).
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W przypadku drugim funkcje jednostkowe O przedstawimy jako iloczyny wielo-
mianéw Hermite’a w postaci [2]:

249 Qe = H*@QH"(), i,k,p,q=1,2;
H jest tu funkcja jednej zmiennej o wiasnodci

J Erie
T~ b4,
gdzie
i —indeks wezla dla ktdrego opisana jest funkcja,
k — indeks wezta, w ktérym obliczana jest wartod¢ funkcii,
p — rzgd wielomianu Hermite’a,
j —rzad pochodnej wzglgdem zmiennej z.
Tak opisana funkcja (2.1) wymaga znajomosci w wezle czterech parametréw. Zbiér war-
toéci weztowych dla rozpatrywanego elementu (rys. 2) przyjmuje zatem postaé

2.5) {fik}T = {f11f11,§f11,»1f11,§nf12f12,& ---fzz,{n}T-

W celu zmniejszenia ilodci parametréw w wezle zastapmy odpowiednie pochodne
wezlowe ilorazami réznicowymi. Dolaczamy w tym celu do rozpatrywanego elementu

7]
Aps An Aps Azs
[ A I A
: o
| N
1 Ap A 1A
A~ ~~—m B \ak/ 2.2....____¢ 32
I I
| |
—+ - - -—
| e
A _____ As.’
¢ T I
| |
I |
: B
i
S — RN WP U -4
Ago A A Asp
Rys. 3

elementy sasiednie (rys. 3). Odpowiednie pochodne funkcji w weztach rozpatrywanego
elementu mo2na teraz wyrazi¢ w postaci:

S, = '41_"(fi+1,k—ﬁ—l.k),
26) S = 5 Urkor~fiae1)s

1
fik,Cn = ﬁ(ﬁn,k“ +fi—1,k—1 "‘ﬁ+1,k—1 —ﬁ—l,k+l)'
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Wykorzystujac (2.6) w (2.5) i przeksztalcajac nastgpnie prawa strong (2.1), funkcje jed-
nostkowe (2.4) wyrazimy w formie

@7 Q% = F(&F*(n), i,k=0,1,2,3,
gdzie funkcje F sa wyrazone przez wielomiany Hermite’a
1 1
0 _ ~ ry12 2 2 pr21
FO = 7 H'2, F I H?Z - H2,
Fl =iH22_H11 F3 — __inz.
4 ’ 4

Dla elementu z rys. 3 funkcje te maja explicité postaé:

1 1
0 — 322 2:— 3 2 __ -—
F° = e (z?~z2—z+1), » F 16 (323422 —-112-9),
(2.8)

1
F = _1%(_323+22+112_9), PP = (=2 =2z D).

Zauwazmy, Ze okre§lona w ten sposob funkcja (2.1), w ktérej funkcje jednostkowe wy-
razone sy przez (2.7), zalezy w dalszym ciagu od 16 parametréow wegzlowych weziéw da-
nego elementu i elementéw sasiednich (rys. 3), ale liczba parametrow weztowych zostata
zmniejszona do jednego — wartosci funkcji w wezle. ’

Postaé funkeji jednostkowych wplywa w decydujacy sposéb na wlasnoéci funkeji (2.1)
przy przejsciu z elementu do elementu. Jezeli funkcje jednostkowe opisane sa przez (2.2),
to na wspOlnym brzegu dwéch sasiednich elementéw (rys. 1) zachowana jest réwnoéé
jedynie wartoéci funkcji okre§lonych w kazdym elemencie. Jezeli natomiast funkcije jed-
nostkowe okredlimy przez (2.7), to podobnie jak przy stosowaniu wielomianéw Hermite’a
i czterech parametrow w weZle [2], zachowana jest na wspdlnym brzegu réwno$é warto-
Sci funkeji, jej obu pierwszych podchodnych i drugiej pochodnej mieszanej, przy stoso-
waniu tylko jednego parametru wezlowego.

3. Transformacja ukladu wspoirzednych

Jezeli rozpatrywaé bedziemy plyte dowolnego ksztaltu, to odwzorowanie jej poprzez
zbior elementéw kwadratowych wymagaé bedzie z jednej strony duzej liczby elementéw,
a z drugiej — moga wystapi¢ trudnoéci z doktadnym odwzorowaniem brzegu plyty.

Dla stworzenia mozliwo$ci wprowadzania dostatecznie malej liczby elementéw, przy
réwnoczesnym dokladnym odwzorowaniu brzegu plyty, stosuje sie przeksztalcenie ele-
mentu kwadratowego na inny, o bardziej dowolnym ksztalcie. Przeksztalcenie to polega
na transformacji lokalnego ukladu wspdirzednych &, % w elemencie do ukladu global-
nego x,y. Wzajemna odpowiednio$¢ miedzy uktadem lokalnym i globalnym ma postaé:

3.1 x=x&mn), y=y¢,n.

Najbardziej wygodny sposéb przeprowadzenia transformacji (3.1) polega na wykorzysta-
niu w niej oméwionych w pkt. 2 funkcji jednostkowych. Wzory transformacyjne (3.1)
mozna przedstawi¢ w postaci podobnej do (2.1):

(3.2) X = [Q”‘]' {xik}, y = [Q”‘]‘ {yik},
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gdzie zbiory {xi} oraz {yu} sa wspolrzednymi wezléw elementu w ukladzie globalnym
x, y. Przy tego rodzaju transformacji obszar przedstawiony na rys. 1 staje si¢ odwzoro-
waniem plyty dowolnego ksztaltu przedstawionej na rys. 4. Elementy kwadratowe na rys. 1
sa odwzorowaniem krzywoliniowych elementéw czworokatnych z rys. 4, na ktére podzie-
lona zostata plyta. Taki sposéb odwzorowania obszaru w metodzie elementéw skoficzo-
nych wprowadzil po raz pierwszy TAIG [5], a uogdlnili ten pomyst IrRons [3], Coons [1]
i inni.

7

Rys. 4

Jako funkcje jednostkowe w (3.2) wykorzysta¢ mozna zaréwno funkcje (2.2) jak i funk-~
cje (2.7), uzyskujac odpowiednio na wspdlnym brzegu sasiednich elementéw w ukladzie
lokalnym réwnoé¢ wspétrzednych globalnych krzywoliniowego brzegu elementéw lub
tez réwno$¢ wspdirzednych i ich pierwszych pochodnych oraz pochodnej mieszanej wzgle-
dem &, 7.

4. Funkcia ugiecia w elemencie krzywoliniowym

Ugiecia wewnatrz elementu plyty okre§la¢ bedziemy w lokalnym ukladzie wspét
rzednych. Funkcje ugiccia srodkowej powierzchni elementu przyjmiemy zatem w postaci
podobnej do (2.1)

4.1 w(&,m) = (0™ {wu}.
Jako funkcje jednostkowe przyjmiemy funkcje (2.7), a za zbiér parametréw weztowych
{wy} przyjmiemy ugiecia weztéw danego elementu 1 elementéw sasiednich (rys. 3). Tak
okre$lona funkcja (4.1) przy przejiciu z elementu do elementu zachowuje ciaglo$¢ ugiecia,
obu pierwszych pochodnych i pochodnej mieszanej w ukiadach lokalnych.

Przechodzac z kolei do ukladu globalnego, w zalezno$ci od postaci wzoréw transfor-
macyjnych (3.2) rozpatrywaé bedziemy dwa typy elementéw [8]:

— elementy subparametryczne,

— elementy izoparametryczie. : :
W elemencie subparametrycznym jako - funkcje jednostkowe transformacji (3.2) wyko-
rzystuje si¢ funkcje (2.2), w wyniku czego geometria elementu okreélana jest jedynie
przez wspGirzedne weztéw rozpatrywanego elementu. W funkcji ugigcia natomiast funkcje
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jednostkowe okreSlone sa przez (2.7), co powoduje, ze ugigcie wewnatrz elementu zalezy
od ugieé wezldw danego elementu i jego sasiadéw. Tak przyjete funkcje jednostkowe
w (3.2) i (4.1) zapewniajag w ukladzie globalnym jedynie ciagloé¢ ugieé wzdhuz krzywoli-
niowego brzegu sasiednich elementéw.

W elemencie izoparametrycznym funkcje jednostkowe w (3.2) i (4.1) sa przyjete w tej
samej postaci (2.7). W wyniku tego geometria elementu i ugigcia okre§lane sa przy pomocy
tych samych weztéw. Powoduje to zachowanie na wspdlnym brzegu ciaglosci nie tylko
ugieé ale réwniez ich pierwszych pochodnych wzgledem wspdtrzednych globalnych x, y.

W obu oméwionych typach elementu przyjete wzory transformacyjne (3.2) i funkcja
ugiecia (4.1) zapewniaja $ciste odwzorowanie przemieszczen jednorodnych, co stanowi
kryterium przydatnoéci proponowanych funkcji jednostkowych [8].

5. Macierz sztywno$ci elementu

Macierz sztywnoéci elementu przedstawi¢ mozna w znanej postaci [8]

6.1 K] = [ [ [BI"[DI[B]dxdy,

gdzie [D] jest macierzg stalych sprezystych, a [B] jest macierza okre$lajaca zwiazek miedzy
odksztalceniami w dowolnym punkcie elementu a ugigciami wezléw elementu.

W przypadku zginania cienkiej plyty izotropowej macierz stalych sprezystych [D]

przyjmuje postac:

1» 0

1 0

(5.2) D] = D|”

0

E

1—»
2

[=]

gdzie D jest sztywnoscia plyty. Natomiast macierz [B] przedstawimy w postaci

(0% 5x
(5.3) Bl = | [2%,,» |>
[0™], %

gdzie Q0 sa funkcjami jednostkowymi (2.7). Uwzgledniajac (5.2) i (5.3) w (5.1) i doko-
nujac zamiany zmiennych globalnych na lokalne, uzyskujemy macierz sztywnoéci elementu
plyty, ktorej wspdlczynniki okre§lone sa wzorem:

1 1

G4 KM= [ [ DIQ%+Q%) QL+~ (1—) Q%0+

-1 -1
+0% 0% —20"% 0/ ) JdEdn,

gdzie J jest jakobianem przeksztalcenia. Wystepujace w (5.4) drugie pochodne funkcji
jednostkowych wzgledem wspdirzednych globalnych x, y wyznacza si¢ w oparciu ¢ drugie
pochodne tych funkcji wzgledem wspdirzednych lokalnych &, % i wzoréw transforma-
cyjnych (3.2).
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Jezeli element plyty obciaZony jest sitami rozlozonymi na jego powierzchni, przy wyz-
naczaniu macierzy sztywnoSci korzystnie jest znalezé sity weztowe wywolane tym obcig-
zeniem. Sily te okreSlone sa zaleznosciami [8]:

1 1
(5.5) Pi= [ [ Q%p(&, mJdedn,
S1 St
gdzie p(&, n) jest funkcja rozkladu obciazenia na powierzchni elementu.

Wyznaczanie wspotczynnikéw (5.4) oraz sit (5.5) najwygodniej przeprowadzi¢ jest na

drodze numerycznej, wykorzystujac do catkowania metode Gaussa. Algorytm wyzna-

o wezet rzeczywisty
x wezet fikcyjny

Rys. 6

czania wspélczynnikéw macierzy sztywnoéci oraz sit weztowych przedstawiono na rys, 5.
Algorytm ten zostat zrealizowany w formie podprogramu napisanego w j¢zyku FORTRAN-
1900.

6. Warunki brzegowe

Przyjeta postaé (4.1) funkcji ugiecia wewnatrz elementu narzuca okrelony sposéb
realizacji warunkéw brzegowych na krawedziach plyty. Poniewaz funkcja ta zalezy od
ugieé wezidw elementu 1 jego sasiadéw koniecznym staje si¢ wprowadzenie dla elementéw
brzegowych dodatkowych wezléw fikcyjnych lezacych poza obszarem plyty, podobnie
jak w metodzie réznic skoniczonych (rys. 6). Siatka linii parametrycznych lokalnego ukla-
du wspétrzednych wprowadzonego w elemencie pokrywa si¢ na jego krawedziach z kie-
runkiem stycznym i normalnym do tych krawedzi. Na krawedzi & = const kierunek &
jest kierunkiem normalnym () do krawedzi, a kierunek 7 jest kierunkiem stycznym
(¢). Na krawedziach # = const jest odwrotnie. Rozpatrzmy zatem typowe sposoby pod-
parcia krawedzi plyty.

Na brzegu swobodnie podpartym ugiecie w, jak réwniez moment zginajacy w plasz-
czyinie prostopadiej do krawgdzi musza byé réwne zeru. Zerowanie sig tego momentu
prowadzi do warunku w,, = 0 [6]. Realizacj¢ pierwszego warunku (zerowe ugigcia)
zapewnia si¢ przez zaloZenie zerowych ugie¢ wezldw lezacych na krawedzi elementu.
Warunek zerowania si¢ momentu zginajacego wynika w sposéb przyblizony z rozwigza-
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nia. Doktadno$¢ spefnienia tego warunku ro$nie wraz z zageszczaniem siatki podziatu
plyty na elementy.

W przypadku brzegu utwierdzonego zagdamy aby na krawedzi elementu ugigcie i jego
pochodna normalna byly réwne zeru. Warunek pierwszy realizujemy identycznie jak
w przypadku brzegu swobodnie podpartego; natomiast spetnienie warunku na pochodna
normalna zapewnia si¢ przez zaloZzenie réwnosci ugig¢ wezla fikcyjnego i odpowiedniego
wezta wewnetrznego najblizszego krawedzi elementu. Na przyktad dla wezla brzegowego
i,k (rys. 6) warunek ten ma postaé w;, % = Wi_y .

Spelnienie warupkow brzegowych na brzegu swobodnym wynika w sposéb przybli-
zony z rozwiazania. Doktadno$¢ spetnienia tego warunku zwigksza si¢ wraz z zaggszcze-
niem siatki podziatu plyty na elementy.

Przedstawiony sposéb realizacji warunkéw brzegowych zapewnia dokladne ich spel-
nienie jedynie dla brzegu utwierdzonego. Istnieja metody, ktére zapewniaja dokladne
spelnienie warunkéw brzegowych dla pozostalych dwdch przypadkéw. Polegaja one
na zapewnieniu zerowania si¢ pochodnych ugiecia na drodze iteracyjnej badz tez przez
nalozenie na funkcje ugigcia pewnych dodatkowych ograniczed. To ostatnie wymaga
wprowadzenia do zbioru warto§ci weztowych {w;,} dodatkowych zmiennych pozawezto-
wych w postaci mnoznikéw Lagrange’a [7]. Niech ograniczenie nalozone na funkcie
ugiccia ma postac:

6.1) [G]: {wu} =0,

gdzie [G] jest macierza statych. Wprowadzajac mnozniki Lagrange’a {1} jako dodatkowe
zZmienne pozaweztowe, energie potencjalng elementu plyty przedstawimy w postaci [8]

U= %{Wnc}T[KJ {wi} = {wa}T (R} +([G] {wu})" {4} = extremum,

co prowadzi do ukfadu réwnan:

(5 TH-1%)

Pierwszy skiadnik (6.2) stanowi teraz nowa macierz sztywnoéci elementu, uwzgledniajaca
dodatkowe ograniczenia natozone na ugiecia. Przykladowo, natdézmy na ugigcia wewnatrz
elementu dodatkowe ograniczenie w postaci:

(6.3) (Woede=1 = 0.

Ograniczenie to zapewnia zerowanie si¢ momentu M, na krawedzi £ = 1, co powoduje
doktadne spelnienie warunkéw brzegowych na krawedzi swobodnie podpartej. Proces
wyznaczania macierzy [G] z (6.1) jest wtedy nastgpujacy: druga pochodna w kierunku
normalnym funkcji ugiecia uzyskamy przez dwukrotne zrézniczkowanie wzgledem &
wzoru (4.1). Jezeli podstawimy nastepnie w miejsce & warto$¢ 1, to pochodna ta wyrazi
si¢ zalezno§cig:

3
1
(6.4) (W’ee)e =1 = T Z Fk(”])(wo:c — 4w i+ Swa—2ws,).
k=0
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Z kolei zadanie, aby pochodna ta byla réwna zeru wzdluz calej krawedzi & = 1, wymaga
spelnienia ukladu réwnan:

(6.5) ka—"4wlk+5“)2k_2W3k = O, v = O, ],2, 3.
Macierz [G] przyjmie wigc postac:

1 -45-20 00 00 00 00 00 O
0 00 01—-45-20 00 00 00 O
0 00 00 00 01-45-20 00 O
0 00 00 00 00 00 01 —45 —2

W podobny sposéb mozna uzyska¢ macierz [G] dla warunkéw na pozostatych krawedziach.

(6.6)

7. Przykiady liczbowe

Wykorzystujac macierz sztywnosci opisang w pkt. 5 obliczono ugigcia oraz momenty
zginajace w plycie kwadratowej przy réznych sposobach podparcia i przy stosowaniu
roznej liczby elementéw.

W tablicy 1 przedstawiono wartoéci ugigé oraz momentow zginajacych dla kwadra-
towej plyty podpartej swobodnie na krawedziach (rys. 7) obcigZzone;j sitg skupiona w $rod-

TABLICA 1
Podzial Sita skupions Obclgzenie ciggZe
2 4
Pa/ g@ o2 2 2
Py ty wt/ T sz/P Myz/P wi/ T Mx1/qa Mx2/qa Myz/qa

0,01091.| -0,00393 | ~0,00118 |0,003960 | 0.05084 | 0,00329 | 0.00099

0,01103 | —0,00036 | -0,00011 |0,003985 | 0.04946 | 0.00169 | 0.00051

0,01115 | -0.00011 | ~0,00003 |0,004009 [ 0.,04887 | 0,00102 | 0,00031

0,01125 | -0,00006 | ~0,00002 |0,004026 | 0,04856 | 0,00068 | 0.00020.

DokZadne [0,01160 0.0 0,0 0,004062 | 0,04790 | 0.0 0,0
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ku plyty oraz réwnomiernym obcigZeniem ciaglym, przy podziale jej na rézna ilo§é re-
gularnych elementéw izoparametrycznych.

Tablica 2 przedstawia wartofci ugig¢ i momentéw zginajacych dla tej samej plyty
przy dwoch wersjach jej podziatu na t¢ sama ilo§é elementéw izoparametrycznych oraz
subparametrycznych.

W tablicy 3 przedstawiono warto§ci momentéw zginajacych wzdtuz krawedzi x = a/2
(rys. 7) oraz ugig¢ wzdluz linii y = 0, dla jednej wersji jej podzialu na elementy z uwzgled-

TABLICA 2

Podziak Sila skupiona Obclazenie ciggle

piyty Pa’ 4
(.. X 2 2 2 ol 2
v /=5 mx2/1= Myz/P Wy /9-—D M /qa Mx2/q_a ny2 /qa

0.01091 | =0,00393 |-0.00118 | 0.003960 | 0.05084 | 0.00329| 0,00099

Elementy
subpara— 0.00926 | ~0,00023 |-0,00007 1} 0.003561 | 0.04425|=0.00247 |-0.00074
metryczne

/(\

izopara- 0.01069 | ~0,00004 [-0,00001 | 0.003872-[ 0,05471( 0,00270] 0,00081
metryczne

Elementy
subpara- 0.00940 0,00031 0.00009 | 0.003334 [0.04740 [0,01210 [0.00364
metryczne

Gias

(Elementy
izopara=- 0.00905 | 0,00070 0,00021 | 0.003225| 0,04532| 0,02360| 0,00703
metxryczne

r | 2 :
| ‘
-2 O punkly podparcia

Rys. 7 Rys. 8 Rys. 9



TABLICA 3
bez dodatkowych 2z dodatkowymi
zmiennych poza- | zmiennymi poza-—
wegzXowych weztowymi
M. /e’ | 0.0 0.0
x1/ 4 ¢
2
MyT/qa 0,0 0.0
2
=-0. -0, 2
Mxy1/qa 0.03386 0,0319
2
M_,/qa 0.0031.2 0.0
2
Myz/qa 0.00094 0,0
2 15 |¢
Mxyz/qa ~-0.01904 ~0,01876
Mys/aa’ | 0.00529 0.0
2 A
M 0,000 0.0
[ 5/a% 99
M 0.0 0.0
xyS/%a
w, /48— 0.0 0.0
3 D4
Yy a2 0,002892 0.002894
4
w5/9%— 0.003960 0,003962
TABLICA 4
trzy krawgdzie podparte podparcie -w naroiach
swobodnie, jedna utwierdzona
Podziat 3 2
qa 2 2 aa 2 2
pryty v, /5 Myg/aa™ | Mo /qa” | v Ao | M /qe" (Mo /qe
0.0024 0.0321 0.0429 0.,0238 | 0.1181 [ 0.1548
0.,0025 0,0323 0.0407 0.0242 0.1148 0.1527
0,00254 | 0,0325 0.0399 0.0245 | 0.1135 | 0.1516
0.0026 0,0326 0.0395 0,0248 0.1129 0.1512
Dokzadne 0.0028 0,034 0.039 0.0249 | 0.1090 ] 0.1404

1558)
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nieniem oraz bez uwzglednienia dodatkowych ograniczen natozonych na funkcje ugiecia,
a gwarantujacych doktadne spetnienie warunkéw brzegowych. Wymagalo to wprowadze-
nia dodatkowych zmiennych pozawezlowych w postaci mnoznikéw Lagrange’a.

Wartoéci ugigé i momentdw zginajacych dla plyty kwadratowej obciaZzonej réwnomier-
nie na calej powierzchni o trzech krawedziach swobodnie podpartych i jednej utwierdzonej
(cys. 8) oraz takiej samej ptyty podpartej tylko w narozach (rys. 9) przedstawiono w tab-
licy 4.

8. Whioski koficowe

Przedstawione w tablicach 1, 2 i 4 wyniki wskazujg na zbiezno§¢ przyjetej metody
obliczen, dla réznych sposobdw podparcia plyty, wraz ze wzrostem liczby elementéw,
na ktére dzieli si¢ rozpatrywany obszar. Elementy o ksztaltach regularnych zapewniaja
dokladniejsze odwzorowanie rzeczywistego stanu napreZen i odksztalcen wewnatrz ob-
szaru plyty, niz elementy ksztattu dowolnego (tablica 2). Tlumaczy sie to z jednej strony
faktem, Ze w elementach regularnych zapewniona jest w sposéb automatyczny ciaglo§é
wyzszych pochodnych funkcji przemieszczed, a z drugiej strony réwnomiernym roz-
mieszczeniem wezldw wewnatrz rozpatrywanego obszaru. Wskazuje to na celowoéé
stosowania regularnego podzialu wszedzie tam gdzie jest to mozliwe. Elementy krzywo-
liniowe nalezy stosowaé przede wszystkim przy odwzorowywaniu krzywoliniowego brze-
gu obszaru. Na dokiadno§¢ odwzorowania stanu naprgzen i odksztaleen istotny wplyw
ma réwniez doktadno$é spelniania zalozonych warunkéw brzegowych. Wyniki przedsta-
wione w tablicy 3 wskazujg na celowo$¢ wprowadzania dodatkowych zmiennych poza-
wezlowych umozliwiajacych dokladne spelnienie zatozonych warunkéw brzegowych
w sposob opisany w pkt. 7.

Stosowanie metody elementéw skonczonych prowadzi w efekcie do rozwiazywania
uktadu réwnan liniowych o duzej liczbie niewiadomych, zaleznej od ilo$ci stopni swobo-
dy w kazdym wezle rozpatrywanego obszaru. Dazac do zapewnienia ciaglo$ci funkcji
przemieszczen w calym rozpatrywanym obszarze nalezy w kazdym weZle wprowadzi¢
duza liczbe stopni swobody (przemieszczenia i ich pochodne). W przedstawionej pracy
podjeto prébe zachowania wspomnianej ciagtosci przy réwnoczesnym ograniczeniu liczby
stopni swobody wezla. Zastapienie pochodnych przémieszczenia w wezZle ilorazami réz-
nicowymi przemieszczen wezldw sasiednich pozwolito, w przypadku plyty, ograniczy¢
liczbe stopni swobody wezla do jednego. Zatem zaleta proponowanej metody jest ogra-
niczenie wielko§ci rozwiazywanego ukladu réwnan w pordwnaniu z tzw. prosta metoda
elementéw skoniczonych [4], [8], przy réwnoczesnym zachowaniu ciggtosci przemieszczen
w calym rozpatrywanym obszarze. Pamigtajac, Ze doktadnosé odwzorowania rzeczywiste-
go stanu napreZefi i odksztalcen jest przede wszystkim funkcja gestosci podziatu ciata
na elementy, przedstawiony powyzej sposéb postgpowania ma wigc rowniez i tg zaletg,
ze pozwala na wprowadzenie w rozpatrywanym obszarze duZej liczby elementéw bez
nadmiernego rozbudowywania rozwiazywanego uktadu réwnan, ktérego maksymalna
wielko§¢ moze by¢ z drugiej strony ograniczona parametrami technicznymi bedacej do
dyspozycji maszyny cyfrowe;.

10 Mechanika Teoretvczna
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Peaome

TIPUMEHEHUE KOHEUHbBIX PASHOCTEN IJISI IIOCTPOEHUSI MATPHLL
JKECTKOCTH 110 METOIY KOHEUHBIX SJIEMEHTOB HA IIPMMEPE
UBIUBAEMOM IIJIACTHUHBI

B paGore npencraBieHa, Ha NpuMepe MAruGaeMoll IIACTHAHEI, MONBITKA IPAMEHEHUA METONA KOHEY~
HbIX DPa3HOCTEN JUIA ONpeAelNieHdss MaTPHLIBI JKECTKOCTH dJieMeHTa. B KavecTse creneHeil cBoGoxbI Ipn-
HATHI JMIh TOJNBKO MX IIEPEMEIICHUA B NEPIeHNUKYISIPHOM K HeneopPMUPOBAHHON NOBEPXHOCTH Iijia-
CTHHBI HANpaBJeHuy. BriBeleHbl COOTBETCTBYIONIME 3aBMCHMOCTA M IIPUBENCH AJTOPHTM ONpENeNIEHMS
MAaTpPHLB! XKeCTKOCTH. B paGoTe npefcraBneHs! nprMepbl YHCIEHHBIX PACYETOB.

Summary

APPLICATION OF FINITE-DIFFERENCES TO THE DETERMINATION
OF THE STIFFNESS MATRIX OF FINITE ELEMENTS METHOD
EXEMPLIFIED BY THE PLATE BENDING

The present paper deals with the application of finite-difference method to the determination of the
stiffness matrix of element, exemplified by the plate bending. The displacements of nodes in the normal
direction to the undeformed surface of the plate are the only degrees of freedom. The proper formulae
have been derived and the algorithm of the determination of the stiffness matrix has also been presented.
The paper is illustrated by the numerical examples.
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