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1. Wprowadzenie

W niniejszej pracy rozwazaé bedziemy zagadnienie plaskiego stanu naprezenia mikro-
polarnej elastostatyki na przyktadzie tarczy pélnieskonczonej, pasma tarczowego i tarczy
prostokatnej, na podstawie teorii podanej w [1].

2. Zagadnienie tarczy pélnieskonczonej

W przypadku, gdy wysoko§é dzwigara tarczowego jest duza w stosunku do rozpig-
toéci przeset (a/b > 1), przebieg naprezen wykazuje daleko idaca zgodnosé z rozkladem
naprezen w tak samo obcigZonej tarczy péinieskofczonej.
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Rys. 1

Rozpatrzymy zagadnienie tarczy péinieskoficzonej o plaszczyinie §rodkowej ogra-
niczonej prosta x, = 0, kt6ra ciagnie si¢ w nieskoficzono§¢ w obszarze x, > 0. Tarcza
jest obciazona réwnomiernie wzdtuz brzegu x; = 0 i podparta w odstgpach 2a, zgodnie
Z rys. 1. oA
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Obciazenie brzegowe rozwijamy w szereg Fouriera

‘ nr
@.1) P = Yacosan, =I5, n=1,2,3,.,
gdzie
2 1\
ay = — —I)Msinoc,,c.
cnm

Warunki brzegowe przy braku sit poprzecznych na brzegu x; = 0 sa nastepujace:
(2.2 01‘1(0, x2) = plxy), o0f2=(0,x) =0, ufs(0,x;) =0.
Funkcje naprezen Airy’ego-Mindlina przyjmujemy w postaci

o
F = 2 (An+Bn0yX;)e "1 COS 0y X5,

(2.3) ":‘
. 1 1/2
¥ = Z (Cne"anxx—}-D,.e"“uxl)Sln Ay Xq, On = ((x:’-}- 1_2) .
ne=}
Funkcje te speiniaja réwnania
VIViF =0,
.4 2t romy
Vi-PVHY¥Y = 0,
gdzie

Vi 334l 1= ————(V+ZL({:+“),
oraz s3 zwiazane zwiazkami
@5) —0,(1=PPVHY = 4,0,V F,
0,(1=1PVHY¥ = 4,0,V}F,
gdzie
Ao = (2ﬂ+lo)(y+e), 2 = 2ud_
2 Y At+2p

Po wyznaczeniu statych calkowania z warunkéw brzegowych (2.2) i zwiazkéw (2.5),
funkcje F i ¥ maja postaé

. .
a OnX
F=— g —l(1+"—1)e—°‘""lcosoc,.x2,

(2.6)

0
24pa, | @ .
T = Z Ao n _"e—‘pnxx_e-—dnxx SN aana
nw=] .

gdzie
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Skladowe napreZenia wyraZone sg wzorami:

of, = § ay(1+oyx1)e=**1cosayx, + }a..[ Oy X e~ ¥t 4

n=1

2A0a2
+— 2 (emun¥i—e~mx) | COS 0Ly Xy,
4]
o0} o0}
. \ | X
¥, = g Ay Oy Xy € % %18in 6, X, — ay [17;1—1 e—n¥i 4
n=l1 n=1 0
24002 o .
LT (e=%n*1— g=m*) |sine, X, ,
AO Qn
o © )
T—o,x
o = E an(l— oty ;) =% %1 COS 0ty X, — g a, [n—A 171 e
n=1 el 0
@2.7) ' 24002
__Z;)_L<e~anx1_e—‘ﬂnxx) COS Uy Xy,
0
o0}
apo )
uis = 24, :1 2 (e—*1—e~Pr¥)sin o, x5,
n=1 0
[+4]
7 o
pis = =24, E ;1 . (e*“n"l——e—!’""l—" COS OpX,,
o] n
ne=]

o _ 0ot 20) N ant

—nX1 — p—pnx1) gl
#s1 2u(lotp) &4 Ao ¢ en gz,
= Uot2s) \
x =& lhotip) ﬁ_alql(e—“"xl—'ﬁe“’""l)cosax -
B3z 2u(Ao+ ) i @n "

n=1

gdzie wprowadzono oznaczenie n = 24,0, (1 — 1"—).

Otrzymane rozwiazanie w teorii mikropolarnej jest suma dwu rozwigzafi: rozwiaza-
nia «klasycznego» i rozwiazania dodatkowego uwzglgdniajacego wszystkie warunki brze-
gowe ofrodka Cosseratow.

Przyjmujac o = 0, ¢, = o, 4o =1 wzory (2 7) staja sie identyczne z klasycznym
rozwiazaniem zadania [2].-

2.1. Analiza poréwnawcza naprezen of, dla teorii mikropolarnej i teorii klasycznej. Zbadano zmien-
no$é naprezeri 0%, dla punktéw tarczy o wspdirzgdnych x; = 0+2a,x, = 0 i wspdl-
rzednych x, = 0+2a, x, = 3a.

Obliczenia szczegétowe przeprowadzono na elektronowej maszynie cyfrowej ODRA-
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Z uwagi na brak dokfadnych wartodci statych materialowych przyjeto do obliczeri:
a) dane z klasycznej teorii spreZystosci (dla betonu)

_ E_ —_— . 7 2
o6 b= iy = 0077107 [T/m?),
=
E = 0,18-10% [kG/cm?] vE -
_ 2pd .
10 = -l+—2lt = 0,81}.,

b) liczbowe stosunki statych sprezystosci wzorujac si¢ na pracy [3]

o = % 4 = 0,0154.10"[T/m?]| 4, = 0,172 [m?],
=

y =& = 0,0154.107[T] 12 = 0,600 [m?].

Zmienno§¢ naprezen o3, przedstawiono graficznie na rys. 2. Dla uproszczenia przy-
jeto grubo$é tarczy réwna jednofci. W innym przypadku otrzymane wyniki liczbowe
nalezaloby podzieli¢ przez grubo$¢ tarczy.

Analizujac zmienno§é naprezen of, dochodzimy do nastepujgcych wnioskéw:

a) dla punktéw przekroju o wspdirzednej x, = 0 réznica w wartoci naprezen dla
obu poréwnywanych teorii ma najwicksza warto§¢ dla punktéw brzegowych, zmniejsza
si¢ wraz z oddalaniem si¢ od obciazonego brzeen, dochodzac do wartosci zerowej w punk-
cie o wspdlrzednej x, = okoto 2a;

b) dla punktéw przekroju o wspdirzegdney x, = 3a réinica naprezen dla teorii mikro-
polarnej i teorii klasycznej na brzegu x, = 0 wynosi zaledwie kilka procent, w przedziale
x; = 0+0,2a roénie, osiagajac wartoé¢ najwicksza dla x, = 0,2a, nastgpnic w przedziale
x, = 0,3a+2q, zmniejszajac si¢ stopniowo, jest w dalszym ciggu istotna.

Dokladne opracowanie niniejszego zagadunienia zawiera praca [4], w ktdrej przepro-
wadzono réwniez analiz¢ kilku przypadkdw, przyjmujac inne stosunki statych spreZysto-
§ci i inne stosunki c¢/a (typowe dla konstrukcji budowlanych).

Uogdlniajac, mozna stwierdzi¢, ze uwzglednienie naprezen momentowych w  teorii
mikropolarnej prowadzi do zmian w stanie naprezenia tarczy. Z uwagi na dobdr statych
materialowych nie potwierdzony badaniami do§wiadczalnymi, uzyskane wyniki nie moga
stuzy¢ jako podstawa do iloéciowej oceny réZnic miedzy obu teoriami, pozwalaja jednak
na wyciagni¢cie wnioskéw natury jakoSciowe;j.

3. Pasmo tarczowe poddane dzialaniu obcigZenia brzegowego okresowego

‘Rozwazymy zagadnienie pasma tarczowego nieskonczonego poddanego dziataniu
obcigzenia normalnego do brzegu w postaci funkcji symetrycznej wzgledem osi x, oraz
w postaci funkcji antysymetrycznej wzgledem osi x,. Otrzymane wyniki rozwiazania
mogy znaleZé zastosowanie przy. obliczaniu dZwigaréw tarczowych ciaglych i przybli-
zonego rozwigzania tarcz prostokatnych. Przesta poérednie dZwigara tarczowego ciagle-
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go, skladajacego si¢ z duzej iloci przgset o jednakowej rozpigtosci, mozna obliczaé przy
zaloZeniu nieskonczenie wielu przgsel. Dla tarczy prostokatnej o rozpigtosci przesta
wigkszej od podwdjnej wysokosci tarczy stan napreZenia §rodkowej czgsci przesta mozna
okredli¢ za pomocg wynikéw rozwigzania dla tarczy w postaci pasma nieskonczonego.

3'.1' Rozwiazanie problemu dla obciaienia brzegowego symetrycznego wzgledem x, = 0. Pasmo
tarczowe ograniczone brzegami x, = ()4, rozciagajace si¢ w nieskonczono$é w kierun-
ku osi (4)x,, poddane jest dzialaniu okresowego obciazenia brzegowego p(x,) i p(x,)
symetrycznego wzgledem x, = 0, zgodnie z rys. 3. W granicach kazdego okresu (L = 2q)
obcigzenia te réwnowaza si¢.

Xﬂ\
plxa/
EPCs LN AT A
H | | -
A T
i -

o’

L a L a L a b
7 i 1 g
L=2a L L=2a L
+ ' 4
Rys. 3

P/Xz/

T
] ) -
| G
r : | =
/MM W/ M pla)
2
¥ 2 ¥ = ¥

Rys. 4

Przy wykorzystaniu zasady superpozycji rozpatrzymy powyZszy stan obcigZenia jako
sumg¢ dwdch skladowych stanéw obcigzen: stanu S-S (symetria wzgledem osi x, 1 osi X3)
zgodnie z rys. 4 1 stanu S-4 (symetria wzgledem osi x, i antysymetria wzglgdem osi x;)
zgodnie z rys. 5.
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Stan S-S. ObciaZenia brzegowe rozwijamy w szeregi Fouriera:

1_ nrw
ZP(x2) = & Zand COS Uy Xy = ancosanxz, W=

n=0 n=0

[ve) 28]
1 1 1
— = — nAn n = —
(3.1.1.) 2p(x2) 5 ,,go a,A,cos o, x, 5 50 PnCOS0, X5,

1 dla n=0,

1
n = 11— ns n =
4 3 90 %o {0 dla n# 0.

X7 ‘}

Plxzl pixal
2 5/X2/ —2_—
AT, 2
|
2

Warunki brzegowe na brzegach x; = +#A

1 __
(3.1.2)  oti(xh,xp) = ‘Z—[P(xz)+P(x2)], ot (th, x;) =0, #Ts(i‘h, xy) = 0.

Przyjete funkcje naprezen

© .
F= § (A, cho,x; + o, %, fasha,x )cos o, x,,
n==90 .

(3.1.3) o
_ J 1/2
V= Z(F,,shoc,,xl+H,,sh@,,x1)sinoc,,x2, C O = ((x,?+ 1—2)
n=0
po wyznaczeniu statych catkowania z warunkow brzegowych (3.1.2) i ze zwiazkow (2.5)
maja postaé:

_ 17;, +p, o htha,h otyx Sho,x,
F=— % Saichan [(1+ Ay ha,. X, — A COS Gy X7,
3.1.9)
‘ 2 A (p,,+p,,) (shoc,,x o, shg,x, )
!"I, ° v L n ’
' Cha"h €n Ch@nhl . -Sl'na 2

T n=0
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gdzie

_ 21 % 20,0
Ay = 1+2Aoa,,(l on tho,hcth ot,,h) + 2o h’

Stan S-A. Rozwinigcie obcigZen brzegowych w szeregi Fouriera ma postaé:

o« «©
- 1 \- 1 _
%p(,xz) = > a,4,c08 0, x, = —prncosanxz, oy =—, n=0,1,2, ..,

ne=0 ne=0

(3.1.5)

o«

fe o)
—;—p(xz) = % a,4,cos0,x, = %Zp,,cos O X2

n=0 n=0

Warunki brzegowe na brzegach x;, = +h:

1 _
oty (+h,x;) = 0} [Plx3)—p(x3)],  oYa(Eh, x;) =0,
(3.1.6)

oti(—hx) = 2 ()P, whe(h, x3) = 0.

Przyjete funkcje naprezed

w
F = Z (Cysho,x; +a,x, D cha,x,)cosa, x,,

(31'7) n=0
o~ 1\
V= Z (E,cha,x;+G,chp,x )sina,x,, @, = (oz,?+ 72—) ,

n=0

po wyznaczeniu statych catkowania maja postaé

Fe = Y it | (14 G e+ B cosu

— a2sha, o .
(3.1.8) B
\ | Ao(ﬁn'—pn) Chanxl Oy Chgnxl .
W:Z A—o- ( shah ——g—"— Sh@,,h SIn oy X5,
n=0
gdzie
To = 1424002|1 = 2 tha, hothgoh) — —222"
0 o%n on &n sh2a,h

Uwzgledniajac wzory (3.1.4) i (3.1.8) otrzymujemy nastepujace wzory na skladowe
naprezen:

[se)
(3.].9) U.ltl = 2 (in_*_p")a’%{ 1 [(1 + anh;ganh )cha,,xl _ [+ A 1 Sha" xl] _
0

2aZcha,h VP

na=0
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(3.1.9) ___Al( cha,x,  cho,x, } 2 1
[c.d.] Ao \“chayh " choyh [0S M X2t < L s
x [(1 + _ﬁ_oc,.hﬁa,,h )sha,.xl -~ a————————"xlﬂa"x‘] -
AO [¢)

_ Ao sho,x, _ shg,xy
4, | shonh shg,,h) €08 &n X2,

1 1—a,hathe,h
¥ = (pn+pn)an{ [( . —]_)sha,,x +
012 = Z 2a2cha,h A4, :

n=0

+ o, Xy Chot, x, ﬁ(shoc,,x1 _ﬁshg,,xl }sina ot
A, Ao\ cha,h o, cho,h 2

(7 )2 1—a,Actho,h _1
+2 Dn—Dn) % 2a,,shoc,, I cha,,xl+

n=0

+ &’Lh—“—’fi] + éﬁ—(dw"x‘ - % chenx. )}sina,.xz :

4, A, \ shah g, sho.h
N h h
A cha,x cho,x
* v_" nt1 OnXs ) .
13 = L(‘)l o (pn+pn)an( choz,,h Ch@,,h )SInanx2+
shoc,,xl shg,,xl .
+ Z (.pn pn) ( hoc h ShQ,,h Su]anx2’
n=0
0’;2 = eeey
0’;1 = oy,
Ao sha,x;, o, she,x,
* -
#23_2(;[1 (pn+pn)an(cha"h e" Chenh cosanx2+

o cho, xy ﬁchg,.x1
+ 2 (Pn+pn) (Sha,‘h - e" She"h )cosaan’

n=0

3.2. Rozwigzanie problemu dla obcigzenia brzegowego antysymetrycznego wzgledem x; = 0. _Obciq-
Zenie brzegowe pasma tarczowego antysymetryczne wzglgdem osi x, (L = 2a) two-
rzy wewnatrz okresu uklad zréwnowazony (rys. 6). Stan naprgzenia wywolany tym
obcigzeniem rozpatrzymy jako superpozycj¢ stanu 4-S (antysymetria wzgledem osi x,
i symetria wzgledem osi x,) i stanu A-A (antysymetria wzgledem osi x; i x;).
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Stan A-S. Rozwiniccie obciazen brzegowych w szeregi Fouriera ma postaé

[oe]

1_
5P(xz)— Z sinayx,,

(3.2.1)
%p(xz)_ Za,,sma,,xz, ,,=—na£, n=1,2,3, ...
Xk
L e, {mﬂﬂ |
> T T I !
.WL_-—— ! ! J =
) _ﬁ,ll ! X3 T {
v | ' | =
7 | 1
1 | -
W WU
a , a L 2a L
A o+ 1 7=
Rys. 6
x1h
X14‘
H p/Xe/H Plxy] Plie ™ plxal
2
(il : B {ﬁ i [t

1 1 - |
RULITREPY | ]
X Ple! 2 Pl 2
2
y @ p a L
7 7 7 ,IIL a /]l/ a 7][/
Rys. 7 Rys. 8

Warunki brzegowe na brzegach x; = -+h:

1 .
(322 oti(th, x;) = 5 [P +p(a)l,  ota(kh, x5) =0, pls(h, x;) = 0.

L, h
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Funkcje naprezen F, ¥ przyjmujemy w postaci:

oD
F= 2 (Ancho,xy +o,x,B,sho, x;)sina, x,,
n=1

(3.2.3) o
Y o= 2 (Fpshoa,xy + H,shg,x,)cosa,x, ,

n=1

a po wyznaczeniu stalych calkowania mamy:

7 a,+ta, oz,.hthoz,,h)cha . _a,,xlshoc,.xl sina
— 202ch o,k A nl Ay X2
(3.2.4) ;
Ao(@,+a,) [shanx; o, Sho,x,
== o T A, (choc,,h on Chg k) %2
gdzie
= 2(1— % 20,
a4, 1+2Aooz,.( o thg,.hcthoc,,h) + o

Stan A-A. Rozwinigcie obcigZefn brzegowych w szeregi Fouriera ma postaé

[re]
- = —1-—2_ sin o, X
?p(xZ)_ 2 all nv2s

(3.2.5) "’:
Lo —12 i o =22, n=1,2,3
14 x2)~-2— 1a,,smoz,.xz, "= =1,2,3,....

Warunki brzegowe na brzegach x; = +h:

(326) oti(th,x) =2 (B +p(,  oh(th, %) =0,  uts(h,x) = 0.

Przyjeta postaé funkcji F i ¥:

o0
F= Z (Cysha,x, +oz,.x11_),.cha,.x1)sinoz;.x2,
3.2.7 =t
Y= Z (E,cho,x; +G,chg,X,)Cos X7,
n=1

po wyznaczeniu stalych catkowania jest nastgpujaca:’

o _
Fe — .2(12,..-1:-4,,}1 I:(l_*_a,,thhanh) sha G 1+wpa_"lj|sinaﬁx2,
£ o2sh o, o 4o
(3.2.8) | '
. © | ‘
v _ Z Ao(?z_,,i-a,,) choyx, _ﬁ'.Chg"x‘ cosoz,.xz'.
: AO sha,,h " On Shenh '

n=1

12 Mechanika Teoretyczna

587
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Po uwzglednieniu wzoréw (3.2.4) i (3.2.8) otrzymujemy skladowe napre¢zen w postaci:

0

1 a,hitha,h o, x, sho,x
= an+an o n u — A e —
= E ) {2 Schak l(l + a, )choc,,x‘ 2 }

Ap {chay,x; chg,,xl)} . 57 — 2{ 1
’ZJ( chu i~ cho i )|SREXet 2, @taan) ool |1+
4 a,,h(ihoc,,h sha,,xl-—a"xlfga"x’ Ay (sha,,x, _ shg,x;) Sin, x,,
4, 4,

4o sha,h  shg,h

0
1 a,htho,h—1 a,x,cha,x, .
* 2 n n = %M n X1
.= Sl (a,.+a,,)oc,.{ 2aicha [(1+ 4, )shoc,,x1 “Ao —

A, [sha,x, sho,x, 2 { 1
‘Zo"(cha,h = ehoyh )| %Xt 2, @t aden sage {1+

+kx,,hctha,,h-—l oy xgsha,x, Ao [ chayx,
Z;- choz,.xl— Z; I sha,,h -
®y Cho,x,
__gm)}cosa,,xz,

A a +a) cha,x chg, x
x _ 0\%n n. nv1 - 1 .
(32.9) puls= § ( cha ki choyh )cos 0y X

Rl
oD
Ao(a.+a,) Tsho, x, sha,x,
—2 Ay °"'( sha ki shoph | 0¥z
ne=1
0% = ...,
0;1 = ey
O A,@,+a) [ sh h
R a,+a, sha,x o, Sho,x, .
X _ 0 1 _ 7 _
H2s 2{ 4, o ( choh o, “chouk )sma,,x2+
Hca
2]
Ao(a,+a,) cha,x, o Chopx; \ .
— 2 =72 dsin .
+ y N % ( sha,h 0. sho,h 1 %Xz

n==1

4. Tarcza prostokgtna poddana dzialaniu obcigZenia ma dwéch przeciwleglych brzegach

Rozpatrzymy zagadnienie tarczy prostokatnej obcigzonej na brzegach x; = const.
Powyzszy stan obcigZzenia wygodnie jest rozpatrywaé, wykorzystujac zasad¢ superpo-
zycji, jako sum¢ dwoch stanéw: dla obciaZenia brzegowego podwdjnie symetrycznego
i symetryczno-antysymetrycznego, zgodnie z rys. 9.
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W ogdlnym przypadku przy wyznaczeniu stanu naprezenia tarczy prostokatnej powinny
byé spelnione warunki dla czterech brzegéw. W ponizszym rozwiazaniu, ktére otrzymamy
w postaci szeregu, warunki brzegowe dla naprgzen normalnych i naprezen momentowych

x1‘ x1h X1A
P/Xz/ p’/Xl ) "
4 iR FFEEE 2 \iﬁ/
S
T % %t %
&
i
S D Pl
4" a ¥ - /J( * a * 4 4" ¥ 2 #* - #
Rys. 9

beda spelnione wzdiuz kazdego brzegu w sposob Scisty, natomiast warunki dla naprezed
stycznych — w sposéb przyblizony (z uwagi na mozliwo§¢ uwzglednienia tylko ogram-
czonej ilo§ci wyrazéw szeregu).

4.1. Rozwigzanie dla obciazenia brzegowego podwbjnie symeirycanego. Przedstawiamy obciaZe-
nia brzegowe za pomoca szeregéw Fouriera (L = 4a), przy zaloZenin, Ze ciggna sie
one dalej, poza dlugoécia brzegu

@.1.1) P = D acostnxs,  m=r, m=1,3,5 ..

n=1

x1 4

y R P er —
i Mﬂ Lmﬂ

£~
AL ;;r

X2
&

e

1
, a , a_ L, a | a
A 7 A 1 1T

Rys. 10

|
|
|
L _ﬂm - l{_
y
L

Warunki brzegowe na brzegach x; = +h,x, = ta
oty = (h,x2) = p'(x2), . 0%2(x1, £a) =0, of(Lh,x,)=0

4.1.2) 0% (x,, +a) = 0, ula(h,x) =0, uds(xs, £a)=0.

12*
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Ze wzgledu na dwuosiowa symetri¢ stanu napr¢Zenia przyjmujemy funkcje F i ¥
w postaci:

o
F= Z (A choyx; +anxy Bysha,x)coso,x, +

n=1

+ 2 (KnxChﬁmxz +ﬁmx2 MmShﬁme)cosﬁmxl ’

m=1

(4.1.3) ©

1 _ .

Y= Z (Fpshoi,x; + H,sho,x,)sino, x, +
n=1
+ 2 (Pmshfyx,+ Ryshy,x,)sin 8, x,,
=1

gdzie: .

nw mx

ot,,—z, n—1,3,5..., ﬁ',l~3ﬁ—, m—1,3,5...

, 1 112 .1 12
On = an+l—2 s Ym = ﬁm+7f ’

B.. — odpowiada okresowi L = 2h. Stale 4,, B,, K, M., F,, Pn, R, H, tak ustalimy,
2eby byly spetnione warunki brzegowe (4.1.2) i zwiazki (2.5).

Poniewaz obrane funkcje naprezed odpowiadaja warunkom symetrii, wystarczy uwz-
glednié tylko warunki brzegowe dla brzegéw x, = +a i x, = +h. Jezeli beda one
spetnione, to bgda réwnieZ spelnione podobne warunki dla brzegdw x, = —aix, = —4.

Z warunkéw brzegowych dla naprezefi normalnych o%; 1 0%, 1 z warunkow brzegowych
dla naprgzen momentowych u¥; i u¥; otrzymujemy:

onFychoa,h+ 0, Hychoh = 0,

BmPuchfua+ymR,uchyqa = 0,
(4.1.49)

A.cha,h+-o,hB,sha,h = — ;’2’ ,
K,chg,a+BaM,shf,a = 0.

Wykorzystanie zwiazkéw wiazacych funkcje F i ¥ [wzory (2.5)] prowadzi do nieskori-
czonego ukladu réwnan

nn

(4.1.5  n(F,~24, oz,fB,,)chot,,hsinl"; = m(—Pp—240fEM,)ch B, asin 7

Z réwnan (4.1.5) otrzymujemy dwa warunki

Fo—24,02B, = 0,

4.1.6
(4.1.6) Pn+240B2 M, = 0.



STATYKA TARCZ MIKROPOLARNYCH 591

Spelniajac cztery warunki brzegowe (4.1.4) oraz réwnania (4.1.6) otrzymujemy stale
calkowania w pOStaci: An = f(-Bn)’ Hn = f(—Bn): Km = f(Mm): -Rm =f(Mm) Jak ponjzej:

. 3
Ay = — za_" —anhthanhB,,, Hn = — 2A0(Z" Chd,,/ZB
OC,,ChOC,,h On Chg,,h ns
4.1.7) \
24 hB,,
-Rm - — Voﬂ"l _(Lﬂ’_aMm, Km = —-ﬂmathﬂmaMm.

Ym ch Yma

Spetnienie pozostatych warunkéw brzegowych dla naprezed of,, 0¥, po uwzglednie-
niu (4.1.7) i przedstawieniu funkcji: sha,x,, x,cha,x, ... itp. za pomocy szeregéw Fou-
riera, prowadzi do algebraicznych réwnan w postaci:

o2 [ — 2 thayh sin_’%” +the i (— atyhth o 1) By +

1

+a, h.B,,,,, + 2AO 05:21 -Bnm (th OC,,h - ‘Z_” th th)] +

% 2ﬂ 2(12 2ﬂ 1 1
; -Z‘lmn—i — —2A 2 1 Srmy - —
’ g ﬁm[ a (a+p) o fm M= B 0.

4.1.8) . .

—2a 2 20, 282
2| = 2 g M Pm
_211 “\Tah E TR WA

24, 07 — o
ko (on+p2) (on+Fo

_2A00‘17;Bnm +.312n [thﬂma(—'ﬂmathﬂma‘l'

ﬂ"

1
m

+ I)an+6maan+2A0ﬁ)2ann(thﬂma+ thy:rra)] = 0.

Wprowadzono tu oznaczenia:
. mm . N7
B, = B,,Ch fxnhSlnT: My, = MmChﬂmasnl“i_-
Z nieskoficzonego uktadu réwnafi (4.1.8) mozna okresli¢ poszukiwane state B,, M,,.

4.2. Rozwiazanie dla obciaZenia brzegowego symetryczno-antysymetrycznego. Postqujacc w podo-
bny sposéb jak w punkcie 4.1 przedstawiamy obciazenia brzegowe za pomoca szeregéw
Fouriera (L = 2a)

[se]
17 oLy 71”
4.2.1) pl(xy) = Za,, SNt Xz, O = n=1,2,3...

n=1
Warunki brzegowe na brzegach x; = +h, x, = fa:
ofi(Lh, x) = p''(x2), ofalxz, xa) =0, of(Eh,x;) =0,

4.2.2 ;
( ) o‘;l(xlﬁ iﬂ) = Oa ‘uTS(i_h’ x2) = 03 :ug:&(xl: i_a) = 0
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Funkcje naprezef Fi ¥ przyjmujemy w postaci:

o0
F = Z (dnchoy,xy + tn Xy Byshanx;)sin o, x; +

n=1

+ Z (KmShﬂmxz + ﬂm X2 MmChﬂmx2)Cosﬂmx1 5

m=1
(4.2.3) )
= N (Fashayx, + Hyshg,x,)cos ax, +
n=1
+ (Pm(:hlgmxz +Rm0h7"mx2)5inlgmxh
m=1
gdzie
Hnx mrn
dn=7’ n—1:2,3)'-') ﬂm—-ﬁ’ m—1’3’5 ’
2 1 172 ) 1 1/2
On = an+l_2 s Ym = |Pm+ 75‘ s

B — odpowiada okresowi L = 4k, co umozliwia spelnienie w sposéb Scisty warunkéw
brzegowych dla skladowych naprezenia ofy, u¥s.

\ X1 k
|
p”/X / ,
JF \L[uz ___EDJ_,}J.EQ—L_____
< |
4 .|
Xp l
B |
N Pz ik s ———
o W p,,/le *‘k’tﬂ‘;‘
I/ a I a |
A Gl 1

Rys. 11

Tok rozwiazania zagadnienia jest taki sam jak w punkcie (4.1). Biorac pod uwage
wzory (4.2.3) spetniamy najpierw cztery warunki brzegowe (4.2.2)y,,,s,6 i TéWnania wia~
zace funkcje F i ¥ (2.5), otrzymujac stale catkowania w postaci 4, = f(Bn), Hx = f(B.),
K. = f(M,), R,, = f(M,,). Nastepnie spelniajac dwa ostatnic warunki brzegowe (4.2.2); 4
dochodzimy do nieskonczonego ukfadu réwnan.
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Pesiome

CTATHKA MHKPOITOJISAPHBIX AVCKOB

B paGoTe paccmMaTpHBacTCA Ha NpUMEpE ANCKA, TIONYOESCKOHEUHOTO JUCKa M AHCKOBOH YIONOCHI 3a-
Jlaua MMKPOIONSAPHON YIIPYTOCTH.

3apaua pewaercsi ¢ momompio GyHKUHA Dpu-Munmmuna, CoorsercrByioume guddeperuamsunie
YpaBHEHHsI B YACTHBIX IPOM3BOJHEIX PEINAJMCh C JIOMOINBIO OJMHADHBIX M ABOHHBIX psagoB Dypse.

Summary

STATICS OF MICROPOLAR PLATES

In the paper the static problems of micropolar elasticity for a semi-infinite plate, a plate-strip and
a right-angled plate in a plane state of stress are considered. Solved are the problems by means of the Airy-
Mindlin function. The differential partial equations of the problems are solved using a single and double
Fourier series.
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