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Oznaczenia

przemieszczenie punktéw osi §rodkéw zginania w kierunku osi Y,
pizemieszczenie punktéw osi $rodkow zginania w kierunku osi Z,
przemieszczenie punktdéw osi §rodkéw zginania w kierunku osi X,
kat obrotu przekroju,

x,y,z glowne centralne osie bezwladnosci przekroju,

wspdirzedne $rodka zginania w kierunku osi ¥,

wspOlrzedna $rodka zginania w kierunku osi Z,

modut sprezysto$ci podiuznej,

modut sprezysto§ci poprzecznej,

cigzar objetoSciowy materiaty, z ktorego wykonano pret,
powierzchnia przekroju preta,

przyspieszenie ziemskie,

moment bezwladnoici przekroju wzgledem osi y, Jy =Af 2%dA,

RS I

‘ck'oq R thE“E‘

J, moment bezwladnoéci przekroju wzgledem osi z, J; = f yrdA,
A

Jo  wycinkowy moment bezwladnoéci przekroju Jo = fw’a’A,
A

Js moment bezwladnoSci przekroju przy czystym skrecaniu.

1. Wstep

Zagadnieniom dynamiki i statecznoéci pretéw cienkoéciennych o profilu otwartym
po$wigcono wiele prac. W wigkszoéci dotycza one pretéw o stalym i charakterystycznym
przekroju, dla pewnych szczegélnych warunkéw brzegowych [1, 2, 3, 4].

W przypadku pretéw o zmiennym przekroju zagadnienie dynamiki i statecznosci
sprowadza sig do rozwiazania uktadu réwnan rézniczkowych o wspdlczynnikach funk-
cyjnych, przy czym funkcje tych wspdtczynnikéw zaleza od charakteru zmiany przekroju.
Rozwiazanie tego problemu mozna uzyskaé w wyniku pracochionnych obliczen stosujac
jedna z metod przyblizonych [5, 6]. Kazdorazowy inny charakter zmiany przekroju wy-
maga w ogdlnym przypadku ponownego rozwiazania.

Zastgpujac pret o dowolnie zmiennym przekroju, pretem o przekroju odcinkowo
stalym (skokowo zmiennym) i stosujac metode macierzy przeniesienia, mozemy otrzymac
rozwiazanie powyzszego problemu w znacznie prostszej postaci, nadajacej si¢ stosunkowo
fatwo zaprogramowaé na elektroniczna maszyne cyfrowa [7, 8, 9]. Dodatkowa zaleta
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metody macierzy przeniesienia jest mozliwoé¢ kazdorazowego okreélenia granic, w jakich
powinno zawieraé si¢ rozwigzanie ciste, a wigc mozna otrzymac rozwiazanie o Zadanej
doktadnosci.

Metoda macierzy przeniesienia polega na okresleniu macierzy zwanej macierzq prze-
niesienia, ktora otrzymuje si¢ w wyniku iloczynu macierzy przgsta i macierzy przekroju.
Macierz przesta buduje si¢ na podstawie rozwiazania danego problemu dla prgta o sta-
lym przekroju. Natomiast macierz przekroju otrzymuje si¢ z warunkoéw statycznych
badz kinetostatycznych i z warunkdéw nierozdzielnosci przemieszczen [10].

Celem pracy jest rozwiazanie zagadnienia drgan swobodnych i statecznodci prostych
jednoprzestowych pretéw cienkoéciennych za pomoca metody macierzy przeniesienia,
programujac ja na elektroniczna maszyng cyfrowa.

Zagadnienie rozpatrzono w ujeciu liniowo-sprezystym przy zalozeniach tzw. technicz-
nej teorii pretéw cienkosciennych [4]. Rozwiazanie zagadnienia statecznoéci otrzymano
jako szczegdlny przypadek rozwiazania zagadnienia drgaf swobodnych (gdy P — P,
to w, — 0).

2. Okreélenie macierzy przesia

Macierz przgsta okreéla si¢ na podstawie rozwiazania réwnand rézniczkowych danego
problemu dla preta o stalym przekroju, przy czym musi to by¢ rozwiazanie, w ktérym

Rys. 1

stalymi catkowania sa wartosci funkcji w przekroju poczatkowym oraz wartoéci propor-
cjonalne do kilku pierwszych pochodnych tej funkcji réwniez w przekroju poczatkowym.
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Podstawowe réwnania rézniczkowe zagadnienja drgan swobodnych preta cienko-
§ciennego o profilu otwartym 1 statym przekroju, obciazonego sita P dzialajaca centralnie

(rys. 1) maja posta¢ [4]:

0’ yd4 9%
E4 oxt g or% =
orny  yJ. 0%, yA oy 0’n _ ydzy 0% %
BT oa =7 xor ar g = am TP =0,
e oy, 04 y4 0% 0*6  ydAy, 0% g
@1 Bl G2 =g axtor B VP g oz g =0
yAz, 07 *n _ pAys 2 o .
P + Pz, o2 z o AP +EJ, o
A pAr? 0% 0y L 0
g oo g e g T 5a =0
gdzie
2 Jo
r =—;1—+ya+za, Jo = L. +J,.

Pierwsze réwnanie wyrazenia (2.1) przedstawia réwnanie réZniczkowe swobodnych
drgan podhuznych preta i jest niezalezne od pozostatych trzech. Rozwigzanie jego mozna
znalezé w kazdym podstawowym podreczniku dotyczacym dynamiki o ciggtym rozkladzie
mas. Dalsze wigc rozwazania dotyczyé beda tylko swobodnych drgan gigtno-skretnych,
okreSlonych pozostalymi trzema rdwnaniami rézniczkowymi.

Stosujic metode rozdziatlu zmiennych przedstawiona przez Poissona, moZemy w przy-
padku drgan swobodnych funkcje n(x, t), £(x, 1), @(x, t) wyrazi€¢ w nastepujacej postaci:

nex, )= D Gu()sinwnt,

n=1,2,3

&(x, 1) = Z Y’,.(Ix)‘s‘ir'lw,, 1,

n=1,2,3

2.2

p(x, 1) = Z x,.(x)s-inw,,t

n=1,2,3
gdz1e w, — n-ta czesto§é katowa drgafi swobodnych pr@ta

Podstawiajac zaleznosci (2.2) do réwnan (2.1) otrzymamy

yAzy

EJ, 6% + (ygj w,%+P) 6y

w,, x,,+Pz¢x,,‘— 0

R A O (NN P L
2
Eme,I,V-i_-(Pr2+%w,% —»GJx) ) — ;u;r wn g — vAzy w20,+
Pz 0+ Y 2w Py W =0
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Wprowadzmy do réwnan (2.3) nastgpujace oznaczenia:

J, A
ay = E,, a2=(”’wf+P), a; = == o,
g g
ay = — yAze wi, as= Pz,
g
J, vA
b, = EJ,, bz—‘(y—gy‘ §+P), by = —?wrzn
by = 22202, by = — Py,
g
S Ar?
¢, = EJ,, ¢,= (Pr2+—y——w,%—GJx), Cy = — 14 w2,
4 g
A
€4 = — '}’Aza (l)p?’ cs = Pz, Ce = ygya wr?’ ¢7 = —Py,.

Wdwczas réwnania (2.3) przyjma postaé

a, 08 + a0, +as0,+asn,+asx, =0,
24 by 4+ b,V + b3 W+ bystyt+bsny =0,
i # H oy +esnyt cabnt+esOy +cs P+ c, Wy = 0.
Rozwiazanie w postaci zamknietej, np. transformacji Laplace’a, réwnan rézniczkowych
(2.4) prowadzi do bardzo pracochtonnych obliczen i jest z praktycznego punktu widzenia

niemalze nieosiagalne. Dlatego, podobnie jak w pracach [11, 12, 13], do rozwiazania
rownan (2.4) zastosowano rozwinigcie funkcji 6,, ¥, », W szeregi potggowe w postaci

0, = 05+05 x+05x2+05x3+ ... +65x",
2.5) ¥ =4+ Wi x+ V5 x>+ P53+ ... + P,
Hy = wh+rix a5 X2+ x3+ .+l x".
Pierwsze cztery wspdlczynniki kazdego z szeregdéw sa wartoéciami brzegowymi odpo-
wiednich funkcji 6,, ¥, », dla x = 0, pomnozonymi przez liczb¢ jeden, dwa lub szeé¢.
Wstawiajac funkcje (2.5) do réwnan rézniczkowych (2.4) i przyréwnujac odpowiednie
wspdlczynniki do zera otrzymamy nastgpujace wzory rekurencyjne:
Gﬁ = a, (r)Gf_; + 25} (I')G:_‘; + a4(r) NS_4 +a5(f) xﬁ—Z )
(2.6) W =b,(NPi_ 2+ b3(DPE_a+bs(r)s_a+bs(r)s_s,
Hy o= (M)t ea(r)ri_atca(D0i_a+ces()0 2+ cs(r) i a7 (r)PE_ 2,
gdzie
R B = — 3
r(r—Da,’ as(r) rr—D(r—2)(r—3a,’

a,(r) =

— a4 = _—05
rr—1)(r—2)(r—3)a,’ as(r) = — r(r—Day’

a,(r) =



e (r) = —

ca(r)

cs(r) = —

i

ZASTOSOWANIE METODY MACIERZY PRZENIESIENIA

b,

T Fr=Db,°

b

4

Ca

rr—Dec,’

C4

T T r—D—2)(r-3)b,’

C

T rr=Dr=-2)(r-3)c,’

rr—D(r—

62)(r~3)cl el =

ba(r) =

bs(r)

cs(r)

cs(r)

bs

bs

T re—1b;’

C3

T rr=Dr=2)(—=3)b,°’

Cs

T r=1De,

Cy

T rr=Dey

T =D =2)(—=3)e, ’
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Po dokonaniu przeksztalced otrzymamy nastepujace wyrazenia na funkcje 0,, ¥,, x.
i ich pochodne:

@7

. , d
gdzie () =

§y

r

S1

rt

S1

res

§1

S13
S13
513
513
S25
525
52's

11
S25
s

’
§2
55

111

§2

!
S14

1"
S14

111
S14

!
$26

11
S26

1

$26

53
55

1"t

§3

Sys
Sis
51

1"t
S1s

’

S27
’"

8§27

11"t
S27

Sa
’
S4
sy
séfl
S16
I
S16
r
S16
1"t
S16
S28
I
S28
1
S28

1nt
S238

Ss

11

11

S5

Sy
517
51
517
S29
559
525

111

S29

Macierz kwadratowa utwbrzo_nq ze
przesta, Poszczegdlne elementy macierzy przesta sa okreSlone przez nastepujace funkcje:

(2.8)

S1=

87 =

rea

r==2

1

r=2

S¢ 84
S¢  S7
S6 57
se' 57"
$18 §19
Sia Sio
Sts Sio
S18 Sis
S3p 31
S30 $31
530 §3)

10t 1"
S30 S31

r=m2

ra==2

!
Sg
S

11

Sg

Sébo
530
520
S32
S32
532

1

S32

m m
\7 s i3 .2
X 24 AF XY 55 = 2, Azpx™,

So
1

Sg

sé{l
S21
521
531
21
Sas
533
533

117
§33

§ 4 2r N § 4 2r4-1 .
A2rx r’ Sg = A2r+1x T+ ’ S9 -

S10
!

S10
"

S10

111!
S10

S22
522
537
S3q
s 34
534
S3a

m
2r ' 1 2r41
2 X, Sy =X+ _S_ A2r+1x T ’ S3 =

S

S11

1’

S11

111

S11
S23
533
533
533
$3s
S:Ias
535

111

Sas

S12
512
512
512
Sr4
S24
524
534
$36
536
536

111

S$36

0%
01
)
63
b4
b1
¥
b

%o

¥

5
5

wspOlczynnikéw s, —s3 nazywamy macierza
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m m m

5 2r41 s 6 ,2r _ 6 2r41

(28) S10= _5_, AZ 1 X7, sy = 2, A3px™,  S12 = 2, A3 1 X7,
[c.d.] r=2 r=2 r=2
n m

2 § 2r 41 2 2 .2
13 = Bzrx y S = B; 241X, Sys = By x",

r=2 r=2 r=2

m m

m
2 2r1 E 2r41
S16 = E B3 1 x*t, 5'17 =1+ ) B3, x¥, s14= x+ 7 bX B3, pax*rt

r=2 re=2 r=2
. . m il i
§ 4 2 — 3L ‘R4 2r41 — 5 .2
g9 = x2+ 'Ber r, S20 = X +2B2r+1x T H S21 = Z'Ber r,
r=2 r=2 r=2
.m : m m
3
5 2r+1 — 6 L2r _ 6 2r+1
S22 = _5_, Bi g1 X7, s = B3, X", S = 2;B2r+1x i
r=2 Cr=2 =2 .
m m m
v
1 .2 1 2r4+1 2 2r
S5 = E Cer r’ S26 = g Cz,+1x r+ y Saq7 = Z Czrx H
-or=2 r=2 r=2
m
2 2r4-1 2 1
S8 = E C2rp1 X, 539 = 2 Cer y S30 = 2, C2r+ X
r=2 r=2 r=2
: 2, 1 5 .2
S3y1. = E Cz,.x B S3y = § Cz +1X r+ S33 = 1+ E C5px*, -
- r=2 . r=2 re=2

m .
5 W2r41 — 43 6 2
534=x+2¢2r+1xr+, Ss—-x+§C2r > S36""x+§C2r+1x T+,
: real

re2 re=2

Funkcje (2.8) zo'stal}’l wyprowadzone na podstawie zaleznofci 2.5 1 (2.6).
Wspolczynmkx A8, A%, 1, BY,, B 1, C5, Chy,dlak =1,2,3,4,5,6ir=2,
3,4,5, ..., mobliczone na podstaw1e wzoréw rekurencyjnych (2.6) wy;razajq si¢ w postaci
A%, = 02(2I)A2,. 2+ a3 A+ a,(2r) C, i+ as(2r) Ch, 2,
A = a,Qr+ 1) A5 +ayQr+1) A5 _s+a,r+1)Ch_s+asr+1)Ck,_y,
B% = b,(2r)B%,._, +b3(2r)B2,_4+b4(2r) C_a+bs5(2r)Ci,_2,
(29) B, = b2(2r+1)Bz,_ +b3(2r+1)B2,_ +b4(2r+1)C’2‘,_3+b5(2r+I)Cz.-_l,
Ci = Cz(2r)C’z‘r_ +¢3(2r)CY s+ cs(2r) A%, +c(2r) BS,_s+c,(2r) B, 2,
Chror = 22r+1)CE_ 1 +c32r+1)Ch s +esr+1) 4% 1 +
+c(2r+ 1) BS, s +c,(2r+ 1) BS, ;.

Dla k=1,2,3,4,5,6 i r=0,1 wspSiczynniki A%, A%..., B%, B5+1, Chrs Chrprs
s réwne zeru z wyjatkiem nastepujacych:’

As=1, di=1, A3=1, A=1, B=1, B =1, Bt=1, Bi=1,
C(5)=1, Cf=1, Cg:l’ Cg:l' .
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3. OkreSlenie macierzy przekroju i macierzy przeniesienia

Macierz przekroju ulozymy dla preta, ktérego giéwne centralne osie bezwladnosci
przekroju poszczegélnych odcinkéw leza w jednej ptaszczyZnie, a of preta jest linig prosta.

Wykorzystujac warunki statyczne i warunki nierozdzielnosci przemieszczen otrzymamy
zaleznoéci pomigdzy warto§ciami funkcji 6,, ¥y, *, oraz ich pochodnymi z lewej i pra-
wej strony miejsca (rys. 2), w ktérym nastgpuje skokowa zmiana przekroju.

-1 ¢ i+1 .

(strona lewa) i (strong prawa) i+1

I - - -

Rys; 2

" Na podstawie t)‘/ch zaleznoéci otrzymamy nastepujaca postaé macierzy przekrojii

10 0 0 00 0 0 w, 0 0 0 T
01 0 0 00 0 0o 0 0 0 0
I,
00 L~ 0 00 0
0 55 0 0O 0 0 0 0
1 Ju . o
00 0 3400 0 0 0w 0 0
00 0 0 10 0 0 w, 0 0 0
00 0 0 01 0 0O 0 0 0 0
00 0 0 -00LI o o0 0 0 o
B F= 27, f ;
| : 17
00 - 0 Z 0
00 00 0 P 0 wm 0
00 0 0 00 0 o 1.0 0 0
00 0. 0 00 0 o 02 o0 o
T
foe .0 0 00 0 0 0 0. ~Ja .
2 Jup ,
s : - 11@)!]:;
00 0 0 00 0 000 0 el
Pze Ty Pzi  Pya Py Ju.

gdzie Wy = ~(Zap=Zat), W2 = Oy Yur), W3 = BT EL YT Er . TEL, T,
zp sp zp yp yp “sp

Symbole z indeksem ,,I”” dotycza lewej strony preta, natomiast symbole z indeksem ,,p"
prawej strony. o ’ o o K

Jezeli przez D, oznaczymy macierz przesta i-tego, a przez F; macierz przekroju i-tego
(skokowa zmiana), wéwczas. macierz. przeniesienia. 4 dla danego preta o podziale na W
odcinkéw, wyrazi si¢, w. . postaci ST

(3'2) ' (UH = -DWF _1Dw_1-3F —2 eee F[ND']".:.vFI.Dl.V i
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4. OkreSlenie czestosci drgan swobodnych i sily krytycznej

Czestoéci drgan swobodnych okre§limy przyréwnujac odpowiedni minor macierzy
przeniesienia H (3.2), tzw. wyznacznik charakterystyczny, do zera. Wartodci wlasne tego
wyznacznika sa czgstotliwosciami drgad swobodnych. Postaé wyznacznika charakterys-
tycznego zalezy od warunkéw brzegowych.

Zagadnienie drgan swobodnych rozwiazano dla preta obciazonego sita P dzialajaca
centralnie. Jezeli wielkosé sity P obciazajacej pret bedzie dazyé do wielkodci krytycznej,
to czestotliwosci drgan swobodnych beda dazyé do zera.

W zwiazku z powyzszym otrzymane rozwigzanie dla zagadnienia drgafn swobodnych
mozna wykorzysta¢ do okreSlenia obciaZenia krytycznego tego preta, wstawiajac tam o, =
= 0. Wéwczas warto§ciami wlasnymi wyznacznika charakterystycznego bgda wartosci
obcigzenia krytycznego.

Calos¢ obliczen zostala zaprogramowana w jezyku ODRA-ALGOL na elektroniczng
maszyn¢ cyfrowa ODRA-1204,

5. Przyklady liczbowe

Dla ilustracji przedstawionego rozwiazania obliczono czgstotliwo$ci drgafi swobod-
nych i sity krytyczne dia preta skladajacego sig z dwdch odcinkéw o statym przekroju

(rys. 3).

z r
T )
o]
1 7
Rys. 3

Odcinek I ma przekrdj przedstawiony na rys. 4a, a odcinek I7 przekrdj przedstawiony
na rys. 4b.

Obliczenia przeprowadzono dla dlugo$ci odcinkéw [/ = 200 cm, / = 400 cm, / =
= 600 cm.

Rozpatrzono nast¢pujace warunki brzegowe:

x=07]=096=0’<p=0’ x=177=0,5=0,<7)=0,

5.1
6 n=0,§=0,¢=0; 7 =0,§=0,¢ =0

x=07=0,6{=0,9p=0, x=1 7n=0,£=0,9p=0

5.2
( ) 77l — 0’. El = 0’ wI = 0; 7}II = 0’ 6'/ —_ 0’ ‘pll = 0.

Wartoci obciaZenia krytycznego obliczane na podstawie przedstawionego rozwiaza-
nia poréwnano z wartosciami obciaZenia krytycznego obliczanego przy zastosowaniu
transformacji Laplace’a do wyznaczania macierzy przesta [14]. Otrzymano
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a) dla przekrojéw podanych na rys. 4 i warunkéw brzegowych (5.1):
/=200 cm, =400 cm, [=600cm,
‘ Wny 35,5571, 99571, 3,657,
P, 776 kKN, 381 kKN, 195 kN,
PL 776 kKN, 381 kN 195 kN;

a b 985 50,
20 oy
i
q Q o
g— } 9 re— u“%‘, [\y
A ~
w0
Y o5 | Ll ; ¥
) | § B | —f-]
\ ,_,34
53 335]
Rys. 4

b) dla przekrojéw podanych na rys. 4 i warunkéw brzegowych (5.2):
/=200 cm, =400 cm, [= 600 cm,
Wp 26,1574, 7951, 3,657,
Pon 536 kKN, 213 kN, 103 kN,
PL.. 536 kN, 213 kN, 102 kN,

gdzie PL,, — macierz przgsta obliczona wedtug [14].

6. Whioski

Analizuj przedstawiony algorytm obliczerr i przyklady liczbowe, mozna wyciggnaé
nastgpujace wnioski.

1. Zastosowany w pracy sposéb rozwiazania pozwala okredli¢ czgstotliwosci drgaf
swobodnych i obcigzenia krytyczne dla pretéw cienko$ciennych o profilu otwartym
i1 zmiennym przekroju przy dowolnych warunkach brzegowych.

2. Calo$¢ bardzo dobrze nadaje sig do zaprogramowania i przeprowadzenia obliczen
na elektronicznej maszynie cyfrowej.

3. Poréwnanie warto$ci obciaZzenia krytycznego obliczonego na podstawie rozwiaza-
nia zagadnienia drgan swobodnych (40 wyrazéw szeregu potggowego) z wartosciami obcig-
Zenia krytycznego, obliczonego przy wykorzystaniu transformacji Laplace’a, wskazuje
na wystarczajaca zbiezno$é¢ przyjetych funkcji przemieszczen.

6 Mechanika Teoretyczna
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Pesome

IIPUMEHEHWE METOIA MATPHII IIEPEHOCA ST TYIHAMMYECKOIO
AHAJIM3A TOHKOCTEHHEIX CTEPXKHEN

B paBore npepcraBiied METOX PELIEHHA 3aJauM O CBOGORHBLIX KONEBAHUAX X yCTONUHMBOCTH TOHIKO-
CTEHHBIX CTEPIKHell OTKPBLITOro IPOMHIIA U IIEPEMEHHOIO CEUEHHA AT TIPOUSBOJIBHLIX KPAEBbIX YCIOBH.

JLnst pelmedmst MpHUMEHANICA METOH MaTpHIl IIepeHoca, KOTOpLEL mporpammuposancs ua SIIBM.

B saBepruenun paGoTh! NPUBOLATCA IPUMEPB] PACUETOB, YKASHIBAIOUIHE HA XOPOLIYIO CKOOMMOCTH
OpUEATHIX QyRuiL.

Summary

APPLIANCE OF THE TRANSFER MATRIX METHOD TO THE DYNAMIC
ANALYSIS OF THIN-WALLED RODS

In the paper the problem of a proper vibration and stability of thin-walled rods with the open shape
and variable section for arbitrary boundary conditions was presented. For solving the transfer matrix
programmed on digital computer was applied. At the end, numerical examples are presented and the results
show a good convergence of the assumed functions.
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