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1. Wstep

W pracy podamy efektywna konstrukcje¢ funkcji Greena dla nieskonczonego pasma
plytowego o brzegach swobodnych.

Jak wiadomo, wiasnosci funkcji Greena pozwalajg w prosty sposéb budowaé rozwia-
zania (co najmniej formalne) szeregu technicznie waznych zadan klasycznej teorii plyt.

Przedstawiona metoda konstrukcji stanowi przykiad zastosowania teorii ultradystry-
bucji [2], [3], [6) dostarczajacej niezwykle mocnego narzedzia rozwiagzywania probleméw
brzegowych.

Funkcji Greena poszukiwaé bgdziemy nie w klasie funkcji zwyklych, co wymagatoby
zalozen odpowiedniej regularnoéci i zachowania si¢ w nieskonczonosci, lecz w klasie
funkcji uogélnionych, tzw. ultradystrybucji, dzigki czemu uzyskane rozwiazanie jest ogol-
niejsze od klasycznego, a ponadto zezwala na zr¢gczne stosowanie szeregu pozbawionych
klasycznego sensu operacji. Zaleta metody jest takze i to, Ze obok ogdlnosci zezwala ona
na stosunkowo latwe obliczenie wszystkich nieelementarnych wyrazen i prosta interpre-
tacj¢ fizyczna.

Praca jest fragmentem obszerniejszego studium autoré6w w zakresie nieklasycznych
rozwigzan klasycznej teorii spr¢zystosci.

Nizej podano podstawowe okreslenia i definicje, z ktorych korzysta¢ bgdziemy w dal-
szym ciggu:

9 — przestrzen funkcji probnych klasy C§ o no$nikach zwartych

2=U2®),
2
gdzie

2(R) = {p(x): p(x) e C@ Asupp @(x) = 2},

przy czym supp @(x) — oznacza tutaj no$nik funkcji ¢(x);

@D* — przestrzen sprz¢zona z przestrzenig funkcji préobnych 9, czyli przestrzen liniowych,
ciagtych funkcjonaléw okre§lonych na 2, dalej nazywana réwniez przestrzenia
dystrybucji;

& — przestrzen funkcji prébnych «szybko malejacychy,

P = {@(x): p(x) eCEN /\AC\/k Ix"|lp(x)®| < Cm, k};
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&* — przestrzen sprzgzona z przestrzenia funkcji probnych &, dalej nazywana réwnieZ
przestrzenia dystrybucji temperowanych;
% — przestrzen analitycznych funkcji prébnych, catkowitych

Z = U ga,
gdzie

Zo = {p@: p@—analit A /\V Hlp@)] < G,

%* — przestrzen sprzgzona z przestrzenia funkcji prébnych &, nazywana réwniez prze-
strzenig ultradystrybucji.

Uogélniony operator Fouriera
Fo L [ . eax
na mocy twierdzenia Paleya - Wienera odwzorowuje bijektywnie
Ds» &,
Fo
Przyjmujac definicj¢ uogdlnionej transformaty Fouriera dystrybucji

(Folfl, > S L Folol); 9eD; Folple Z,

przestrzen Z* mozna traktowaé jak przestrzen &, — obrazu przestrzeni dystrybucji.

Wszelkie operacje na clementach wprowadzonych wyZej przestrzeni funkcji uogél-
nionych?’ rozumie¢ nalezy dystrybucyjnie — w szczegdlno$ci rézniczkowanie jest ope-
racja uogélniona w sensie Sobolewa,

D, o> = (fy =t

Poniewaz tradycyjnie przyjeto oznacza¢ parametr transformacji Fouriera przez o —
w dalszym ciggu uzywamy oznaczenia

Fo= T ... edx

skad wynika réwnowazno$é
=%, Z*x=2*

Uzywamy réwniez tradycyjnego oznaczenia F,[f] = f

1y przez funkcj¢ uogoélniona rozumie sie tutaj element &* lub 2* lub Z'*
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2. Sformulowanie i rozwigzanie zadania

Pasmo plytowe traktuje si¢ jak rozmaito§¢ rézniczkowalng w E, okre§long nast¢pu-
jaco (rys. 1):

oD

x 8(xy,%p) {

X1

Rys. 1

D= {x;,x;:x, €(=b,b) A x, € (—00, 0)};

0D = {x;, X1 |x,] = b A x, € (—0, 0)}.
Znalezienie funkcji Greena sprowadza si¢ do rozwiazania problemu brzegowego
.1 ViV = d(xy, X,)
(przy przyjeciu sztywnoéci plytowej K = 1);
o*w 0*w 0
S 4y—| =0,
(22) 6xf 6x§ oD
3w 3w
Frsl = +(2-v) T o |op 0,

gdzie d(x,, x,) = 0(x,)x §(x,) — dystrybucja § — Diraca (iloczyn tensorowy).

" W celu rozwigzania zadania zakladamy, ze w € Z*. Z zalozenia tego wynika, Z2e ope-
rator V2V? dziala w przestrzeni ultradystrybucji, czyli rozniczkowanie naleZy rozumie¢
w sensie Sobolewa.

Dzialajgc na (2.1) oraz (2.2) operatorem &, wzgledem zmiennej x, otrzymujemy

(23) [d%—a?]PW = 0(xy) - 1(o),

(2 2., —
W —aZvw|yp = 0,

2.4 . .
W — a2 (2—v)W;p = 0,
gdzie
4 d2
[ 2]2“'54—2(1 g’i"'a’

I(e) = H()+ H(— ),

H(a) — funkcjonat Heaviside’a.
Zadaniu (2.1), (2.2) odpowiada wigc w przestrzeni #, — obrazu zadanie (2.3), (2.4) co
oznacza, ze W jest elementem przestrzeni D% x Z*; tutaj D% — przestrzen dystrybucji
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transponowana. Rozwigzaniem réwnania (2.3) bedzie funkcja ultradystrybucyjna zalezna
(dystrybucyjnie) od parametru a (Sci§le biorac przez w rozumie¢ nalezy rodzing rozwiazan
ze wzgledu na «), gdzie a-argument & ,-transformacji. Do jego wyznaczenia wykorzy-
stamy twierdzenie [2], [6], na mocy ktorego rozwigzaniem réwnania

Lm[f] = 6(X1), xl eRl’
w ktoérym

maet o A"
L7= an dx?
jest funkcja f = foH(x,), gdzie f, — rozwiagzanie réwnania jednorodnego L™[f]=0
spetniajace warunki poczatkowe

fo(0) = fV(0) = ... = f§"2(0) = 0,

SED0) = -

m

d
+ ... +ala—'+ao,
1

Korzystamy ponadto z twierdzenia [2], {6], zgodnie z ktérym ultradystrybucyjne roz-
wigzania réwnan rozniczkowych liniowych o statych wspélczynnikach sa (z doktadnoscia

do mnoznika i = |/?1_) identyczne 2z rozwiazaniami klasycznymi. Przyjmujac wigc
wo = C, ch ax, + C,ax, ch ax, + C; sh ax, + C,ax, sh ax,
oraz wykorzystujac warunki:
wo(0) = w6(0) = wig) = 0;  wEV(0) = 1,
otrzymuje sie

C,=C,=0, C2=Tx3—, C, = TR
a stad
- 1
2.5) Wo = Z&ngnxl(axlchaxl—shaxl).

Aby spetni¢ warunki (2.4), do rozwigzania (2.5) dodajemy rozwiazanie réwnania jedno-
rodnego. Jest zatem

26) w= Jngnxl(axl chax, —shax,)+ A(a)chax, + B(a)ax,chox, +

+ C(o)shax, + D(x)ax, shax,,

przy czym state 4(a), B(«), C(a), D(«), wyznaczy¢ nalezy z warunkéw (2.4).

Wykonujac niezbgdne przeksztalcenia otrzymujemy uktad réwnan, ktoérego rozwia-
zanie daje wynik

B=C=0,

—-1  (14)*sh?f—4ch?*f—(1-»)*p?
40®  (1—»)[(3+»)shBchf—p(1—-»)] °
-1 (1+»)sh?B+2ch?p
4a®  (3+v)shfchp—p(1—»)’

Q.7 A=

D=

gdzie B = ab.
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Ostatecznie wiec rozwiazanie zadania (2.3), (2.4) ma postaé

(28) w _1.{[1_+-axle_“xl — _1 ﬂeaxl]sgn X, —

4o 2 2
(1 +1’)2Sh2ﬂ 4Ch2ﬂ (1—-1,)2/32 (1 +v)Sh2ﬂ+2ch2ﬂ
T =nG+nshpechF—BU—n]"" " T "G+r)shBchf—p(l—) “"ISh"‘xl}-

Wykonujgc transformacj¢ odwrotng, otrzymamy
2.9) w=Fs W] = Fo'lwol - Fo' [P, chax,]— F5' [P,ax,shax,],
gdzie dla zwigzioSci oznaczono
I (14+»)*sh?8—4ch?B—(1—»)2B2
403 (1-9)[3+»)shBchB—B(1-»)]’

1 (14+»)sh?f+2ch?B
4> (3+»)shfchf—B(1—») °

(2.10) o, =

D, =

Pierwszy skiadnik moZna napisa¢ w postaci

- 1 x 1
g‘—al[WO] =f61|:"ﬁe-axl:|+fal|:8a12 e‘“"l] _fal[gaa eaX;] +gal|:8‘fxlz eaxl]’

a nastepnie

- 1
(2.11)  F5'[Wo] =-df51[~&7;] ¥ .”ia‘[e‘“"]+.9°‘a’[8 2]%-”/"01[8'“‘]_

1

Wykorzystujac twierdzenie o splocie [2], [I] dostaniemy dla poszczegdinych retran-
sformat wyrazenia [4]

1 | 1
fa*[ga:, e | = - [eoz? — ¢, 22 In 2l % Oz — ixy),
Fit L “"J - ! 2—¢, 221 O(z+ix,)
0 8a3e —m[coz ¢ z%In|z|]] % 6(z +ix,),
1 1 .
1] *t e, | X, |z| ¥ 6(z—ix,),
(2.12) Fs [8a2e & 112] % 6( 1)
x4 1 .
Fi! [W eax‘.\ = mx1|2|%6(2+1x1),
. —1)3
gdzie ¢, = 2(2'1) cos 23- =1,
Co = 1.

Funkcjonaly 6 sa tu retransformatami odpowiednich funkcji wykladniczych.
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Uwzgledniajac w dalszym ciggu wlasnoéci splotu z d — funkcjonalem i traktujgc
otrzymane retransformaty jak analityczne funkcjonaly zdefiniowane na przestrzeni funkcji
prébnych Z, czyli

[r@9@dz,

gdzie I' — droga catkowania w plaszczyZznie zespolonej rozciggajaca si¢ od + 0o do — oo
oraz przyjmujgc, ze Im z = x,, a droga catkowania okre§lona jest prostg

T
argz = -

7 i< r(cosp+ising),

otrzymamy (z dokfadno$cia do mnoznika i)

(2.13) Fgllve] = 16Lnrzlnr2 = Té;(xf+x§)ln (xi+x3).

Uzyskany rezultat pozostaje w zgodzie z faktem, Ze przestrzen dystrybucji tempero-
wanych &* jest podprzestrzenia wilaSciwa przestrzeni Z*. Nalezy poza tym zauwazyd,
7e wystepujacy w rownaniu (2.1) operator biharmoniczny dziala w przestrzeni * N Z*.
PoniewaZ przestrzen &* jest zamknigta ze wzgledu na rézniczkowanie, wigc i w tym kon-
tekécie otrzymany wynik jest poprawny.

Znalezienie retransformat pozostalych dwéch skladnikéw (2.9) nastrecza znacznie
wiecej trudnoéci. Mozna je obej$¢ przez taczne zastosowanie twierdzenia o splocie i metody
KryLowa [5] przyblizonego obliczania calek Fouriera. W tym celu biorac

(2.14) F5 [0, chax,] = F5'[P,]%Fs [chax,],
Fi'[@,0x,shax,] = x,%5 ' [aD,) % F§' [shax,]

zauwazymy, Ze wystarczy skupié uwage na obliczeniu retransformat funkcji @, i a®,,
bowiem transformacje odwrotne funkcji hiperbolicznych daje si¢ z tatwoscig wyznaczyé
podobnie jak w (2.12)

2.15  F5'lchax,] = 0(z+ix,))+0(z—ix,), Fo'lshax,] = d(z+ix,)—d(z—ix,).

Dla zastosowania metody Krylowa funkcje @, oraz a®, przeksztalcamy do postaci

216) O = s 9=y
gdzie

= e e
2.17)

b, = [(14+»)sh28+2ch?B](1 + a)?

402[(3+»)shfchf—p(1—)]
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Dzigki temu, aproksymujac funkcje 51 oraz 472 wielomianami Legendre’a mozZemy
napisaé

Fi'[D,] = ——Z D (akb)ZA,k f cosaz(l +a)~"*da,

(2.18)

n-1 n—1 ]
1 —
F5'loBs) = 5= D) Ba(wub) D) du [ sinaz(+a)y-2da.
k=0 =0 0

Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze w oryginale [5] procedura Krylowa dotyczy zwyklej tran-
sformacji Fouriera. Jednakze dystrybucja temperowana istnieje jako ultradystrybucja
(droga catkowania moze by¢ przesunigta do dowolnej prostej Im z = const), adaptacja
metody sprowadza si¢ wigc do formalnego zastapienia zmiennej rzeczywistej x zmienng
zespolong z.

We wzorach (2.17) K 1 (ob) oraz (Pz(akb) oznaczaja wartoéci funkcji odpowiednio
@, oraz $, w weztach interpolacji, za§ Ay sa stabelaryzowanymi wspétczynnikami,
n oznacza ilo§¢ wezléw interpolacji, ktora moze byé przyjeta dowolnie w zaleznoéci od
zalozonej z gbry doktadnosci.

Przyjmujac n = 9, a nastgpnie wykonujac catkowanie przez czgsci otrzymujemy

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(219) fal[d)l] = F{Bo-*-?Bl +—3—Bz+ zB3+—5'B4+ "6—‘Bs+ 7B6+—8_B7+ ng'*‘
1 22 [1 1 1 1 1 1
+ 108~ b2[6 B+ 54 Bs+ g5 Bet 1op Bs+ 319 Be + 336 8
+—r B+—L B LBl L g L, Lp L g
530 22t 720 %o | T e | 120 P+ T 720 P5 t 252006 T 6720 O7 T

1 1 [ 1 1 1
+ 15120 B0 30240 2 +F[smo Bs+ 20320 81+ Teiaa0 Dot

#B is— 1 B L By | + sinici—z——
+ 604880 ° | + 5% | 362880 “* T 3628800 ° 5%

1z 1 z7 1 z?
—cos i b][ 326 ¥ 20 B4t 37 soa0 B X
1 .z .z z .z||221 41
X36288038]+[Smb Sip Teosp b”b_ziB"bTﬂB”

N U DN L N |
5 720 25~ 5% 30320 27 5 362880 °

6 Mechanika Teoretyczna
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1(z[1 I 1 1 1 1 1
g =1 - !~ |1 _ . I N N —_—
(2.19) #5'[aP,] b{b[231+632+ 1233+2OB4+ 3OBS+4ZB6+56B7+
[c.d.]
1 1 21 1 1 1
+ﬁB"+9_oB9] _F[EZB“L 156 Bs+ 30 B+ gao B +
1 1 1 S 1
B R .
* 680 27 % 3024 B¢ 040 9] t s [720 Bs+ 540 B+
1 ! 1 1
*+ 0160 27+ 6oag0 Be t 15120039]“17[40320 By +
1 1 z° 1 .z .z z
* 362880 ¢+ 1814400 39] *+ 5% 3628800 B9+[S”‘F°‘$“°°53x

.z z2 1 24 1 z% 1 8 1
X S‘?] [_b_2531+b_4ﬁ33_b6 720 55+ 3% o320 B~
z10 1 .z .z z .z z z2 1
- WT%WBQ] + [SlﬂgSlg +COS—ECI?] . [ — Z‘BO'I' FBZK -

z5 1 z7 1 z° 1
~ %5 120 B+ + 57 5040 B¢~ B 3628800 BB]}.’
9 Ny :
Tutaj B, = ZA,ka(l)z(alb), przy oznaczeniu 5(1)2 =@, v &,
i=o0 .
Wzory (2.14) z uwzglgdnieniem (2.15) i (2.19) daja lacznie postad poszukiwanych
retransformat.

-Uwzgledniajac jak poprzednio wlasnosci splotu z 6 - funkcjonalem i wybierajac te
sama co poprzednio drogg calkowania otrzymamy w efekcie funkcje zmiennych rzeczy-
wistych x;, x, jako wynik ostateczny.

“Suma (2.13) oraz (2.14) przy uwzglednieniu (2.15) i (2.19) jest poszukiwana funkcja
Greena dla nieskonczonego pasma plytowego, postawione wiec na wstepie zadanie uznaé
nalezy za rozwiazane.

Zauwazmy, ze wyraZzenie (2.13) jest znanym rozwigzaniem podstawowym operatora
biharmonicznego, zgodnie wigc z okre§leniem funkcji Greena stanowi jej cze§é osobliwa.
Wzory (2.14), (2.15) daja jej cze$¢ regularna.

3. Zakonczenie

Jak wynika z przytoczonych rozwiazan, zastosowanie elementow teorii ultradystrybucji
okazalo si¢ trafnym i zrgcznym sposobem konstrukcji rozwiazania problemu (2.1), (2.2).
Nasuwa si¢ pytanie czy stosowanie tego aparatu bylo konieczne?

By w pehi udzieli¢ odpowiedzi zauwazmy, Ze retransformaty poszczegdlnych cztonéw
wyrazenia (2.8) nie istnieja w zwyklym sensie, a nawet jako dystrybucje. Mozna je znalezé
Jjedynie w przestrzeni Z*, a wigc istnieja tylko jako ultradystrybucje. Uogélniona w sensie
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przestrzeni 2* posta¢ funkcji Greena ma, jak to pokazano [wzory (2.13), (2.14), (2.15)
1 (2.18)] ksztalt

i , , i .
G w= T [eoz?—22In|2|] % [8(z—ixy)+ 8(z+ ix,) + Wx,lzle(—[é(z—txl)+
) n-1 n—1
R
O+ i) - {[Z BSis| % B iv) + i)+ D) Bsioa| %
k=0 k=0

K[OG +ix) =8 G=ixpl},
gdzie ££_,, F5_, sa odpowiednimi catkami w (2.18). Odsiewajace wlasno$ci 4-funkcjonalu
pozwalaja stad otrzymaé rzeczywistg posta¢ funkcji Greena

1
B2 w= T6n [(x;— &)+ (x2— £2)%1In [(x = £,)* + (x; = &)1+ R(xy, x3, &4, &),
gdzie cze$é regularna R(x,, x,, &;, &) okredlona jest zwigzkami (2.19) przy podstawieniu
Imz = x,; argz=% oraz x, = x—&;; x, = x,—&,.
Warto w tym miejscu jeszcze pokazad, Ze otrzymane rozwiazanie spetnia warunki réwno-
wagi. W tym celu wykorzystamy nastepujaca walasno§é &, — transformacji:

[+ [+
[ [ retax] _ = [ fods = Folfleco.
Spelnienie warunkéw réwnowagi oznacza, Ze zachodzi réwnoé¢.
(3.3) /\ [ Qo dlo@+ [6(x;, x)d2 =0,
QcD o002 2
gdzie Q, oznacza sil¢ poprzeczng.

Jako kontur catkowania wybra¢ mozna (bez szkody dla ogdlnosci) kontur Q2 =I", u T,
gdzie

r = {xz € (—o00, ©); x; = 0+},
I, = {x,e(—00, 0); x;, =0_}.
Warunek (3.3) przybiera wtedy postaé

[0:04, x)dx,+ [ 0,0, x;)dx, +1 = 0;
ry FZ .

uwzgledniajac zwigzek ‘
0

= — Vw
o PR
otrzymamy po transformacji
O: = — POt a2,

Stad po podstawieniu (2.8)
1 (14»)sh®ab+2ch?ab
2 3+v)shabchab— ab(l —»)

Q~1 = %sgnxlchaxl— shax,,

6*
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a po przejSciu do granicy @ - 0, x; — 0,

~ l - 1
Qila=o = =753 Qije=0 = =7
Warunek rownowagi przybiera teraz postaé
le x1=0+dx2+ le'xl=0_dx2+l = —-1+1=0.
I r,

Uzyskane rozwigzanie (3.2) spelnia wigc warunek réwnowagi, co zamierzano pokazad.
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Pesome
OBOBUIEHHAS PYHKUUSA T'PUHA IJ1I BECKOHEUHOM ITOJIOCKHI

B paGorte maH mMeToX KOHCTPYKUMM 0600ILEHHBIX dyHKumit I'piHa mis GecKOHEUHOMH MOOChI CO CBO-
GOMHBIMU KpasiMU. PellleHHe IOJIYYECHO NMyTeM MPHUMEHEHMA OGOOLEHHBIX GYHKIMM (TaK HAa3BIBAEMBIX
«ynbTpa-pacnpenenenuit»). Ha aToif ocHOBe ymanoch 3HaUHTENBHO OCNAGHTH NPEIIOTIOMEHHA O pery-
JIAPHOCTH PEILUCHHA , PACIIPUTh BO3MOXKHOCTH BBEJCHUA MHOIMX ONepauuil, He HMEIOIUX KJIACCHYECKOTO
cMbICiIa M Ap. JaHHbIH MeTox oKaabiBaeTcst 3G eKTHBHBIM, a OKOHYATE/IbHBIC BLIYHCIIEHHS, 110CTIe TIPH-
meHeHus merofa KpblioBa — asiementapHbl. PaboTa ABJIAeTCA NpHMEPOM NPMMCHEHHS YJIbTpa-pacipe-
AeNeHUit K TPaHMUHbIM 3a0a4YaM TEOPUH YIPYLOCTH.

Summary
GENERALIZED GREEN’S FUNCTION FOR AN INFINITE PLATE STRIP

In the paper is constructed the generalized Green function for an infinite plate strip with free edges.
The solution is found by means of ultradistributions what makes it possible to weaken the assumptions, to
increase the possibility of performing certain operations which are not applicable in the classical sense, and
to make the considerations more compact. It should be stressed that the method presented is effective, and
the final results — after application of the Krylov method of approximate evaluation of Fourier integrals —
are elementary.

The paper represents an example of application of the theory of ultradistributions to the boundary
value problems of elasticity.
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