MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1, 11 (1973)

PRZYKLADY ULTRADYSTRYBUCYJNYCH ROZWIAZAN PASMA PLYTOWEGO

JAN GRABACKI, GWIDON SZEFER (KRAKOW)

1. Wstep

W pracy przedstawione bgda rozwigzania wybranych zadan klasycznej teorii plyt,
uzyskane przy uzyciu transformacji Fouriera w przestrzeni ultradystrybucji. Transformacije
tego typu nazywaé begdziemy dalej &, — transformacja.

Znaczenie teorii dystrybucji w problemach brzegowych mechaniki jest powszechnie
znane; uogdlnienie rozwiazan na przestrzen dystrybucji temperowanych i ultradystry-
bucji niesie ze soba dalsze korzysci. '

W pracy cheemy pokazad, Ze zastosowanie aparatu ultradystrybucji ma nie tylko cechy
zabiegu formalnego i matematycznej elegancji, ale rowniez znamiona zrecznego i wygodne-
go algorytmu praktycznego. Istotnym elementem stanowiacym o przewadze omawianej
metody nad klasyczna transformacja Fouriera jest to, ze zastosowany aparat nie wymaga
%adnych zaloZefi dotyczacych regularnosci, zachowania w nieskonczonoéci itp. Fizyczne
znaczenie tak otrzymanych rozwiazan podkre§la przy tym twierdzenie, ktére orzeka, ze
ultradystrybucyjne rozwigzania probleméw brzegowych sg identyczne z rozwigzaniami
klasycznymi, o ile te ostatnie istnieja. Wynika stad, Ze nawet wtedy, gdy zadanie moZna
rozwigzaé metodami tradycyjnymi, stosowanie ultradystrybucji prowadzi do wynikéw
identycznych. Je§li zatem uda si¢ pokazaé, ze operowanie tymi uogélnionymi pojeciami
prowadzi poza wspomniana ogdlnoécia rowniez do wygodnych, latwych i efektywnych
obliczen — to korzy$ci wynikajace ze stosowania tych §rodkéw beda bezsporne. Te ostatnie
walory latwo zademonstrowa na prostym przykladzie. Mianowicie, w wielu zadaniach
plaskiej teorii sprezystosci (tarcze, plyty) przy zastosowaniu transformacji Fouriera napo-
tykamy wyrazenia typu g(a)h(ax), ktoérych retransformaty # ~![g(a)h(ax)] istnieja (w zwy-
ktym sensie), lecz obliczenie ktérych nastrecza duze trudnoéci rachunkowe (zazwyczaj sa
to zlozone calki nieelementarne). Zastosowanie twierdzenia o splocie mogtoby tu utatwic¢
obliczenie, ale zazwyczaj bywa tak, Zze o ile wykonanie operacji & ~![g(«)] nie sprawia
wigkszych trudnodci (w ostateczno$ci mozna skorzystaé z efektywnych metod przyblizo-
nych) — to retransformata & ~![h(ax)] nie istnieje. Typowym przykitadem takiej sytuacji
moze by¢ funkcja h(ax) = chax, ktorej retransformata nie istnieje nawet w sensie dystry-
bucji Schwarza (temperowanych). MozZna jednak pokazaé, Ze retransformata tej funkcji
istnieje w przestrzeni ultradystrybucji. Dzigki temu mozna tu stosowaé twierdzenie o splo-
cie (uogblnionym), a wynik operacji uzyskuje si¢ tatwiej, niZ w przypadku transformacji
odwrotnej calego iloczynu.
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W pracy niniejszej zetkniemy si¢ z podobnym przypadkiem niejednokrotnie.

Celowo ograniczyliSmy przy tym temat do takich zadan, ktére mozna by rozwigzaé
metodami klasycznymi, wzglednie ktérych rozwiazania sa wprost znane. Pragniemy tu
bowiem poda¢ nie tyle rozwiazania nowych zagadnien, ile zilustrowaé mozliwosci i zasto-
sowania teorii ultradystrybucji.

Rozwigzano wi¢gc w pracy nastgpujace zadania:

zadanie I — pasmo plytowe z jednym brzegiem utwierdzonym, a drugim swobodnym
obciazone silg skupiona (rys. 2a);

zadanie II — pasmo plytowe jak wyzej, lecz z obcigZeniem liniowym (rys. 2b);

zadanie III — pasmo plytowe jak wyzej, obciazone sila skupiona na brzegu swobodnym
(rys. 2c).

X

dxy-b,xy) /
2 X3

Rys. 1

W dalszym ciagu podamy definicje i okreélenia pojg¢ uzytych w pracy.
9 — przestrzen funkcji prébnych klasy C® o noénikach zwartych, czyli

2 =U 2(9),
2

gdzie 2 € R, oraz
2(2) = {p(x) : p(x) € C& A suppo(x) = 2},

przy czym supp @(x) oznacza tutaj noénik funkcjip(x);

9* — przestrzen sprzg¢zona z przestrzenig funkcji prébnych 2, czyli przestrzen
ciagtych funkcjonaléw liniowych okre§lonych na 2, dalej nazywana réwniez przestrzenia
dystrybucji;

& — przestrzen funkcji prébnych «szybko malejacych»

& ={p@:9x)eC>a N\ [x™1¢¥8] < Cuui}s
m,k Cm,k

&* — przestrzen sprzg¢zona z przestrzenia funkcji prébnych &, dalej nazywana réwniez
przestrzenia «dystrybucji temperowanych»;
Z — przestrzen analitycznych funkcji prébnych i calkowitych

¥=U%Z.,
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gdzie
2. = {v@:y@analitn \\/ [#]19@)] < Ceet?),
Ck

f=Jmz aeR;

Z* — przestrzen sprzgzona z przestrzenia funkcji probnych £, nazywana rdwniez
przestrzenig ultradystrybucji.

Elementy ktorejkolwick z okre§lonych wyzej przestrzeni sprzg¢Zonych (bez blizszego
okre§lenia o kt6ra z nich chodzi) nosza wspélna nazwe funkcji uogélnionych.

Definiujgc uogdlniony operator Fouriera

0

Fo, < f ... €% dx,

-0

Fi! “;‘% f ... e gy,

gdzie o € Z (przestrzen zespolona), mozna dowie§¢, Ze przestrzen % jest #, — obrazem
przestrzeni 2, czyli

F,o[2] = Z lub inaczej @;»Q’.
0

Przeksztalcenie Fouriera w przestrzeni dystrybucji okre§la definicja

(Folfl, 9 E <f, Folol),

operacja &, jest wige bijektywnym odwzorowaniem
FolP*] = Z* lub 2* i~ T*.
0

Kazda dystrybucja ma wigc swoja &, — transformatg, ktéra jest ultradystrybucija.
Rézniczkowanie
dk
Ekf = f&), k — liczba naturalna,
rozumie¢ nalezy w przestrzeni funkcji uogélnionych w sensie Sobolewa jako operacj¢

&, px)> E ), (— D>,

2. Zadanie 1
Pasmo plytowe traktuje si¢ jak rozmaito§¢ rézniczkowalng w E, okre§long nastgpu-
jaco:
D = {x,,x,:x, € (0,b)Ax; € (—00, +0)},
Iy = {x;,x,: %, = bax; € (—0, +0)},

Ty= {x,x:x, = 0Ax, € (—0, +00)}.

7 Mechanika Teoretyczna



98 J. GraBackl, G. SZEFER

Formalnie zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania problemu brzegowego
Q.1 V3V2w = 6(x,—a, x,)
(przyjgto sztywnoéé plytowa K = 1),

ow
w =—-—] =0,
Iy axl Iy
o*w otw
(2.2) —(‘a.-x? ‘Ua—x% rl = 0,
> W
a +(2_ )a a 2 }Fl 0.

Tutaj w(x,, x;) jest ugigciem powierzchni srodkowej plyty, v — liczbg Poissona, a
0(xy—a, x,) = d(x, —a) x 6(x,) jest dystrybucja ¢ Diraca (iloczyn tensorowy).

o/ b 5/

Y4
Rys. 2

W celu rozwiazania zadania zakladamy, Ze w jest elementem przestrzeni ultradystry-
bucji (konsekwencja tego zaloZenia jest, ze rézniczkowanie przepisane operatorami w réw-
naniach (2.1) oraz (2.2) rozumie¢ teraz nalezy w sensie Sobolewa). Wykonujac na réwna-
niu (2.1) oraz na warunkach brzegowych (2.2), &, — operacj¢ wzglgdem zmiennej x,,
otrzymujemy réwnowazny problem w przestrzeni &, — obrazu.

.3) [@2— oW = 6(x,—a);

i)ll'o = i)(l)ll'o = 0’

2.4) #P—va?lp, =0,
W — 2—»)a?w V|, = 0.
a* d?
. w22 %
Tutaj [d* ] o —20a? & +a*,

=.g:o[w], W(xl, a)Eﬂ‘*X@*;

oznaczono tu ponadto

&* — przestrzen ultradystrybucji ze wzgledu na zmienng x,;
X1

2* — przestrzen dystrybucji ze wzgledu na zmienna «.
a

Rozwiazaniem problemu (2.3), (2.4) bedzie wige rodzina ultradystrybucji zaleznych dy-
strybucyjnie od parametru o.
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Poszukujac tego rozwiagzania wykorzystano nastepujace twierdzenia [7, 2]:

(a) rozwigzania ultradystrybucyjne liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych sa
(z doktadnodcig do stalego czynnika) identyczne z rozwigzaniami klasycznym1

(b) rozwigzaniem réwnania L"(4) = d(x), w ktérym

dr dn- d
= — ta
L an dxﬂ +a,,_1 dxﬂ 1 + . +a1 dx 0

jest funkcja u = h(x)H(x), gdzie H(x) — funkcja Heaviside’a, h(x) — spelnia réwnanie
jednorodne L"[h] = 0 oraz warunki poczatkowe
h|x=o = h(l)|x=o = ... = h("—z)[x_:o = 0, h"_nll).‘:o = l/a".

Rozwigzanie to wyznaczone jest z dokladno$cia do dowolne;j catki ogdlnej réwnania jedno-
rodnego L"[u] = 0.
Wykorzystujac przytoczone twierdzenie przyjmiemy

2.5 wi(x,, @) = Achax, +Bax,chax; + Cshox; + Dox, shax,,
a state A(a), B(«), C(a), D(a) wyznaczymy z rOwnan
W1si=a = Wlsima [= W50 = 0,
ﬁ’&”lx;:a = 1:

otrzymujac przy oznaczeniu 4 = aa
1
A= — W [}.Ch}.—sh}.],

B=—1—ch1,

203

2.6)
1
C= - W [Ch}.—‘}.sh}.],

1

Zatem rozwigzanie problemu (2.3), (2.4) bedzie miato postac

2.7 w= 413 {(shA—Ach A)chax, + (ch )ax, chax, +

+ (Ash A—ch 2)shax, — (sh A)ax, shax, }[H (x; —a)— H(a—x,)] +
+ C,chax, + C,ax;chax, + Cyshax; + Cyax;shox, .
WyrazZenie
Wwo = C,chax; + C,ax,chax, +Csshax, + C,ax, shax,
oznacza tutaj (zgodnie z twierdzeniem) catke ogélna réwnania
[d%—a?}2w, = 0.
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Wyznaczajac stale C;, C,, C;, C, z warunkéw (2.4) otrzymuje si¢ przy oznaczeniach
@, (@) =shl—2Achi,
@pa(x) = Ashi,
(2.8)
@3() = (1 =»)(x— A)(chAchsx—sh Ashx)+ (1 +») (chAshx—sh Ach),
@a(t) = (A—3)(1—»)(ch Ashx —sh Achx)—2sh Ashx+2ch Achx,

gdzie » = ab, wielkosci

Ci= 4%13’
C. - 1 Jps[(149)shx— (1 =) xchx]— @, (2chx + (1 —») % shx]
27 443 2(1 —»)ch?x+ (1 —»?)sh?x+2(1 +) + (1 —v)*%*
+ @2[2(1 —»)ch?x + (1 —vH)sh?x]+ @, (1 —»)[(3+»)shxchx —x (1 —v)]
2(1 —v)ch2x+ (1 —»2)sh2x + 2(1 +2) + (1 —v)?%? ’
(2.9) _ @a[(1 +v)shax— (1 —»)echx] — @4 [2chx+ (1 —v)xshx]—
-t = pa2(14n) =12
* 2(1 —v)chZx+ (1 —=v2)shZe + 2(1 +v) + (1 —v) 222

@ (1 =9)[(3+v)shxchx— (1 —»)x]
2(1 =v)ch?x + (1 —9?)sh?e+2(1 +9) 4 (1 —)%%? i

+

C. = —1 | pschxtgushx+g, | (3+»)shxchx+(1—9)x
47 40 | 2chZx+ (1 +7)sh2x 27 2ch?x+ (1—v)sh2x |

W ten sposob uzyskano rozwiazania dla transformaty.

Aby efektywnie znalezé funkcje w(x,, x,) nalezy na wyrazeniu (2.7) wykonaé transfor-
macje¢ odwrotng F5'.

Ze wzgledu na ztozong budowg statych C,, ..., Cy, wykonanie tej operacji jest uciaz-
liwe. Pomocna jest tutaj przyblizona procedura KrRyLowa [6] obliczania catek Fouriera.
Pozwala ona, z dowolna w zasadzie dokiadnoscia, wyznaczyé poszukiwang funkcje.

Zauwazmy przed tym, Zze wyrazenie

(2.10) W, = %“3{(sh}.—}.ch}.)chax1+ch}.ocx1chozx1+
+ (AshA—chA)shax, —sh Aox, }[H(x, —a)— H(a— x,)]

po prostych przeksztalceniach moze byé doprowadzone do postaci

(2.11) W, = —%3— {sha(@a—x,)—a(a—x,)cha(a—x,)}[H(x, —a)— H(a—x,)].
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Retransformatg tej funkcji wyznaczy¢ mozna w sposdb Scisty. Mianowicie, zapisujac
najpierw
a_xl
8a?
1 a—x,
—F-l|—_eta—xn | 4 g1 eo(a—xy) ,
0 [80(3 ° 1 8«2

a nastgpnie wykorzystujac twierdzenie o splocie i przyjmujac oznaczenie a—x; = &,
mozna znalezé [5] retransformaty sktadnikéw

g;al[ﬁ',l] — 9,—51[ 5 e—a(a—x,)] +9'_61[ e—a(a—x,)] _

1 ] .
F5'| g3 e"“f*] = <7 leoz? Inlz 1% 82— i£)),

1 .
= [coz?—c 22 In|z|] %6 (z +i&)),

1
‘d;alt p, e“e’] =

: 1 .
F5! “*'e_a”] = 'Wn—‘flle(‘a(z_lfl),

[ &, l .
F =1 by — AR
o o e ]— 167!51' | %0 (z+i)),

. 2(-1)? . . .
gdzie ¢y =1, ¢, = ——(2'1) 0052% = 1. Funkcjonaly & sg tutaj retransformatami od-
powiednich funkcji wyktadniczych.

Uwzgledniajac w dalszym ciagu wlasnosci splotu z §-funkcjonatem i traktujac otrzy-
mane retransformaty jak analityczne funkcjonaly zdefiniowane na przestrzeni funkcji

probnych Z, a wigc jak catki
[f@e@ez; 9@ ez
r

(tutaj I" jest droga catkowania w plaszczyZnie zespolonej rozciagajaca si¢ od —oo do + )
oraz przyjmujagc Imz = &; otrzymamy droge catlkowania okre§lona prosta v = argz =
n .
T s

z = r(cosyp+isiny) otrzymamy (z doktadnoécig do mnoznika 7)

- 1
Fotlw] = r2inr? = %(Ef+x§)ln(§f+x§).

167

Po podstawieniu w miejsce &' rdznicy a—x,
~ 1
(2.12) F5tlw] = Tem [(@—x;)* +x3]In[(@—x,)* +x3].

Tak wigc pozostaje do wyznaczenia retransformata funkcji wo(a; x,).
Stosujac twierdzenie o splocie mozna napisaé

F5' o] = #5'[Ci(w)chax, ]+ F 5 [Co(w)ox,] % F 5 [chax, ]+
+Z5 Gk F 5 [shox,]+ F5' [Ca(@)ax ] % F5' [shox,].
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Retransformate stanowigcg pierwszy skladnik sumy mozna znalezé w sposob Scisty.
Zauwazmy w tym celu, ze wyrazenie C, (a)chax,; mozna przeksztalci¢ do postaci

—a

y cha(a—x,).

Ci(d)chax, = %“3 (shA—Ach A)chax, =

Wobec tego (przy & = a—x,)
Fill[Ci(a)chax,] = F! [8%«(21] ¥ A{F e+ F5l[e®1]],

a stad wykorzystujac podane retransformaty oraz postgpujac w sposéb opisany przy znajdo-
waniu retransformaty %! [w,] otrzymamy

(2.13) F5Cy(d)chax,] = %:]/x§+(a—x1)2 .

Do wyznaczenia pozostaja wigc retransformaty stanowiace trzy pozostale skladniki sumy.
Uwzgledniajac, Ze

Fo'llchax,] = —i—[é(z—ix,)-{- d(z+ix)],

Follshax,] = —;— [b(z—ix)—d(z+ix))],

pozostaje znalez¢ retransformaty funkeji C,, Cs, C, 1 tutaj wykorzysta¢é mozna metode
KryrLowa [6].

Trzeba w tym miejscu zaznaczyé, Ze oryginalna metoda Krylowa dotyczy funkcji
zmiennej rzeczywistej; inaczej méwiac, retransformaty otrzymane w wyniku zastosowania
tej metody beda dystrybucjami temperowanymi.

Korzystajac z faktu, Zze przestrzen dystrybucji temperowanych jest podprzestrzenig
wlasciwa przestrzeni ultradystrybucji, dystrybucje temperowane mogg by¢ rozszerzone do
przestrzeni ultradystrybucji przez formalne zastgpienie zmiennej rzeczywistej zmienng
zespolona. W ten spos6b w wyniku przeprowadzenia & 5! — operacji otrzymamy sume
splotéw retransformat C,, Cs, C, z przesuni¢tym & -funkcjonalem. Wykorzystujac wia-
snoéci odsiewajace tego rodzaju splotéw otrzymamy poszukiwane retransformaty, a za-
tem Juwzgledniajac (2.13)] funkcjg w,(x;, x2).

- W celu zastosowania metody Krylowa przedstawimy funkcje C,, C5, C4 W postaci

ax, C,(1+a)* X1 %)

e (P A (F
c. - Gl+o?  C3
T+ T (I4+w)?’
2 C
ax, C, = ax, Co(l1+a)>  x,CZ

(1+a)? T (14w
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Nastepnie aproksymujac funkcje C¥, C¥, C¥ wielomianami Legendre’a otrzymamy

n—1 n—1 [}
Follax, Co] = :—; Z Cf(ak)ZA,,,, f cosaz- (14 0)~-2da,
k=0 1=0 0
n—1 n—1 o
1 3 .
FCl = EZ Cct (ak)z A,y f sinaz- (14 a)~"2da,
k=0 1=0 0

n—1 n—1 °)
3 .
fal[axl C, = %:;tl— Z C¥ () Z Ag, f sinaz.(l+a)—l-2da’
k=0 =0 0

gdzie A,,; sa wspolczynnikami stabelaryzowanymi w [6].
Przy oznaczeniach

n—1
Bx’ = Z C?‘Ak,x,
k=0

I, = f (I1+a)"2cosazdx, S5, ,= f (14 o)~"2sin azdx,
0 0

otrzymujemy
n—1
—1 Xy 2 gc
Fo'[Crax,] = —ZBI Fia,
4n
1=0
) n—1
2.14) FC 2 5 ) B,

=0

n—1
X
Fi'[Coax] ﬁ ZB,‘J‘_,_Z.

=0

Mozna wiec napisaé

n—1
x .
Fol[Crax chax,]? = 71% g B2FC 2 (2) ¥ [6(z — ix)) + 6(z+ ix,)],

=0

n—1
@.15) F5(Coshax] 2 o ) B4 (@) ¥ [0E—ix)— b+ ix)],

=0

n—1
F5H [Comnyshax] 2 S0 V' BAFL, @)% [0~ ixy)— 8z +ixy)].

=0
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Catki #°,_, oraz #<,_, obliczy¢ mozna efektywnie; calkujac bowiem przez czeéci
otrzymujemy w koncu

a0
cos oz . .
Sy = | ————da = —sinzsiz—cos zciz,
¢ (1+a)
a0
sinaz . )
Sy = ————du = sinzciz—coszsiz.
g (1+a)

Jak widaé, poza catkowaniem wszystkie pozostale czynnosci wykona¢ mozna na maszynie
cyfrowej, co znacznie poprawia efektywno$é metody.

Po znalezieniu retransformat (2.14), traktujac je jak funkcjonaly analityczne i wybiera-
jac droge catkowania argz = n/4 otrzymamy w wyniku funkcje zmiennej rzeczywistej,
podobnie jak w przypadku poszukiwania funkcji wy(x,, x,). Ostatecznie bedzie wiec

(216) Wiy, %) = o [(@—x)* +xdlinl(@—x)* +x3] -

a

gV @ X7+ 53 +R(x1, x2, 4, 0).

Przez R(x,, x,, a, b) oznaczono tu sume retransformat (2.15) przy uwzglednieniu wlasnosci
splotu z  — funkcjonalem.
3. Zadanie II

Zachowujac poprzednie oznaczenia, zadanie sprowadza si¢ formalnie do problemu
brzegowego

(3.1 ViV2w = 8(x,),
wl = ow -0,
fl"o axl Ty
0*w 0w
33 o a0
Pw B3w |
Y =2 | =o.
ox3 +(E-) 0x,0x3 |r,

W celu znalezienia rozwiazania zastosowano postgpowanie analogiczne do opisanego
w punkcie 2, a wigc zakladajgc w € 2* i wykonujac na réwnaniu (3.1) oraz na warunkach
brzegowych (3.2) uvogéblniong transformacje Fouriera, problem réwnowazny w przestrzeni
& ¢ — obrazu bedzie mial postaéd

(3.3) [d*—o?Pw =1,
Wir, = wPr, = 0,
(3.4 w2 — a2y, = 0,

W — 2=V, = 0.
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Wykorzystujac pierwsze z przytoczonych w punkcie 2 twierdzen,
réwnania (3.3) w postaci
(3.5) w = Achax,;+ Bax,chax, + Cshax, + Dax,shax,.

Wyznaczajgc nastgpnie stale metoda wariacji otrzymuje sie

1
A= _W[axlshax,—Zchax,]+C1,

B = 214 shax, +C,,
3.6)

-1
C= o [2shox, —ax, chox,]+ C;,

D = 2 lchaxl+C4

105

przyjeto calke

Podstawiajac znalezione funkcje do (3.5) stwierdzimy, Ze catka szczegdlna ma postaé

- 1
3.7 Wi, D) = g

skad catka réwnania (3.3) wyraZa si¢ wzorem

(3.8) W= % +Cschoax; +C,ax,chax, + Cyshoax, + C,ox; shoax;.

Stale C,, C,, Cy, C4 — wyznaczy¢ nalezy z warunkéw brzegowych (3.4). Otrzymuje si¢

wtedy
Cl = i‘;s
o
c (3 v shxchx+»[(1+v)shx— (1 —v)xchx]— (1 —»)x[(2—»)ch?x —1]
2 a*[(3—v)chZx — (1 —v)2%2 + (1 +9)]
C3 = _—41’
o
3.9)
1 " (1—v)shx _
s _‘*{(—1+v)slm—(l —v)xchx

_ B3=)shwchx+v[(1+9)shx— (1 —)wchn]— (1—»)[2—»)ch 1],

G—»)chZx— (1 —v) %2 + (1 +7)

2chx— (1 —»)xshx }
(1+»)shx— (1 —»)xchx |’

gdzie oznaczono »x = ab.
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Ostatecznie wigc transformata rozwigzania ma postaé

(3.10) w(x,, o) = % + —O:T[chaxl—shaxl]+

1 {(3—v2)shxchx+v[(l +v)shx— (1 —v)xchx]— (1 —»)%[(2—»)ch?x—1]

T G—»)chix— (1 —9)E2 + (147)

ox, chox, +

N [ (1—%)sha
(I+v)shx—(1—»)xchx

B —vHshxchx+v[(1 +»)shx— (1 —v)xchx] — (1 —»)[(2—»)ch?x — ]
- G—v)chix— (1 —) 22+ (147) X

2chx— (1 —v)%shx
(1+%)shx— (1 —v)xchx
Transformate tej funkcji znajdziemy w sposéb podobny jak w zadaniu I; zauwazmy
przy tym, ze drugi sktadnik sumy mozna zapisa¢ w postaci

]axlshaxl}.

1 1
?[chaxl——shaxl] = ?e‘”', a € (+ 00, —0o0).

Mamy wigc

Fsl [%e—un] = %;ﬂsgnz—)éé(z—ixl).

Podobnie jak poprzednio, traktujac retransformaty jak funkcjonaly analityczne, otrzy-
mamy

|1 1
-9'-01[—4] =12 5 X35gN Xz,
(3.11)

F5! [—03—4 e‘”l] = —llf(xf +x2)32,

Oznaczajac dla uproszczenia

1 (3—»*)shxchx+v[(1+»)shx— (1 —»)xchx]— (1 —v)%[(2—»)ch?x —l]
o’ (3—v)ch2x— (1 —v)2x? + (1 +v)

1 { (1 =v)shx
27 @3 | (1+v)shx—(1—»)xchx

b, = —

(3.12)

S

(3—vH)shxchx+»[(1+v)shx — (1 —»)xchx]— (1 —»)[(2—»)ch?x —l]
- (3=»)ch2x— (1 —v)2%% + (1 +v)
2chx— (1 —v)xshx }
(1+v)shx— (1—»)xchx |’
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a nastepnie (W celu zastosowania metody Krytowa)

b — S, (1+0)> Ot
() R P T
D,(1+a)? D%
(DZ = = ’
(1+a)? (14+a)?

dostaniemy (przy zachowaniu oznaczen p. 2.)

n—1
X A

FllD,ox,] = ﬁ Z BlFC, ,(2),
=0

n—1
X
F5'lrax]z 45 D BsL0),
=0

czyli:
n—1
Fo' D ax chax,] ~ :_;z 2 Bl (D)% [6(z+ix))+ d(z—ix,)],
(.13) I=Ol
Fo'[Dyox,shax,] = il S’ BEF* (@)% [0(z+ix,)— O6(z—ix,)].
4x —d

Ostatecznie wigc retransformata funkcji bedaca rozwigzaniem problemu (3.1), (3.2)
ma postaé

1 1
3.19) w(x;x,) = - x3sgnx, + ﬁ(xf+x§)3/2+R(x1 , X2, b),

gdzie przez R(x,, x,, b) oznaczono sumg retransformat (3.13) (po uwzgl¢dnieniu wlasnofci

splotu).

4. Zadanie 1

Zachowujac poprzednie oznaczenia, przy przyjeciu sztywnoéci plytowej K = 1 zadanie
sprowadza si¢ do rozwiazania problemu brzegowego

4.1) ViV = 0,
4.2) %1—’; +v%‘; s 0,




108 J. GraBACKI, G. SZEFER

Rozwiazanie zadania moze by¢ skonstruowane réwniez metodami klasycznymi (patrz
np. [4]). Tym niemniej utrzymano w mocy wszystkie zalozenia czynione przy rozwiazy-
waniu poprzednich zadan. Postgpowanie to ma na celu wykazanie zupelnego podobien-
stwa formalnego samego toku postgpowania oraz stwierdzenie, Ze otrzymany wynik jest
identyczny z wynikiem znanym z literatury, a otrzymanym przy innych zalozeniach.

Zaktadajac, podobnie jak poprzednio, w € Z* i wykonujac na réwnaniu (4.1) oraz
na warunkach brzegowych (4.2) uogélniong transformacjg, otrzymuje si¢ réwnowazne
zadanie w przestrzeni &, — obrazu,

“4.3) [d2—a?)*w = 0,

ﬁ’!ro = ﬁ’(l)lro =0,

(4.4) WO — a2, = 0,
WO — 2 =n)a2i W), = ~1.

Wykorzystujac znowu pierwsze z twierdzen cytowanych w punkcie 2 i przyjmujac
catk¢ réwnania (4.3) w postaci

4.5) w(x,, o) = Achax, + Bax,chax,+Cshax, + Dax;shax,,
nastgpnie wyznaczajac stale w zwykiy sposéb z warunkéw (4.4) otrzymuje sig

A() =0,

B = ;31 (1+v)22s(;12/}1t((11::))i;1:i4ch21’
(4.6) C(o) = —B(w),

D(a) =L3 (1+r)shi—(1—»)Achi ’

o3 (14+v)?sh?A—(1—»)?A2—4ch?* 1
2= ab.

Transformata rozwigzania wyraza si¢ wigc wzorem
4.7 w(x, o) = als{ (1+v)223i12];i8::;:1:?j4ch21 [shax; —ax;chox;]+

(1+»)shA—(1—»)Achi
(1+v)sh2A—(1—»)2A*—4ch? 1

I w tym przypadku retransformate znalezé mozna metoda Krytowa, z tym jednak, ze
moze by¢ ona tutaj stosowana w postaci oryginalnej, poniewaz funkcja jako cato$¢ (a nie
jeden tylko z czynnikéw iloczynéw) speinia warunki dopuszczajace stosowanie metody;
oznacza to, Ze rozwiazanie (4.7) jest dystrybucja temperowana. Jezeli jednak mimo to
pozostaniemy przy dotychczasowym trybie postepowania, otrzymamy

ocxlshocxl}.

1
w(xy, x,) = Follwl = 5! [?(Dl] ¥ Follshox,]1—

—935[—;}@] ¥ &5 [chax, ]+ £5! [—Z—;qbz] ¥ F 5 shax,]
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dn] ¥ g 18z i) = 8z i)~

X 1 . .
—.‘,’/"51[;;—@1]*H[d(z—-txl)+6(z+lx1)]+
+ 75| L0, | % o 8 E—in)— 6 (2 ix)]
0 az 2 47Z 1 11>

2ch A+ (1—»)Ash

14%)2sh2 A— (I —»)2A2—4ch? 1’
(1+»)shA— (1—»)Ach A

D, =

i dalej
| 1
(4.8) W(xl, xZ) = fo —a_s
gdzie
b, =
P
@ =
2
Kladac
4.9)
2,
bedzie ostatecznie
n—1

1+%)2shZA—(1—»)?A2—4chZ 1"
o, (1+w)?  Of
(I+a)®> — (I+a)?’

_ D,(1+a? B

T+ T (142’

@10) (i, x) = g D) Bt @)% [0 —ix) — Oz +ixy)] -

=0

Tutaj oznaczono

n—1

—x, _S_J’B,zfc_,_2<z)*[6<z—fxl)+ S(z+ix )]+

=0

n—1

+x, Z B}, , (D) [6(z—ix,)— 6(z+ix1)]} .

=0
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S. Zakonczenie

Podsumowujac wyniki przeprowadzonych rozwazan pragniemy uczynié¢ kilka uwag.
Podkre§limy wyraznie przede wszystkim te miejsca, w ktérych stosowanie ultradystry-
bucji okazalo si¢ istotne.

I tak w zadaniu I, przy obliczeniu retransformaty &5'[W,], nalezalo obliczyé tran-
sformacje odwrotne funkcji hiperbolicznych. Retransformaty te nie istnieja w zwyklym
sensie, ale jak pokazano z latwoécia udalo si¢ je wyznaczyé jako kombinacje & — funkcjo-
naléw. Do tego celu konieczne jednak bylo uciec si¢ do przestrzeni funkcji probnych %,
a dla zwigkszenia zakresu mozliwoséci transformacji Fouriera — do przestrzeni ultra-
dystrybucji Z*. Wiasnie ta okoliczno$é okazala si¢ tutaj bardzo uzyteczna, a naszym
zdaniem dla potrzeb obliczen praktycznych — wrecz cenna. Otéz dzigki temu, Ze retran-
sformaty funkcji zawierajacych zmienna x, daly si¢ tak latwo wyznaczyé i to w postaci
zamknietej, wystarczylo zastosowaé efektywna metode przyblizonego catkowania tylko
do czynnikéw nie zawierajacych zmiennej x, jako parametru.

Utatwia to znacznie obliczenia numeryczne, ktére w przeciwnym przypadku musiatyby
byé powtdrzone dla kazdej ustalonej wartoéci parametru.

Podobna sytuacja miala miejsce w zadaniu II oraz III. Analogiczne okoliczno$ci daty
si¢ zaobserwowaé przy wyprowadzeniu wzoréw (2.12) i (3.11). ]

Wykorzystanie teorii dystrybucji nie ogranicza sig, rzecz jasna, do zadan o strukturze
tak prostej jak te, ktore byly analizowane w niniejszej pracy. Przy pomocy aparatu ultra-
dystrybucji mozna dogodnie i zrgcznie rozwigzaé bardziej ztozone zagadnienia. Niektore
rezultaty w tym zakresie beda przedmiotem oddzielnego opracowania autoréw.
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Peaome
T[IPMUMEPE] OBOBLIEHHEBIX PEIIEHUNI IJISI ITIOJIOCEHL

B paGote maHo mpumeHenye o6o6mEnHOro npeobpasoBanna Pypbe K IPAHMUHBIM 3a[1ayaM TEOPHM
wut. [IpeiuiokeHHBIA METON XapaKTEePU3YeTCsi NPEeKAe Beero GONBIION YHHBEPCANBHOCTBHIO H OKAa3bl-
BaeTcsi YOOOHBIM H B TeX CIIydYasiX, KOrMa pellleHHe MOYKHO IOJIYUMTh NPU IOMOIIM KJIACCHYECKHX Me-
TOOOB. ABTODBI CTPEMMIIHCh [IOKA3aTh YA0OCTBA, KakHe HecéT mpaMeHeHne 06001UERHOro npeobpasoBaHmst
PDypse. B yacTHOCTH, KAaK 3TO MOKA3aHO HA NpUMEpax, IPH JAaHHOM Ioaxofe Oosee yao6HO NPUMEHSTH
BCAKHE NPUOIFOKEHHDIE METONb] BEIUUC/IEHNA MHTErpanoB <Pyphe IyTeM NPHMEHEHHA TEOPEMEI O CBEPT-~
KaX B IOPOCTPAHCTBE OOOCIUEHHBLIX (DYHKLMH.
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Summary
EXAMPLES OF ULTRADISTRIBUTION SOLUTIONS FOR PLATE STRIPS

The paper presents the applications of Fourier transforms (generalized to the space of ultra-distribut-
ions) to the boundary value problems of the theory of plates. The approach presented is characterized,
first of all, by a considerable generality and proves to be convenient even in the cases which may be solved
by classical methods.

The paper is aimed at demonstrating the effectiveness of the method in such classical cases. In particu-
lar, the examples prove that all the approximate methods of evaluation of Fourier integrals may be used
much more rationally by applying the convolution theorem in the space of ultradistributions.
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