MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
4, 11 (1973)

WIELOSTOPNIOWA SYNTEZA MACIERZY SZTYWNOSCI

KrzysztoF DEMS (LODZ)

1. Wstep

Stosowanie metody elementéw skonczonych do rozwiazywania zagadnien mechaniki
ofrodkéw cigglych prowadzi w efekcie do ukiadéw réwnan liniowych o duzej liczbie
niewiadomych, ktérych wielko$é zalezy od gestosci podzialu ciala na elementy oraz ilosci
stopni swobody wprowadzonych w kazdym weZle siatki narzuconej na cialo. Macierze
wspolczynnikéw otrzymywanych ukladéw sa symetrycznymi macierzami pasmowymi
o duzej liczbie elementéw zerowych. Rozwigzanie tych ukladéw moze by¢ przeprowadzone
dowolnymi metodami algebry liniowej.

Niezaleznie od stosowanej metody proces rozwigzania wymaga wykonania duZej
liczby operacji arytmetycznych. Wymaga ponadto maszyn cyfrowych o duzej pojemnoéci
pamigci. Istotne staje si¢ zatem opracowanie algorytméw rozwiazania zmniejszajacych
liczbe wykonywanych dzialan oraz liczb¢ niezbgdnych komdrek pamigeci maszyny. W litera-
turze przedmiotu zagadnienie to rozwiazywane jest réznymi metodami [1], [2], [3], [6].
Niniejsza praca przedstawia pewna metod¢ tworzenia 1 rozwigzywania ukladéw rownan
metody elementéw skonczonych.

Rozwigzanie uktadu réwnan postaci
(1. [K]- {8} = {R},

gdzie [K] jest macierza wspolczynnikéw ukladu, {8} — wektorem nieznanych stopni
swobody, a {R} wektorem sit przylozonych w wezlach elementéw, przeprowadzone jest
metodg eliminacji Gaussa.

Symetria macierzy [K] ukladu (1.1) pozwala dokonywaé wszelkich operacji jedynie
na wspdlczynnikach lezacych ponizej przekatnej macierzy. Pasmowa budowa tej macierzy
pozwala dodatkowo zmniejszy¢é niezbedng ilo§¢ operacji. Eliminujac mianowicie niewia-
domg z k-tego réwnania, przeksztalceniu podlegaja jedynie te j-te wiersze macierzy,
ktérym odpowiadaja niezerowe wspolczynniki w k-tym réwnaniu. PowyZsze powoduje,
ze niezbedna ilo§é operacji wynosi okoto 3% ilo§¢ operacji wykonywanych na peinej
macierzy wspolczynnikéw ukladu [4]. Zmniejsza si¢ réwniez konieczna ilo§¢ komdrek
pamigci maszyny.

Dodatkowe imniejszenie rozwiazywanego ukladu réwnan oraz iloéci operacji i liczby
komérek pamieci uzyskaé mozna stosujac specyficzng metodg tworzenia i rozwiazywania
uktadu (1.1), nazywana wielostopniowa synteza macierzy sztywno$ci.
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2. Zasady podziatu ciala na elementy

W wigkszosci spotykanych w literaturze prac przyjmuje si¢ podzial ciala na elementy
niepodlegajace dalszemu podzialowi. W pewnych przypadkach podzial ciala na elementy
moZe by¢ generowany automatycznie przez maszyne cyfrowa [5]. W niniejszej pracy
wprowadzono wielostopniowy podzial obszaru, dzielac kazdy element na szereg podele-
mentéw. Podziat ten dokonuje sie nastepujaco: Rozpatrywany obszar dzielony jest na
skonczong liczbg elementéw dowolnego ksztaltu, potaczonych ze soba w weztach lezacych
na liniach (lub powierzchniach) podziatu. Elementy te nazwano elementami rzedu I. Kazdy
element rzedu [ dzielony jest na dowolna liczbe elementéw rzedu II zawierajacych wezly
na swoich liniach podziatu. Z kolei kazdy element rzgdu II dzielony jest na elementy
rzedu IIT itd.

Stopnie swobody weziow lezacych na liniach (powierzchniach) podziatu miedzy ele-
mentami tego samego rzgdu zebrano w grupy wilasnych stopni swobody elementéw odpo-
wiedniego rzedu, i tak np. stopnie swobody weztéw lezacych na liniach granicznych miedzy
elementami rz¢du I nazwano wlasnymi stoniami swobody elementéw rzedu I i analogicznie
dla elementéw wyzszych rz¢déw. Osobno wydzielona zostala grupa stalych stopni swobody
o okre§lonych wartosciach. Tak wiec wektor stopni swobody wszystkich wezlow ciata
przedstawié mozna jako
o,
9,

(2.2) 8 =1. ¢,

gdzie {6;} jest grupa wiasnych stopni swobody elementéw rzedu i, a {ds} jest grupa
stalych stopni swobody.

3. Wielostopniowa synteza macierzy sztywnosci

Rozwiazanie uktadu réwnan liniowych (1.1) metoda Gaussa sklada si¢ z dwdch
etapéw. W pierwszym, droga eliminacji kolejnych niewiadomych z uktadu (1.1) macierz
wspdlczynnikéw tego ukladu przeksztalca si¢ na macierz tréjkatna. W etapie drugim na
drodze postgpowania odwrotnego wyznacza si¢ wartoéci nieznanych stopni swobody.

Zgodnie z ogdlna teorig metody elementéw skonczonych uktad réwnan (1.1) tworza
réwnania réwnowagi wszystkich weztéw ciala. Macierz wspélczynnikéw tego ukladu
powstaje przez odpowiednie zsumowanie macierzy sztywnosci wszystkich elementéw na
ktére podzielono ciato. Traktujac wspomniang macierz jako macierz sztywnoéci calego
ciala mozna ja przedstawié¢ jako odpowiednia sume macierzy sztywnosci wszystkich ele-
mentéw rzedu I, ktére z kolei powstaja przez zsumowanie macierzy sztywnoSci elementow
rz¢du IT w kazdym elemencie rzedu I. Podobnie tworzyé mozna macierze sztywnosci ele-
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mentdw rzedu II jako sume macierzy sztywnosci elementow rzedu 111 w danym elemencie
rzedu II. W ten sposdb tworzy si¢ macierze sztywnosci wszystkich elementéw do rzedu
N—1 wigcznie. Macierze sztywnosci elementéw najwyzszego rzgdu okreslone sa zgodnie
z 0golna teoria metody elementdw skonczonych.

Wydzielajac z ciala /-ty element r-tego rzgdu, jego réwnowage mozna opisaé zalez-
noscia

(3.1) [K)'- {8} = {F},

gdzie [K]' jest macierza sztywnosci tego elementu, {8}’ — wektorem stopni swobody
zwigzanych z rozpatrywanym elementem, a {F}’ wektorem sit weztowych tego elementu.
W ogdlnym przypadku w elemencie tym wystgpuja stopnie swobody nalezace do wszystkich
grup wprowadzonych w pkt. 2. Réwnanie (3.1) zapiszemy wigc w postaci:

—Kll T 8l ! Fl !

K,, K,, symetryczne 5, F,
3.2) . . .o Py . = 3.

K., K, - - Ky, 5, F,

Ko Koz - - Keprr Kepfris 8.1 F,

| Ks: K, - K Ke] |8 F,

Jezeli znana jest grupa statych stopni swobody {8,}! mozna réwnanie (3.2) przeksztalcié
do postaci

K, o E TR G e
K, K,, symetryczne 5, l‘FZ
(33) 0
Ky - o Ky lsr+l lFr+ll
gdzie nowy wektor sit weztowych {F}! bedzie dany przez
(34) {Fi}' = {Fi}'— {Aa}"- {8,}"

Usunigte w ten sposéb réwnania odpowiadajace stalym stopniom swobody pozwola
w toku postepowania odwrotnego wyznaczy¢ nieznane sity reakcji w wezlach o zalozonych
pierwotnie wartosciach stopni swobody.

Zauwazmy dalej, ze wystepujace w réwnaniu (3.3) niewiadome stopnie swobody
{8,.,}! nie wystapia w réwnaniach opisujacych rownowage pozostalych elementéw ciala,
poniewaz sa one stopniami swobody wezléw wewnetrznych rozpatrywanego elementu.
Mozna wigc z réwnania (3.3) wyeliminowaé te grupe stopni swobody.

Wyznaczajac przy pomocy ostatniego wiersza (3.3) niewiadome {§,,,}' otrzymamy

(35) {8r+1}l = [Kr+1r+l]_1({Fr+l}_2 [Kr+1,i]{81}l)'
i=1
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Wstawiajac (3.5) do (3.3) po przeksztalceniach otrzymamy ukiad réwnan postaci:

K, 1 5, ! [Fl !
K. K 5, F,
(3.6) . . . R =1 ¢,
_Krl Kr2 ©t Kr,r—l Krr A 8rl IFr
gdzie nowy wektor sit wezlowych okreslony jest przez
(3'7) {Fi}’ = {Fi}l—[Kr+l,i]T[Kr+l,r+l]_1{Fr+l}’7
a nowe podmacierze macierzy [K) dane sg przez
(3-8) [Kij] = [Kij] - [Kr+ i ,i]T[Kr+ Lyr+ 1]_1 [Kr+ ! j]

W wyniku opisanego powyZej postgpowania w rownaniach réownowagi elementu
r-tego rzedu jako niewiadome wystepuja jedynie wlasne stopnie swobody elementéw do
rzedu r wiacznie. Macierz [K]' jest nowa macierza sztywnosci tego elementu, zwiazana
jedynie ze stopniami swobody wezléw potozonych na liniach granicznych tego clementu.
Obliczajac podobnie macierze sztywnoéci wszystkich elementow r-tego rzgdu tworzacych
element rzgdu r—1 i dodajac je do siebie tworzymy macierz sztywnoéci elementu rzedu
r—1 zwiazana ze stopniami swobody elementéw do rzedu r wlacznie. Usuwajac z niej
wspolczynniki odpowiadajace wilasnym stopniom swobody elementéw r-tego rzedu
wedlug postepowania opisanego powyzej, otrzymuje si¢ macierz sztywnosci tego elementu
zwigzana jedynic ze stopniami swobody elementéw do rz¢gdu r—1 wiacznie.

Stosujac wielokrotnie powyiZsza synteze macierzy sztywnosci wyznacza si¢ macierze
sztywnosci wszystkich elementow rzedu I, ktérych wspolczynniki zwiazane sg jedynie
z wlasnymi stopniami swobody elementéw rzgdu I. Tworzac, przy pomocy tych macierzy,
réwnania rownowagi catego ciala i rozwiazujac otrzymany uktad wyznacza sie nieznane
stopnie swobody clementéw rzedu I. Nastepnie, droga postgpowania odwrotnego, korzysta-
jac z wzoréw podobnych do (3.5) wyznaczyé mozna stopnie swobody wszystkich grup
{6;}. Na koncu wreszcie wyznacza si¢ reakcje {F,} odpowiadajace stalym stopniom
swobody.

Oméwiony schemat wiclostopniowej syntezy macierzy sztywno$ci wskazuje droge
postepowania, pozwalajaca na prowadzenie procesu eliminacji nie dla calego ukiadu
réownan (1.1) lecz dla jego kolejnych fragmentéw odpowiadajacych elementom kolejnych
rzedow. Stwarza to mozliwosé rozwiazywania duzych uktadéw réwnan przy wykorzystaniu
matych maszyn cyfrowych.

Podstawowe operacje etapu eliminacji w wielostopniowej syntezie macierzy sztywnosci
sprowadzaja si¢ do operacji na dwdch macierzach sztywnosci: macierzy sztywnosci ele-
mentu rzedu r—1 oraz macierzy sztywnoéci elementu r-tego rzgdu wchodzacego w skiad
elementu rzedu r—1. Schemat blokowy operacji dokonywanych na tych macierzach
przedstawiony jest na rys. 1.

W wyniku eliminacji wszystkich stopni swobody rozwiazywanego ukiadu w pamieci
pomocniczej maszyny cyfrowej zapisane sa przeksztalcone réownania ukladu. Za ich po-
moca w drodze postgpowania odwrotnego wyznacza si¢ wartoséci stopni swobody i reakcji
wedtug schematu z rys. 2.



B Macierz sztywnosci elementu r-tego rzedu zalezy od stafych stopni swobody?

TAK

NIE

Y

y

Eliminuj state stopnie swobody
Pisz eliminowane rownania do magazynu stafych stopni swobody

Element r-tego rzedu
zalezy od wrasnych stopni
swobody element6w "'r +1" rzedu? ]

NIE | TAK

.

e v

Eliminowano stopnie swobody?
NIE \ TAK

Eliminuj wtasne stopnie swobody
element6w rzedu "'r+1"

Y

i

elementéw rzedu

Pisz eliminowane réwnania do magazynu wtasnych stopni swobody

”[+1”

|
Y

Dodaj macierz sztywno$ci elementu r-tego rzedu
do macierzy sztywno$ci elementu rzedu "'r - 1”

I
Y

Czy jaki$ wtasny stopien swobody pojawia sie po raz ostatni?

TAK |

NIE

Y

Y

Eliminui wrasny stopierd swobody
pojawiajacy sie po raz ostatni

|

Eliminowano stopnie swobody?

TAK ] NIE

]
1

elementdw rzedu """’

Pisz eliminowane rwnania do magazynu wrasnych stopni swobody

v

Rys. 1. Schemat blokowy podstawowych operacji w eta

[a11)

pie eliminacji stopni swobody
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Przepisz modyfikowane réwnania danego elementu
z magazynu wasnych stopni swobody elementdw i-tego rzedu

Wyznacz wiasne stopnie swobody elementdw r-tego rzgdu w danym elemencie
na drodze postepowania odwro tnego

Y

Czy element zalezy od statych stopni swobody?
TAK | NIE

l

Przepisz rdwnania danego elementu
z magazynu stalych stopni swobody

y

Oblicz sity weztowe w elemencie

Czy obliczenia zrealizowano dla wszystkich
elementdw r-tego rzedu?

NIE TAK

\

Rys. 2. Schemat blokowy podstawowych operacji w etapie postepowania odwrotnego

4. Whioski

Przedstawiona metoda wskazuje prosta droge postepowania przy ukladaniu i rozwig-
zywaniu duZzych ukiadéw réwnan liniowych wystepujacych przy stosowaniu metody
elementéw skorficzonych. Umozliwia ona zmniejszenie wymaganej liczby komoérek pamieci
maszyny cyfrowej oraz zmniejszenie wymaganej liczby dziatan arytmetycznych, szczegdlnie
w etapie eliminacji niewiadomych.

Metoda ta jest bardzo korzystna szczegolnie w przypadku, jezeli w rozpatrywanym
ciele daja sie wyréznié elementy geometrycznie i mechanicznie podobne. Dla takich ele-
mentéw macierz sztywnosci zwiazana z wlasnymi stopniami swobody elementéw rzedu I
mozna obliczaé jednokrotnie. W ten sposéb zmniejsza sig¢ ilo§¢ rownan ktore nalezy
rozwiazaé.

Metoda stwarza ponadto mozliwo§¢ rozwiazywania bardzo duzych problemdéw na-
wet przy zastosowaniu malych maszyn cyfrowych droga kilkukrotnego wyznaczania



 J
Czytaj wspdlizgdne wezléw i slate sprezyste. Pisz do magazynu 1

y

Podziat stopni swobody na 4 grupy: nie eliminowane st. swob., st. swob., elementdw | 1zedu,
st. swob. elementdw Il rzedu , stale stopnie swobody.
|

Y
] > Wezytano wszystkie dane dla elementdw?
NIE [ TAK
1 ] y
—>| Czytaj dane elementy ‘ I Wydawnictwo rezultatow —‘
STOP
/
Dane elementu nalezg do:
7:?2;35” typowego elementu | rzedu elementu | rzedu niedzielacego sie na elementy rzedu |1
Pobierz wspilrzedne wezidw i stafe Pobierz macierz sztywnosci
materiafowe z mag. 1. Z magazynu 2
Oblicz macierz sztywnosci
Pobierz wspétrzgdne weztéw
i state materiatowe z mag. 1
Oblicz macierz sztywnosci,
Dodaj m. szt. elementu |l rz.
do macierzy sztywnosci elementu rzedu |

y

Wczytano dane dla wszystkich
_eIemenléw Il 1z, w danym elemencie | rzedu?

NIE \ TAK
I | Y

Pisz macierz sztywnosci
elementu do mag, 2

] 4

Dodaj macierz sztywnosci elementu rzgdu | do macierzy sztywnosci catego ciata

Rys. 3. Schemat blokowy programu wyznaczajacego wspoélczynniki wplywu

1413)
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kolejnych grup stopni swobody bez koniecznosci pamigtania niektérych przeksztalconych
réwnan. To ostatnie uzyskiwane jest oczywiscie kosztem dluzszego czasu rozwigzania
zagadnienia.

Program ukladajacy i rozwigzujacy réwnania metody elementéw skonczonych wedtug
przedstawionej metody opracowany zostal w jezyku SAKO na maszyne cyfrowa ZAM-41.
W programie wprowadzono elementy I i IT rzedu.

5. Przyklad

Jednym z przyktadow zastosowania wielostopniowej syntezy macierzy sztywnosci jest
wykorzystanie jej do wyznaczania wspolczynnikéw wplywowych ciala uzaleznionych od
stopni swobody pewnych wybranych weziéw ciala.

; iypowy element
I reedu

| I rzedu

Rys. 4. Zastepczy model walu

Opracowany zostal program wyznaczajacy wspolczynniki wplywowe przy uwzglednieniu
podzialu ciala na elementy Ii II rzedu. Dia elementéw rzedu I geometrycznie i mechanicz-
nie podobnych macierz sztywno$ci wyznaczana jest jednokrotnie. Schemat blokowy
programu napisanego W jezyku SAKO dla maszyny ZAM-41 przedstawiono na rys. 3.

Za pomocg wspomnianego programu wyznaczono wspoétczynniki wplywu dla watu
korbowego czterocylindrowego silnika spalinowego. Wat przyblizono modelem zawiera-
jacym 17 elementéw I rzedu. 8 elementéw rzedu I zawierato po 20 elementéw II rzedu,
7 elementéw I rzedu zawieralo po 16 elementéw rzedu II i 2 elementy I rzedu zawieraty
po 12 elementéw rzedu II. Model zastgpczy watu (pokazany na rys. 4) zawierat 2373
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stopnie swobody. Poprzez wprowadzenie 8 typowych elementéw I rz¢du rozwiazywany
uktad zmniejszyt si¢ do 1227 niewiadomych. Tak wiec poprzez wprowadzenie elementdw
geometrycznie i mechanicznie podobnych ilo$¢ réwnan zmniejszyta si¢ o okoto 509%.
Czas rozwigzywania zagadnienia stanowit okolo 50% czasu niezbednego na rozwigzanie
problemu przy wprowadzeniu jednokrotnego podzialu na elementy.

Podzigkowanie

Autor chcialby podzigkowa¢ Prof. J. SZMELTEROWI Z Wojskowej Akademii Technicznej
w Warszawie za Jego uprzejma pomoc przy opracowaniu tego artykufu.

Literatura cytowana w tekscie

1. G. GANTIN, An Equation Solver of Very Large Capacity, Int. J. Num. Meth. Engng. 3, (1971), 379—388

2. B. M. IroNS, A Frontal Solution Program for Finite Element Analysis, Int. J. Num. Meth. Engng., 2,
(1970) 5—32.

3. J. SzMeLTER, S. DOBROCINSKI, Program rozwiqgzujacy rownania metody elementéw skonczonych, Biuletyn

WAT, 6 (266), (1971), 43—51.

. O. C. ZieNKIEWICZ, The Finite Element Method in Engincering Science, London 1971,

5. O. C. Zienxiewicz, D, V. PHILLIPS, An Automatic Mesh Generation Scheme for Plane and Curved Surface
by Isoparametric’ Coordinates, Int, J, Num. Meth, Engng., 3, (1971), 519—528.

6. K. Dems, Wielostopuiowa synteza oraz wielomiany Hermite’a w metodzie elementow skonczonych, Roz-
prawa doktorska, Politechnika Lédzka, L.6dz 197].

£

Pesonme

MHOI'OCTAIOUIHBIN CUHTE3 MATPUILL JXECTKOCTU

IIpencraBnen meTox o6pasoBaHMsi U PELICHHMsI CHCTEM YPABHEHMH METOJOM KOHEUHBIX 3JIEMEHTOR.
Beenen mHorocragmitibiit pasmen Tena myTem pasjenia Kad(Joro 3JIEMEHTa Ha psjl momasemenToB. Ilpen-
CTABJIEHB! OCHOBBI METONa M OJIOUHBIE CXEMbI IIPOTPaMM IUIA SJIEKTPOHHO-BBIYUCIIMTENBHON MALMHbI
3AM 41, Ilpeanaraemblii METOL MO3BOJIAET COKPATUTH PAa3MEPbl NAMATH MALIMHLBI, 4 TAK)KE YMEHBLIHTE
uMCo HeoOxoammblX apudmeTndeckux aedcTBui. IlpennaraeMbiM METOLOM MOYKHO pemarh GoNbLuHe
3ajaun pake Ha HeGOMBUIMX 3NEKTPOHHO-BBIUMCIMTENHBIX MAlIMHAX,

Summary

A MULTI-STAGE SYNTHESIS OF THE STIFFNESS MATRICES

The paper presents a method of constructing and solving the systems of cquations of the finite element
method. A multi-stage division of the space is introduced by dividing each element into a series of sub-
elemets. The principles of the method are described and the flow diagrams of programs prepared for the
ZAM-4] digital computer are given. The method presented enables us to reduce the required number
of digital computer storage words, as well as that of the arithmetical operations. The method also creates.
a possibility of solving very extensive problems by means of even relatively small digital computers.
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