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1. Wstep

W ostatnich latach wiele uwagi po§wigcono paradoksalnemu zjawisku destabilizacji
tzn. znacznemu obniZeniu sity krytycznej, powodujacej utrate statecznosci ruchu ukiadéw
niekonserwatywnych, w ktérych uwzgledniono tarcie wewnetrzne materiatu i zastosowano
kinetyczne kryterium statecznodci; destabilizacja wystepuje nawet w przypadku, gdy pa-
rametr charakteryzujacy to tarcie zmierza do zera. Po raz pierwszy zwrdcil uwage na to
zjawisko ZIEGLER [14], a w dalszym ciagu Zoriy i LEoNow [15] zbadali szczegétowo tzw.
model Zieglera (ukiad dwodch sztywnych pretéw polaczonych przegubowo), obcigZzony
niekonserwatywna sitg §ciskajaca, dla dowolnych warto$ci wspotczynnika §ledzenia. Za-
tozyli oni, ze w przegubach wystepuja momenty ttumiace ruch proporcjonalne do wzglednej
predkosci katowej pretéw modelu. Identyczne zagadnienie rozwiazano w pracach HERR-
MANNA 1 JonGga [4, 5]. Efekt destabilizacji zbadano réwniez w pracy NEMAT-NASSERA,
PrasaDA i HERRMANNA [10] na przykladzie wspornikowej, cigglej rurki przewodzacej
plyn ze stalg predkoscia. Wykazano, 2e dowolnie male sily zalezne od predkoéei, takie
jak zewngtrzne thumienie i sity Coriolisa maja wptyw destabilizujacy, natomiast zewnetrzne
ttumienie wiskotyczne nie ma takiego wplywu. Ponadto NEMAT-NASSER i HERRMANN [11]
udowodnili, Ze obciazenia krytyczne, powodujace utrate stateczno$ci ukladu dyskretnego
o N stopniach swobody bez tlumienia, jest kresem gérnym dla obciazenia krytycznego
tego samego ukiadu poddanego dodatkowo dziataniu pewnych dowolnie malych sif, bg-
dacych liniowymi funkcjami uwogdlnionych predkosci. Ostatnio w pracy SHIELDA [12}
zastosowano uogdlniona metode wariacyjna do problemdédw niekonserwatywnych oraz
rozwigzano problem stateczno$ci preta wspornikowego $ciskanego sila $ledzaca, z uwzgled-
nieniem tlumienia wewnetrznego (material preta opisany jest modelem Voigta—Kelvina).
Poréwnano wyniki uzyskane za pomoca metody Galerkina z wynikami $cistymi.

We wszystkich wymienionych pracach uwzgledniano niezaleznie od siebie tlumienie
wewngtrzne lub tlumienie zewnetrzne (opdr wiskotyczny)., Dopiero DZYGADLO i SOLARZ
badajac wymuszone, parametryczno-samowzbudne i wymuszone parametrycznie pobudza-
ne drgania preta $ciskanego okresowo zmienna lub stala sife Sledzaca wyznaczyli silg
krytyczna w zaleznosci od parametréw charakteryzujacych tlumienie wewngtrzne (mo-
del Voigta-Kelvina) i zewnetrzne (opdr wiskotyczny).
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Celem niniejszej pracy réwniez jest uwzglednienie wptywu obu tych oporédw réwno-
cze$nie na site krytyczna, a ponadto zbadanie wplywu niejednorodnosci tarcia wewnetrz-
nego i zewnetrznego. W czesci drugiej przeanalizujemy stateczno$é modelu ZIEGLERA [14],
(podwdjne wahadlo), w ktérym przyjmiemy dodatkowo istnienie tarcia wiskotycznego
w przegubach oraz dziatanie, na sztywne prety modelu, skupionych sit oporu, proporcjo-
nalnych do liniowych predkoséci w punktach zaczepienia tych sit. W czedei trzeciej zba-
damy stateczno$é rzeczywistego preta wspornikowego Sciskanego sita niekonserwatywng
o zmieniajacym si¢ kierunku (w petnym zakresie wspdtczynnika §ledzenia), zakladajac, -
7e material preta moze byé opisany modelem Voigta-Kelvina (thamienie wiskotyczne)
oraz 2e pret porusza sie w oSrodku lepkim o tarciu wiskotycznym (ttumienie zewngtrzne).
Wyniki uzyskane w czeSci drugiej beda Scistymi dla modelu, natomiast w czgéci Lrzecigj
zastosujemy przyblizona metode cnergetyczng, réwnowazng metodzie Ritza.

2. Destabilizacja modelu Zieglera

2.1. Podwojne wahadto przedstawione na rys. | poddanc jest dziataniu Sciskajacej sity
niekonserwatywnej. Kierunek dzialania sity po wyboczeniu modelu okrelony jest przez
wspétczynnik §ledzenia #, zdefiniowany jako stosunek kata zawartego migdzy kierunkiem

Coltpz=@1)+by (92 5)

Pr=lyy

&/

C191+ b ¢y

Rys. 1

sity (po wyboczeniu) a nieodksztalcong osig modelu do kata nachylenia stycznej na swo-
bodnym koncu. Zatozymy, ze przeguby scharakteryzowane sa przez state sprezystoscl ¢,
i ¢, oraz przez wspélczynniki b, i b,, okre$lajace ttumienie (momenty ttumiace sa odpo-
wiednio réwne: b, @, 1 by(p,—@,), a masy m, 1m, umieszczone sq w odlegtosciach ol i y/
od przegubdw). Przyjmiemy, iz na masy-te dzialaja punktowe sity oporu wiskotycznego,
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proporcjonalne do predkosei liniowych mas: P, = 7,9, i P, = 7,9, (74, T, — stale okres-
lajace wielkodci tych sib).
Aby zbadacé stateczno$¢ ukiadu dla dowolnych wartoéci ), przeanalizujemy ruch ukiadu
(male drgania) w poblizu polozenia réwnowagi. Wykorzystamy w tym celu réwnania
. . . . . . ]
Lagrange’a drugiego rodzaju, w ktérych sily dysypatywne ujeto dodajac wyrazy —7(;.02 7
@
d (oT or oV oD
—— sttt 5—=0:, i=1,2.
@D dt (3%') Ip; A * e, ¢ :
W réwnaniach tych, przy zatozeniu, Ze katy ¢, i ¢, sa male, nalezy przyjac:

1 1 ] .. .
T= 212[(’”1a2+zm2) <P%‘|‘m27¢1<7)2‘|‘mz)’2¢’§],

1

V= D) [(c, '}‘52)‘}7%*202‘/71 P2tc; (/’%],
1 . .. ‘s
(2.2) D=~ [(by+b5) p3—2by P2ty 31+

1 1 ) . .,
+—2~[((a2n+ Zfz) PiyT®, Pty 03|,

1 1
lejpl((ﬁl—n(}%): Q2=—2"P/(1_77)§”2,

T oznacza tu energi¢ kinetyczng uktadu, V — potencjal sit sprezystych, D — funkcje dy-
sypacji, Q, i @, — sity uogdlnione (niepotencjalne), t, =%z, v, = [*7,. Rdéwnania
(2.1) prowadza do ukiadu réwnan rézniczkowych liniowych:
1 . 1 : 1
(ml a4 Zmz) 1%¢,+ [(bl +by)+ (0‘2'51‘|‘ Zrzﬂ P+ (CL‘|"CZ~ 5 Pl) P+
1 2o 1 . 1
—|——2—m2yl 92t —b2‘|‘77'52 P2t “Z“P/"?_Cz @, =0,

(2.3)

1 . 1 . ..

P myyl?P,+ (—bz“f“f'}"fz) P1—Cay +m27212¢’2+

. 1
+ (b +y? 1) P2+ {Cz— EPZ(I‘“W)] p, = 0.

Przyjmujac rozwiazanie w postaci
2.4) . P = Cie™, @,=Ce”,

oraz wprowadzajac bezwymiarowe wielkosci:

172
m Pl m ¢
.Q = / —2 = = 71, - -Ls
( ) ) 0. P ¢’ # My Y €2 )
Bi:i_, Ti:__,i____, i=1,2 .
1Vms e, [y myey

9 Mechanika teoretyczna
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otrzymujemy uktad liniowych i jednorodnych réwnan na state C, i Cj:

{(,uocz—}— %) 0?4 [(BL—I-BZ)—F (OCZTI +% Tz)]-Q+ (1+1P‘ ‘;‘ﬂ)}ca‘}‘

1 1 1
_|— {—i-‘y.Qz—I‘ (—BZ—I'_ 7yT2> .Q—i— (—2— ﬂn—l)}CZ =0,
2.6)
1
{—2"7-(22‘}‘ (—B2+ %)’TZ) Q- 1} Ci+

1 1
+ {7292+(32+72T2)Q+ (1—‘ "‘2“ﬂ+7f377)} ¢, =0.

Wyznacznik tego ukladu przyréwnany do zera okreéla bezwymiarowy, na ogot zespolony,
parametr czgstosci (urojonej czgstodei) £2 w zaleznoéei od wielkosci sity Sciskajacej g, pa-
rametréw charakteryzujacych ttumienie B; 1 T; oraz pozostalych parametrow:

Buaty2Q%4- [8y2B -+ 2(1 +4y+4y* +4ua®) By +8a?y2 T +8ua?y?T,] 23+

+ {[2(14-4uo®)+8y*(1+9)+8y]— BL(L—n) (I -F4ua®)-H4y> + 2ny] +

-8B, B,+8y?B, T,-+2(1+4y+4y*)B, T, +8a?B, Ty +-8c?y* T, T, } 22+

+ {4@2—p+np) B, +8(p+np— ) B, +4(2’ —a* f+anf) T, +

+2(1+4y +4y)+8y p+f(n—1—4y> —2np)| T, } 2+

+[8p—4(l—n) C+v) f+2(1—n) %] = 0.

Jesli tylko wszystkie pierwiastki réwnania (2.7) maja ujemne czeéci rzeczywiste, to
ruch ukladu jest stateczny; ruch przestaje by¢ stateczny, gdy chociaZ jeden z pierwiastkdw
bedzie miat czg§é rzeczywista dodatnia. Przyréwnanie czgéci rzeczywistych pierwiastkdw
réwnania (2.7) do zera prowadzi do tzw. kinetycznego kryterium stateczno$ci, pozwala-
jacego na obliczenie sity krytycznej, powodujace] zamiane drgai ustalonych z malejaca
amplitnda na drgania z amplituda rosnaca w czasie. W przypadku réwnania czwartego
stopnia kryterium Routha-Hurwitza pozwala na obliczenie poszukiwanej sity krytyczne;j.

Uklad traci réwniez stateczno$é (przez wyboczenie), gdy istnieje sasiednie, dowolnie
bliskie, odksztalcone polozenie réwnowagi trwatej. Zachodzi to wéwczas, gdy wyraz wolny
réwnania (2.7) jest réwny zeru (kryterium statyczne, 2 = 0).

Sifa krytyczna obliczona w oparciu o kryterium statyczne (w zakresie, w ktérym to jest
mozliwe) jest na ogol nizsza od sity krytyc‘znej obliczonej z kryterinm kinetycznego, cho-
ciaz, jak wykazano w pracy [3], nie jest to ogdlna reguia.

Dla uproszczenia dalszych obliczen zatozymy, Ze réwne sobie masy sa umieszczone
w §rodku sztywnych pretéw oraz, ze stale sprezystosci w przegubach sa réwniez sobie

Q.7

. 1 .
réwne, tzn, przyjmiemy: o = %, Y=g = 1, w = 1. Réwnanie (2.7) przybiera wobec

tego postaé .
Q%+ (16B,4+160B,+T,+ T,) £2°4-[176—24(2—n) f+256B, B, +
+16B, T,+144B,T,+16B, T+ T, T,]1 2%+ {1282— f+7f) B, +
+256(1+7f— ) Bo+8(2+np—B) Ty+[160+8(2n—5)B] T2 } 2+
+64[4—6(1—m) f+(1—n)p*] = 0.

(2.8)
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Kryterium statyczne pozwala na obliczenie sily krytycznej tylko w pewnym zakresie
zmiennoéci wspolczynnika éledzenia # i polega na przyréwnaniu do zera wyrazu wolnego
réwnania (2.8). Otrzymana w ten sposdb sita krytyczna

g, = J=NFV A=) =)

(2.9) —

nie zalezy od parametrow charakteryzujacych ttumienie.

W przedziale, w ktérym kryterium statyczne nie prowadzi do rozwigzania (w naszym
przypadku 5/9 < n < 1), musimy stosowaé kryterium kinetyczne. Ruch typu (2.4) jest
stateczny, jesli czestos¢ kolowa £2 nie ma dodatniej czedci rzeczywistej. Warunkiem ko-
niecznym statecznoéci w przypadku wielomjanu czwartego stopnia typu (2.8)

(2.10) LO*+ MO+ N2+ SQ+R = 0
jest spetnienie nieréwnosci
.11) LS*— MNS+M2R < 0.

Jesli dodatkowo wszystkie wspoiczynniki réwnania (2.10) sg dodatnie, to jest to réwniez
warunek wystarczajacy, znany pod nazwg kryterium statecznosci ruchu Routha-Hurwitza
[7]. Przyréwnanie do zera wyrazenia (2.11) pozwoli rozgraniczy¢ stateczny obszar ruchu
od niestatecznego. '

Nalezy tu zwrécié uwage na fakt, iz nieuwzglednienie tlumienia wewnetrznego i ze-
wnetrznego, tzn. zalozenie od poczatku, ze B, = B, = T, = T, = 0 prowadzi do réwna-
nia dwukwadratowego na czgsto$¢ drgan (M = S = 0), dla ktérego kryterium kinetyczne
stateczno$ci ma postaé ’ :

(2.12) N2—4LR = 0.

Kryterium to mozZna otrzymac z (2.11) tylko przy zatozeniu, ze wspoiczynniki M i S zmie-
rzaja do zera w ten sposob, aby spelniona byla zalezno$é

M N
(2.13) < =R’
ktéfa, oczywiscie, na ogdl nie jest spetniona. Wobec tego, kryterium (2.11) pozwala obli-
czy€ site krytyczna przy thumieniu zmierzajacym do zera z reguly rézna od obliczonej
w oparciu o kryterivm (2.12). '

Tak wiec w przypadku braku tlumienia z réwnania (2.12) otrzymujemy

6(20—97) 412/ —9n*+ 14n—4
2. —
( 14) ﬂl.Z 9?72_32’,]_{_32 .

Uwzgledniajac tlumienie korzystamy z kryterium (2.11), ktére prowadzi do réwnania
kwadratowego na sile krytyczna

B4V B*—44C

@.15) . AP*—BB+C =0, PB,= " .

9.
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gdzie
A = b*—bce+64(1—n)c?,
B = 2ab—bed—ace+384(1-—)c?,
_ C = a*—acd+-256¢2, ‘
(2.16) a = 2564-2560 165+ 160,
b = (1—n) (12842565 4-8x)—8(25n—>5) &x,
c = 164160 +x+Lx,
d = 176+ B2(256L+ 16&x+ 14458+ 16+ Ex?),
e = 24Q2—n).
Wprowadzono tu nastgpujgce parametry:
B, /B, = { — charakteryzuje niejednorodnoéé¢ tumienia wewnqtrzncgo
T,/T, = & — charakteryzuje niejednorodnoéé tlumienia zewngtrznego;
T,/B, = » — charakteryzuje stosunek wielkoSci ttumienia zewngtrznego do wewngtrznego.
Przedstawimy teraz kilka szczegdinych przypadkdw rozwigzania réwnania (2.15).

2.2. Brak tlumienia zewngtrznego: T, = T, == 0. Na rys. 2 przedstawiono zalezno$¢ sity
krytycznej f# od wspdlezynnika $ledzenia  w przypadku, gdy tlumienie wewngtrzne zmierza

p

20

15

10

Rys. 2

do zera, a stosunek ttumied w przegubach jest staty (E =0, x = 0,8 —-0,B,—-0 B

= Z,'). Stopien destabilizacji zalezy tu w istotny sposéb od parametru £; dla { — oo des-

tabilizacja jest najwigksza. Gdy 5 = |, sita krytyczna jest dznesugcnokrotme mmejsza od
sity krytycznej obliczonej bez uwzglednienia thumied.
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2.3. Brak tlumienia wewnetrznego: B; = B, = 0, T, — 0, T, — 0. Zaleznie od parametru
& otrzymujemy krzywe f(n) niewiele odbiegajace od przypadku, gdy nie ma thimienia.
Na przyklad dla § = 01 £ = oo otrzymujemy krzywa { = 0 z rys. 2, dla & = 1 wykres
B(n) pokrywa si¢ z wykresem otrzymanym w przypadki gdy nie ma tlumienia. Wyniki
obliczent $wiadeza o tym, iz niejednorodne tlumienie zewnetrzne moze réwniez powodowaé
destabilizacje ukiadu, chociaz w naszym przypadku jest ona bardzo mata. Przy sile $ledzg-
cej (n = 1) destabilizacja nie wystgpuje w ogéle.

2.4. Jednorodne réwnoezesne tlumienie wewngtrzne i zewnetrzne. Gdy ttumienia sg jednorodne
(¢ =1, &£ = 1) 1 zmierzaja do zera, jednak w ten sposob, aby ich stosunek byt staly, otrzy-
mujemy krzywe przedstawione na rys. 3. Jak widac stopien destabilizacji zalezy od sto-

Rys. 3 ) Rys. 4

sunku thumienia zewnetrznego do wewnetrznego i nie jest tak duzy jak w przypadku 2.2.
W przypadku jednorodnych ttumien ({ =1, £ =1) i » = 1 nie zmierzajacych do zera,
otrzymujemy wykresy przedstawione na rys. 4. Wzrost thumienia powoduje wzrost sity
krytycznej, jednak tylko do pewnej granicy.

Ogélnie, gdy B, » oo otrzymujemy:

(2.17) g 25642560161+ 16082
' = (=) (12842560 1 8x)—8(2n—5)éx

2.5, Niejednorodne réwnoczesne thumienie wewnetrzne i zewnetrzne. Na rys. 5 1 6 przedstawiono
rodziny krzywych w przypadkach silnych niejednorodnoéei tlumien, wybierajac nastgpu-
jace parametry: { =1, =5 %= 1/5na rys. 51§ =35,5=1/5 »x =1, narys. 6.

Z przedstawionych rys. 2,3,4,51 6 wyni\ka, iz sita krytyczna bardzo silnie zalezy od
niejednorodnoéci ttumien oraz ich stosunku. Dla ustalonych parametréw £, & i % roénie
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B =8, &=020, -1
0 |-
15 |-
0+
2
L]
Ly
8
N
Y3
5 5™ §1
%\
B8,-00
@
Koyl S[ﬂ(llﬂ“
e e | 1 1 L L L 1 ] Lo 1 L 1 ]
0 85 10 7 0 05 10 15 ¢
Rys. 5 Rys. 6

ona ze wzrostem tlumienia do pewnej warto$ci granicznej. Przy thumieniach zmierzaja-
cych do zera stopiets destabilizacji jest znacznie mniejszy, gdy uwzgledniamy tlumienie
zewngtrzne.

3. Destabilizacja preta wspornikowego (metoda energetyczna)

Przejdziemy obecnie do zbadania wplywu thumienia zewnetrznego i wewnetrznego na
site krytyczna powodujaca utrate stateczno$ci preta jednostronnie utwierdzonego. Zato-
zymy ogdlnie, e niepryzmatyczny pret (rys. 7) znajduje sie w strumieniu plynu, porusza-
jacym si¢ z predkoécia U w kierunku réwnoleglym do jego nieodksztatconej osi. Przyj-
miemy, ze niepryzmatyczno$¢ preta opisana jest funkcja okredlajaca zmiang momentu
bezwladnosci przekroju poprzecznego
(.1 g®="9, 1= 0.

0

Zastosujemy proste, tzw. «ttokowe» prawo oplywu preta (podobnie jak w pracy KORDAS
[8]), zgodnie z ktérym obciazenie boczne wywierane na jednostke dlugoéci preta jest rowne

. ow  dw
(3.2) p= 2Bb(£)(U7£~ "4‘az“>’ b(&) = bo f3(&),
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gdzie B = (poyo)/co jest stala charakteryzujaca wiasnoéei ptynu. Dla gazu ¢, oznacza
predkosé dzwigku, yo — wykladnik politropy, U — predko§¢ strumienia, b(§) — zmienna
szeroko$é plytki, w — ugigcie preta w punkcie £. Jak tatwo moZzna wykazaé [8], czion
2Bb(£) dw/dt we wzorze (3.2) stanowi ciSnienie wywierane przez plyn na pret, wynikajace
z dodatkowego ruchu drgajacego preta w poruszajacym sie strumieniu. Tak wiec, w przy-
padku plynu spoczywajacego (U = 0) funkcja 2Bb(&) charakteryzuje thumienie zewngtrzne
(wiskotyczne) ruchu preta w plynie i moze by¢, niezaleznie od zmiennej szerokosci preta,
przyjeta dowolnie jako funkcja okreflajaca niejednorodno$¢ tlumienia zewnetrznego.
Skiadowa pionowa ci$nienia wystgpujaca przy oplywie preta niepryzmatycznego pomijamy

BEEEN

W

=Y

Rys. 7

jako malg .drugiego rzedu. Oprécz ci$nienia bocznego na swobodny koniec preta dziala
niekonserwatywna sita $ciskajaca, ktdrej kierunek dziatania ulega zmianom w czasie ruchu
preta i jest okre§lony przez wspdtczynnik §ledzenia » (rys. 7).

Aby uwzgledni¢ réwniez ttumienie wewnetrzne materialu preta zalozymy, iz moze on
by¢ opisany prostym modelem Voigta~Kelvina

(3.3) o= E@e+ME)E, E) =Efi(H, A® =-)*0f2(‘5),

gdzie E(£) jest to zmieniajgcy sie wzdiuz dtugosci preta modut Younga, a A(é) — zmitnia-
jacy si¢ wspdlczynnik lepkosci charakteryzujacy ttumienie wewnetrzne. Zmienno$é¢ mo-
dulu Younga i wspélczynnika lepkosci pozwala na zbadanie wplywu niejednorodnoscei
sprezystej i lepko$ciowej na stateczno$é preta.
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Aby zbadaé stateczno$é preta obciazanego w opisany powyzej sposéb, rozwazymy
ruch ukladu (male drgania) stosujac przyblizong metode energetyczna. Analize doktad-
nosci tej metody (ale bez uwzglednienia ttumienia) przeprowadzono w pracy KorDAs
i ZyczKOWSKIEGO [9]. Wprowadzajac zmienne bezwymiarowe

x=_E&/l, y=w/l,
zapiszemy lini¢ ugigcia preta w postaci przyblizonej

(3.4) Y05, 1) = X n a0,
i=1
w ktorej funkcje y;(x) powinny spelnia¢ wymagane warunki brzegowe. :

Dalszy tok postgpowania polega na rozwigzaniu ukfadu réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych (wynikajacych z réwnan Lagrange’a) na funkcje g;(t), okreslajacych w sposéb
przyblizony ruch uktadu i jest szczegétowo przedstawiony w pracy Kordas [8] dla pryz-
matycznego preta idealnie sprezystego. Powtdrzymy tu podstawowe wzory

n n 1

P N )
(3.5) Tziml Z‘_/_Jauqn'%', a; = | g"yy;dx;

=1 j=1 0

T oznacza tu energi¢ kinetyczna ukladu, m — masg jednostki diugosci preta. Wykladnik
»; w najczesciej spotykanych przypadkach przyjmuje wartosci: », = 1 dla preta plasko-
zbieznego o stalej wysokosci przekroju poprzecznego, », = 1/2 dla preta réwnomiernie
wszechstronnie zbieznego, », = 1/3 dla preta plasko-zbieZznego o stalej szerokosci prze-
kroju.

L
6.6) v=1% vZb.,q.q,, by = [ 11098 01 ) W,
0

V jest tu potencjalng energia sprezysta przy zginaniu;

1\ o
(3.7 A, =7 PIZ Cijqidj, Cij :f J-’f(x)yj(x)dX,
i 0

i=1

A, jest praca sktadowej pionowej sily P (stalej dla malych ugieé preta).

Poza tym naleZy jeszcze obliczy¢ uogdlnione sily niekonserwatywne, pochodzace od
sktadowej poziomej ci$nienia ptynu (skladowa pionowa jest zaniedbywalnie mala), od
sktadowej poziomej sity. skupionej P oraz od czlonu charakteryzujacego lepko$¢ materiatu
w réwnaniu (3.2). Jak tatwo mozna wykazaé obliczajac elementarng prace wymienionych
sit na przemieszczeniach wirtualnych dg;, sity uogdlnione maja postac

n n

1 5w :
(3.8) 0, = —Ply 2 dijq;+-2BboI* (UZ eijqj—lz Squ)— — > EALR

J=1 j=1 J=1
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gdzie
dij = )’i(l)y}(l),
i
ey = | @)y dx,
0 .

1
(3.9 sy = | A7) () dx,
. _

I
Zij = f L2(x)g(x)pi () vi (x) dx.
0

Réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju

d [ ow oW _
(3.10) i (7(]—‘)_7&: Q;y i=1,..,n,
w ktérych
W= T—V+4,,

okreslaja ruch ukladu w sposéb przyblizony. Korzystajac ze wzoréw (3.5)-(3.9) i pod-
stawiajac je do réwnan (3.10) otrzymujemy

S molt . (2Bbolt 4, V.
(3.11) Z {ono—aijqj‘}’ (*EOJO—SU—}’—E—O'ZU q;+

=1

' PP 2Bbol* .
—l— lblj_bo‘j; (cij-_/)]dij)'— U——E'*;‘—(}O—eu‘kqj} = 0, I = 1, ey N
Zakladajac w dalszym ciagu, ze wspotrzedne uogdlnione ¢;(¢) sa nastepujacymi funkcjami
czasu:

(3.12) () =4 S, e el [y] = sek

N ql _ i H Y= EOJO ’ Y= ’
gdzie: v — bezwymiarowa czesto$é, 4; — state wspdiezynniki, sprowadzamy ukiad réw-
nan roézniczkowych (3.11) do ukfadu jednorodnych réwnan algebraicznych ze wzgledu

na state A,

B.13) D) {aywt 4 (asy+Ozg)w+ [by—fley—ndy)—Ute ) 4; =0, i=1,..,n.
j=1

W réwnaniach (3.13) wprowadzono nastepujace parametry bezwymiarowe:

2Bb, P Pz

_ 2Bbol* Ao _
*= ° AN N

(3.14) ) = )
yEoJo yE,

U¥=U

charakteryzujace odpowiednio tlumienie zewnetrzne, tlumienie wewnetrzne, predkosé
ptynu i site $ciskajaca.
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Wyznacznik gtéwny ukladu réwnan (3.13) przyréwnany do zera okresla bezwymia-
rowg czesto$¢ w w zaleznosei od silty Sciskajacej f, parametréw tlumienia a i § oraz po-
zostatych parametréw. W przypadku dwdch stopni swobody otrzymujemy réwnanie
czwartego stopnia ze wzgledu na czesto§¢ w o postaci (2.10) i badanie statecznosci uktadu
przebiega tak samo jak w czg$ei drugiej pracy.

Poniewaz chodzi nam tu przede wszystkim o zbadanie efektu destabilizacji z uwzgled-
nieniem. thumienia zewngtrznego, wiec w dalszym ciagu uczynimy szereg uproszczen; za-
tozymy mianowicie, ze badany pret jest jednorodny (sprezyscie i lepkosciowo), pryzma- -
tyczny oraz ze porusza si¢ w osrodku spoczywajacym, tzn. przyjmiemy f; (x) = 1, /,(x) = |,
f3(x) =1, g(x) = 1 oraz U* = 0. _

Przechodzac do szczegdtowych obliczen zalozymy réwnanie linii ugigeia w postaci
dwuparametrowej, w ktérej funkcje y,(x) i y,(x) sa réwne [8]:

v, (x) = x*—4x346x7,
+

(3.15) ¥, (%) = —x54-5x*—10x34-10x?,

a wiec spelniajg nastepujace warunki brzegowe:

(3.16) yi(0) = yi(0) = »'(1) = ¥,"(1) = 0.

Warunki te odpowiadaja obciazeniu preta sita $ledzaca (n = 1) i funkcje (3.15) nie spet-
niajg warunku brzegowego na silg poprzeczng dla dowolnych wartoéci wspolczynnika §le-
dzenia 7. Jednak, jak wykazano w pracy [8], uproszczenie to w matym stopniu wplywa
na doktadnoé¢ wynikéw, przynajmniej w zakresie sity podéledzacej (n << 1), do ktdrego
si¢ obecnie ograniczymy.

W celu uproszczenia obliczel numerycznych, poczatek ukladu odniesienia bedziemy
w dalszym ciggu pracy. przyjmowaé na swobodnym konicu nieodksztalconego preta (uktad
staly). W uktadzie tym funkcje (3.15) majg postaé

yi(x) = x*—4x+43,

(17 ¥,(x) = x°—5x+4.

Wspolczynniki a;;, by, ¢ij, €5, Siy1 2y pozostajz'g bez zmiany, a wspéiczynniki d;; zmieniaja
Jedynie znak. Po prostych obliczeniach otrzymujemy:

104 664 1000
iy = Sij, A1 = A5 ay; =dy = 310" az; = RV
144 400
bij =z, by, = 5 by, = by =40, by, = A
(3.18)
721 27 160
Ciy = 7 Ciz2 = Ca1 = o Cay = 5

(l’ll — 12, d12 = 15, d21 == 16, d22 = 20,

e = 0.
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6

Réwnanie okreSlajace czestosci (2.10) ma w naszym przypadku nastepujace wspoiczynniki:

L= auazz*“aiz, -

M = o(ay, S22+t da811—2a158,5)+0(a,1by5+a220,1—2a,,b,5),

N = B1—ﬁB2‘|‘Bsa

B, = a1 bystaz,b,,—2a,,b,,,

By, = a1 €y A32C11—A12C3,— 0y, C2,
"By = 02(8y1820—572)+d(sy; bao+522by,—25,3b,5)+ 0 (by 1 byy—bi);

S= Cl_ﬁCZ,

Cy = 0($y1b22+522011—2512512)+28(by, by, —b1),

Cy = oSy Cag+S22C11—S12Co3—52,C12)F0(by  C2aFbar € —by2Coy—byyC12);

R =D, —ﬂD2+/32D3,

D, = bu bzz“‘b%z,

D,= b11222+b22211—b12?21_b21g12,

(3.19)

D3 = 2112‘22’—212221 s
¢y = cy—ndy.
Wprowadzajac pomocniczy parametr » okre§lony jako stosunek tlumienia wewngtrznego
do zewnetrznego
(3.20) %= 0]
otrzymujemy przy przyjetych uproszczenifich i zatozonych funkcjach (3.17)
L = 0,00716828,
M = 2(0,0143366-+3,786435x),
B, = 3,786435,
B, = 0,241893—0,1512277,
By = «2(0,00716828--3,786435x1-45,71428%2),
C, = a(3,786435+91,42856x),
C, = [(0,241893—0,1512273)+(19,75510--21,71428n)x],
D, = 45,71428,
D, = 19,75510—21,714287,
Dy = 0,607143—0,547619.

Statyczne kryterium stateczno$ci, R = 0, prowadzi do rozwiazania

(3.21)

D,+yD3—4D, D,
2D3 ’

(3.22) -

ktére przedstawiono wykre$lnie na rys. 8.
Kinetyczne kryterium stateczno$ci (2.11) przybiera postaé réwnania kwadratowego
(3.23)  (AC3+M?*D3—~MB,C,) >+ (MB,Cy+MC, B,—M?D,—24C,C,+
+MC,B3)p+(AC?+M?*D,—MB,C,—MC,B3) =0,

z ktérego obliczamy site krytyczng w zaleznoéci od #, a1 6.
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Przedstawimy tu rozwiazania szczegdlne w przypadku, gdy tlumienie wewnetrzne
i zewnetrzne zmierzaja do zera, jednak w ten sposéb aby stosunek x = §/x byl staly.

1) = =0, brak tlumienia wewngtrznego,

1
(3.24) _ B 633,83
(30, 7853— 12 7]43717)3; V 319 ,9269 |—989 25867;—543 65817;

2) % = 0,05,

(3.25) = 329,7198

(16,01457—6,6140137) 1 1/ — 402,733 - 1246,050 75— 684,78007>
3) x = 0,10,

(326 = 268,542
B (13,04374—5,3870617) % )/ —366,9693+ 1134,721 15— 623 597477

4) » = w0, brak tlumienia zewnetrznego,

3

627 - 180,678 e
' (8,77559—3,6243167)+ / — 284,3457+ 879, 24447 —483,19857%

Zaleznodci (3.24)-(3.27) przedstawiono na rys. 8. Potwierdzaja one wnioski wyciagnicte
w poprzedniej czesci pracy. Stopieri destabilizacji zalezy w istotny sposéb od stosunku

B

251

20|

Rys. 8

wielkoéci tlumienia zewnetrznego do wewnetrznego. Z powodu malej dokladnosci metody
energetycznej, przy przyjetych funkcjach (3.15), dalszych obliczen nie przeprowadzono,
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Blad obliczen sigga 109, w zakresie # < | (Scista warto$¢ sity krytycznej dla » == co 19 = 1
jest réwna f = 10,76, a nie f = 11,50), natomiast jest znacznie wigkszy dla n > 1.

By¢ motze, iz uzyskane w niniejszej pracy wyniki thumacza rozbiezno$¢ migdzy danymi

doswiadczalnymi [6, 13] i wartoscig $ledzacej sity krytycznej, obliczong z uwzglednieniem
ttumienia wewnetrznego malejacego do zera. Dodwiadczenia wykazujy raczej zgodnos$é
z gérng wartoscia sily krytycznej (8 = 20), obliczong bez uwzglednienia ttumien. W prze-
prowadzonych eksperymentach, obok znikomego tarcia wewnetrznego, wystgpowalto pewne
znikome ttumienie zewngtrzne i dopiero ich stosunek decyduje o wielkosci sily krytycznej.
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11.
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15.
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Pesome

COBMECTHOE BJIMAHME HEOJHOPOIOHOI'O
BHEWHETO ¥ BHYTPEHHEI'O TPEHII
HA YCTOMUUBOCTh HEKOHCEPBATUBHLIX CHUCTEM

B paGore mcenemoBana yerotuuBocTs Mofenw LIurnepa M 3aKpeIUICHIION0 CTEPMKHS, HAXOXALIINICH

ToJ, BO3ACHCTBUEM COKNMAIOUIETO HEKOHCEPBATHBHOTO YCHIIUA. VYVyuuThIBaeTCSA HaMMUUe HECOAHOPOJHOIO
BHYTPEHHErO I BHELYHETO TPEHUA. HOKaS&HO, quTo S(bd.)el(’l‘ IICCT&GHHHBHHHH HEKOHCEPBATUBHDLIX CHCTEM
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3aBMCHMT CYLIECTBEHHLIM 00Pa30M OT COOTHOILIEHM A NIAPAMETPOB, XapaKTCPU3VIOINUX BHYTPEHHCE M BHEI -
HEE TPEHHE, a TAKIKE OT CIENEeHH HEOJHOPOIHOCTH HeMIpUpCBaHMsI.

TlonyueHa 33BUCHMOCTE KPHTHUECKOTO YCHIIMA OT YIOKasaTesst clefsuero sddexra yeunmus, or napa-
METPOB, XAPAKTEPM3YIOWMX HEOJHOPOHHOCTE AeMIlpUpOBAHMs, 4 TalOKe OT BEIMUMHLI TpeHus. s
cayuast mofenn Lfuriepa nosiyueHo TOYHOE pelueHue, IS 3aKPEIUICIHHOrO0 CTECPYKHS Pe3yIbTaT TIOJIYUeH
TIPH TIOMOLM NPHOJIMIKEHHOTO 3HEPreTMYECKOrd METOHA OLEHKH YCTOWYMBOCTH.

TlonyuenHble 3aBUCMMOCTH CBUIETEILCTBYIOT O TOM, UTO BHEIIHee Tpenue ocnabusner sdbderT mecra-
OHNM3ALMM, BbI3BAHHOW BHYTPEHHHM TpPEHHEM.

Summary

INFLUENCE OF SIMULTANEOUS NON-HOMOGENEOUS EXTERNAL AND
INTERNAL DAMPING UPON THE STABILITY OF NON-CONSERVATIVE SYSTEMS

The paper presents the problem of stability of Ziegler’s model and of a cantilever beam compressed
by non-conservative load. The existence of non-homogeneous internal and external dampingis taken into
consideration. It has been proved that the effect of destabilization substantially depends on the ratio of
parameters characterizing the internal and external damping, and on the degree of non-homogeneity of
these dampings.

The critical force has been cxpressed in terms of the direction of compressive force, the non-homo-
geneous damping parameters and their ratio, and of the magnitude of damping. The results are accurate
in the case of Ziegler’s model and approximate in the case of cantilever beam where the approximate energy
method of investigation of the stability problem has been applied.

The results obtained prove that the external damping decreases the destabilization effect produced
by the internal damping.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozonu w Redakcji dnia 8 marca 1971 r.



