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1. Wstep

Roéwnania Lagrange’ a drugiego rodzaju sa dzi§ powszechnie wykorzystywane do za-
gadnief dynamiki nie tylko przez mechanikdw. Stosuja je réwniez z powodzeniem elektrycy,
a przede wszystkim automatycy, chociaz na ogdt ich uktady dynamiczne nie posiadaja
interpretacji geometryczne;.

Stosowalno$¢ tych réwnan jest dotychczas ograniczona najwyzej do ciagu jednowskazni-
kowego (czasem wektora) zmiennych lub wspélrzednych uwogdlnionych. Istnieje w lite-
raturze takze postaé krakowianowa tych réwnan [1].

W rozwijajacej sie teorii szeroko pojmowanych systemoéw wielkich [2] zawierajacych
réowniez i uklady mechaniczne, korzystne jest wprowadzenie zmiennych uogdlnionych
wiecéj niz jednowskaznikowych. Przydatna do tego jest algebra i analiza ciagéw wielo-
wskaznikowych [3, 4], ktérych przypadkami szczegélnymi moga byé wektory, macierze,
krakowiany i nawet tensory. Dogodne jest rowniez formulowanie zagadnien przy uzyciu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych wielociagowych [5] w przypadku systeméw wielkich
o strukturze dyskretnej.

Duze znaczenie ma takZe yzasadnianie licznych analogii miedzy rozmaitymi zjawiskami
(na przyklad mechanicznymi, stereomechanicznymi, elektrycznymi oraz innymi), jak tez
i modelowanie odmiennych zjawisk za pomoca analogii w klasach pewnych przeksztatcen
wielociagowych.

Dotychczas nie uzasadniono analogii mechaniczno-stereomechanicznej w klasie réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju. Autor uczynil to w pracy [6] rozwazajac najpierw ciag
jednowskaznikowy réwnan, ktérego przypadkiem szczegSlnym jest jedno réwnanie.
W pracy [7] uogé6lniono je na przypadek réwnaf dwuwskaznikowych.

Obecnie pokazemy, ze dzigki algebrze i analizie w-ciagéw (gdzie w jest dowolna liczbg
naturalng), czyli ciagdw wielowskaznikowych mozna,otrzymaé wielowskaznikowe réwna-
nia Lagrange’a drugiego rodzaju w stereomechanice, podobnie jak to uczyniono w pracy
[8] dla mechaniki.

Uzasadnienie analogii mechaniczno-stereomechanicznej (M-SM) polega na podaniu
pewnej réwnowaznoéci

M=SM
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wynikajacej z réwnowaznosci
C(M)y==C(SM)

ciagdw rozwazan logicznych obu nauk.

Przez ciag rozwazan logicznych rozumiemy tu uporzadkowane przedstawienie pewnej
liczby pojeé pierwotnych, definicji, aksjomatéw i twierdzen (zasad) w jezykach obu roz-
wazanych nauk.

Istnieje ciag rozwazan logicznych w mechanice, za pomocg ktorego mozemy otrzymaé
wielowskaznikowe réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju [8] bez stosowania rachunku
wariacyjnego.

Wyprowadzimy je obecnie w terminologii stereomechanicznej z uzyciem ciggdw
w-wskaznikowych i tym samym uzasadnimy analogi¢ mechaniczno — stereomechaniczng
w klasie tych réwnan wielowskaznikowych. Uzyskane w taki sposéb réwnania zastosujemy
nastepnie do otrzymania rownan wielowskaZnikowych tak zwanego oscylatora stereo-
mechanicznego jako funkcji stanu sprezystego wyboczenia systemu wielkiego pretow.
Taki ukfad wielokrotny pretéw rozwazalismy w pracy [9]. Pokazano tam, Ze jego réwnania
rézniczkowe wielociggowe ruchu (przez analogi¢) sa naturalnym uogélnieniem klasycznego
zagadnienia jednego preta sprezystego poddanego wyboczeniu [10]. Uogélnienie to wynika
z algebry i analizy ciagéw wielowskaznikowych.

Drzieki uzyciu w-ciagéw mozna rozwazaé wyboczenie sprezyste systemu wielkiego
pretéw!) prawie tak samo, jak w przypadku wyboczenia jednego preta. To samo dotyczy
wyprowadzenia wielowskaZznikowych réwnan Lagrange’a i uzasadnienia analogii mecha-
niczno-stereomechanicznej. Jest to konsekwencja zdefiniowania pewnych dzialan na ciagach
wielowskaznikowych. W efekcie mamy swoista niezmienniczo$¢ tak ciaggdw rozwazan
logicznych, jak i wzoréw dla kazdego ¢ =0, 1, ..., w, gdzie ¢ jest liczba wskaZnikow
rozwazanych uogdlnionych wspélrzednych wielowskaznikowych.

Dodamy przy tym, ze wielowskaznikowe prawo Hooke’a sformulowano w pracach
[11, 12]. Korzystajac z tego prawa mozemy takze otrzymaé réwnanie wielociagowe oscyla-
tora stereomechanicznego, w ktérym wielkoscig poszukiwana jest ciag wielowskaZnikowy
ugie¢ systemu wielkiego pretéw sprezystych poddanych wyboczeniu.

Nadmieniamy, Ze zastosowana algebra 1 analiza ciagéw wielowskaZnikowych nie
wymaga znajomosci rachunku tensorowego.

Przypomnimy jeszcze dwa niezbedne pojecia dotyczace istoty formutowanego obecnie
uogdlnienia wzgledem prac [6, 7).

1.1. Ciggi wielowskainikowe (w-ciggi). Niech przy danej liczbie naturalnej w i danym ciagu
liczb naturalnych n,, ¢ = 1, ..., w, symbol Z oznacza dowolny zbi6r, natomiast vK przed-

stawia zbidr elementéw “k, ktére sg iloczynami kartezjariskimi
W
[T m) = {m)x . X (o}
4=

) System pretow jest wielki, jeéli opisuje go ciag jednowskaznikowy o duzej liczbie elementdw lub
" cigg wielowskaznikowy wielkosci.
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zbioréw

{n} = {1,...,n.},

(= {1, ... n)
zwanych odcinkami naturalnymi o dlugosciach {n,}.
Definicja 1. w-ciggiem nazywamy kazdg funkcje (odwzorowanie) r typu
riYke"K - Z
i zapisujemy w postaci
V= [0 = 7L
J=1hvdwls Ja=1,0n; qg=1,..,w.
W pracy [6] rozwazono jednociagi
r=1[rl, ji=1,..,n
zmiennych uogdlnionych, czyli przypadek w = 1. W pracy [7] uwzglegdniono dwuciggi
Fr=1TIri5, h=1,..,n; h=1..,m
zmiennych uogdlnionych, czyli przypadek w = 2.

Obecnie zatozymy, ze w moze by¢ dowolng liczba naturalng.
Algebre i elementy analizy wielociaggdw podano w pracach [3, 4].

1.2. Réwnanie rézniczkowe zwyczajne wielociagowe rzedu n.
Definicja 2. Rownanie rozniczkowe zwyczajne wielociagowe rz¢du »n ma postaé

KFTx, 5506, (), ..., O] = 40,

gdzie cigg k-wskaznikowy funkcji “F jest ciagly?) wzgledem swoich argumentéw, przy
czym strona lewa zalezy od k-ciggu najwyzszych pochodnych ¥ (x) funkeji wielociagowej
¥p(x) argumentu zerociagowego Xx.

Prostym przykladem takiego réwnania w-ciggowego jest wielowskaznikowe réwnanie
oscylatora harmonicznego, ktorego przypadek szczegdlny stanowi réwnanie -

@y +.ay = 0, gdzie ja, ,a— stale,

opisujace wyboczenie sprezyste jednego preta [10].

Analogia mechaniczno-stereomechaniczna w klasie wielowskaZznikowych réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju stuzy do:

1° otrzymania réwnan wyboczenia sprezystego ukladu wielokrotnego pretéow opisanego
ciagiem wielowskaznikowym ugieé¢ za pomoca wyprowadzonych réwnan Lagrange’a
opisujacych zjawisko stereomechaniczne wyboczenia systemu wielkiego pretéw sprezy-
stych;

2° wykazania, ze dane zagadnienie wyboczenia systemu wielkiego pretéw jest ruchem.

%) Oznacza to, ze wszystkie wyrazy Fj k-ciagu kF sa funkcjami ciaglymi.
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2. Ruch dynamiczunego ukladu stercomechanicznego wielokrotmego, Wiezy

Bedziemy rozwazali przestrzen ciagéw w-wskaZnikowych [3, 4]
(21) \v; = w;(x)’ xe< X1, X2 >

utworzong z rozwigzan réwnan rézniczkowych w-ciagowych rzgdu n

(22) w;(n) — \v_f(x, w}’ w}', s w;(n—l)),
ktérych prawe strony sa funkcjami ciaglymi 1 posiadajacymi ciagle pochodne czastkowe
wzgledem kazdej zmiennej.

Definicja 1. Ruchem (jednoparametrowym) uktadu stereomechanicznego wielo-
krotnego “y nazywamy kazda funkcje (2.1) lub w postaci uwiklanej

2.3) ) "U(x,"y) ="0.
Definicja 2. Predkoscig “p¥(x) rzedu k; k=1, ...,n, ruchu ukiadu stereo-
mechanicznego wielokrotnego (2.1) nazywamy k-ta pochodng funkeji (2.1), czyli
— dar
(2.4) "y (x) = —dx—"wy(x)'
Definicja 3. Réwnanie (2.2) lub w postaci uwiklanej
(2'5) wa(x’ w}—), w.’y'l, . w;(n—~1), w.‘};(u)) — w6

nazywamy réwnaniem (stanu) ruchu ukladu stereomechanicznego wielokrotnego.
Definicja 4. Wiezami ruchu ukiadu stereomechanicznego wielokrotnego (2.1)
nazywamy niezaleine od siebie zwiazki

(2'6) uﬁ'(x’ \\'j)‘, wjjl, s w;(n—-l)) — u6’

posiadajace ciagle pierwsze pochodne w rozwazanym otoczeniu zmieunych x,"y,
MY sy MY

Przyjmujemy, ze badane zjawisko moze podlegaé pewnym ograniczeniom.

Postular 1. Istnieje absolutna zmienna niezalezna x.

Postulat 2. Istnieje inercjalny uklad odniesienia.

Postulat 4. Stuszne sa prawa Newtona z tym, Ze czas absolutny ¢ jest zastapiony abso-

lutna zmienna niezalezng x.

Uwaga. Jesli ograniczymy sig do przykladu wyboczenia sprezystego preta pryzma-
tycznego o diugosci skoriczonej, to y(x) jest jego ugieciem w przekroju opisanym odcigta x.

W przypadku n = 2 otrzymujemy z (2.2) réwnania ruchu uktadu stereomechanicznego

@.7) =%, )
analogiczne do newtonowskich réwnan ruchu [8]
VE =t T, ).

Wynika to stad, ze zamiast proporcji

d* —
er(t) ~ wr(t)
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istotnej w przypadku oscylatora mechanicznego wielowskaznikowego stuszna jest proporcja
d*  _ e
‘de)’(x) ~"p(x),
ktdra otrzymujemy z uwzglgdnienia wielowskazZnikowej linii ugigcia.
Definicja 1.1. Réwnanie (2.7) nazywamy réwnaniem ruchu ukladu stereomecha-
nicznego (2.1) przez analogi¢ do newtonowskich réwnan ruchu.
Wtedy wiezy stereomechaniczne przez analogie do wigzow mechanicznych moga
przyjmowac postac
2.8) vH(x,"3,"7) =0
— nieholonomiczne (rézniczkowe lub kinematyczne),
(2.9) YH(x, ¥y) = *0
— holonomiczne reonomiczne (skonczone lub geometryczne),
(2.10) YH(*5) ="0
— holonomiczne skleronomiczne.

Dla stereomechanicznych réwnan ruchu formutnjemy zagadnienie Cauchy’ego.
Definicja 5. Sifg stereomechaniczna przez analogi¢ do sily newtonowskiej

F=ma, wm—masa, a— przyépieszenie,

nazywamy funkcje liniowa

@11)  VF = VET[PY = [ EDY e T E D 1 i)
:ianq za pomoca p-iloczynu?), gdzie

(2.12) WF = "F(x, "7, "),

przy czym

VF = EJy" = [E,J;yV, ..., EJuY)].

Definicja 6. Zwigzki (2.1), (2.12) nazywamy réwnaniami ruchu ukladu dynamicz-
nego stereomechanicznego wielokrotnego. .

Definicja 6.1. Dynamiczne uklady stereomechaniczne spelniajace réwnania
wigzéw nazywamy ukladami nieswobodnymi.

Prawa ruchu dynamicznych ukladdw stereomechanicznych sa uogdlnieniem praw
ruchu uktadu dynamicznego stereomechanicznego zerowskaznikowego*)

EJy" = f(x,7,¥),
gdzie EJ jest sztywnoscia preta pryzmatycznego o diugoéci skonczonej. Wymagaja one
kilku dalszych pewnikéw zgodnych z do$wiadczeniem.

’

%) Symbol // oznacza mnozenic dwéch ciggdw wielowskaznikowych w sensie p-iloczynu [3]. Przypa-
dek ciagébw dwuwskaznikowych ilustrujacy te pojecia rozwazono w pracy [7].

4) W réwnaniach wielociggowych konkretnych EJ jest na ogbt ciagiem 2w — wskaznikowym sztyw-
nosci wzajemnych uktadu stereomechanicznego wielokrotnego jako systemu wielkiego [9].



74 R. KrzYWIEC

Postulat 1V. Z istnienia wigzéw i ruchu ukiadu dynamicznego stereomechanicznego
wielokrotnego po nich (ruchu zgodnego z wigzami) wynika istnienie sif dzialania (reakcii)
wiezéw "R na uklad i odwrotnie.

Postular V. Pod wplywem sit wF nieswobodny dynamiczny ukfad stereomechaniczny
wielokrotny ¥y porusza sie, jak uktad dynamiczny wielokrotny swobodny pod dzialaniem
sumy sit danych i oddzialywafi wigzéw, czyli w inercjonalnym ukiadzie odniesienia spetnione
sg rownania ruchu

wﬁ//wj)u — \VF+\VE’
przy czym wspdirzedne y; w-ciagu “y spelniaja odpowiednie réwnania wigzow.

U w a ga. Sily, ktdre nie s3 spowodowane dziataniem wigzow nazywamy sitami czyn-
nymi.

Bedziemy rozwazali tylko takie wiezy rézniczkowe, kidre sa spelnione liniowo przez
predkosé (2.4) dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielokrotnego, to znaczy
p-ciggi réwnan
(2.13) W[ ICWY =D,
wynikajace z ogdlnej definicji wigzéw
(2.14) "H(x,"y,"y) = 0,
przy czym 1 i °D sa funkcjami x, "7 i nie wszystkie 17 sa réwne zeru, natomiast symbol
JC oznacza mnozenie dwéch ciggdw wielowskaznikowych w sensie m-iloczynu, a 2¢ przed-
stawia ciag sum m-iloczynu [3]°).

3. Przemieszczenia mozliwe. Przemieszczenia przygotowane

Niech dany dynamiczny uklad stereomechaniczny wielokrotny

@3.0) "5 = 3]

spetnia wiezy skonczone

(32 “H(x,"y) = "0,

ktére zastepujemy wynikajacymi z nich wiezami rézniczkowymi
O"H 4., O"H |

33 TRa— // wy' ="

3-3) vy = y+ ox 0

1 wigzy rézniczkowe o ktdrych zakladamy, Ze sa liniowe, czyli
(3.4) *1C § =D,

gdzie symbol // oznacza ciag sum p-iloczynu tensorowego réZnicZkowego rzedu pierwszego
funkcji wielowskaznikowej argumentu wielowsKaznikowego [3]%)

%) Przypadek ciagbéw dwuwskaznikowych ilustrujacy te pojecia rozwazono w pracy [7).
) Uwaga identyczna, jak w notce %).
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z

Definicja 7. Predko$¢ “y'(x) dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielo-

krotnego znajdujacego si¢ w pofozeniu
wy — WZ

nazywamy predkosdcia mozliwg (zgodna z wigzami) w tym potozeniu, jezeli uktad moze ja
posiada¢ w miejscu x, co zachodzi wtedy, gdy ta prc;dkoéc spelnia rownania liniowe wiezéw
(3.3)1 (3.4).

Definicja8.Przezanalogigdo dr = r'dl, 7— wektor promiefi punktu materialnego,
uktad nieskoficzenie matych przemieszczen

d¥y ="y'dx,

gdzie “3'(x) jest predkoscia mozliwa dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielo-
krotnego, nazywamy nieskonczenie matym przemieszczeniem?) mozliwym tego ukladu.
Przemieszczenia mozliwe spelniajg réwnania

UIH _ —
(3.5) 3 514"y +- Lillp MY,

oraz
107)C\v Idx____ "dex

ktdre otrzymujemy mnoZac obustronnie réwnanie (3.3) i (3.4) przez dx.
Niech beda dane dwa przemieszezenia mozliwe

(3.6) d¥y ="y'dx
i .
(3.7) dyy ="1y'dx

odpowiadajace przekrojowi x oraz temu samemu polozeniu dynamicznego ukladu stereo-
mechanicznego.
Spelniaja one réwnania (3.5), natomiast ich réznica

(3.8) ovy =dyy—d"y

spelnia zwigzki jednorodne

' a”*H _ -
oraz
(3.10) "I OCEYY == 2.

Definicja 9. Réznice (3.8) nazywamy przemieszczeniem przygotowanym (wirtual-
nym) dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielokrotnego (3.1) w przekroju x dla
pewnego poloZenia mozliwego.

7) Mamy tu na my§li przemieszczem'é uogdlnione d¥¥ jako iloczyn dx oraz predkoscei Wy’, charakte-
ryzujacej zjawisko stereomechaniczne w ukladzie stereomechanicznym (systemie wielkim) w-wskaznikowym.
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4. Podstawowe zagadnienic dynamiki ukladéw stereomechanicznych wielokrotnych. Wigzy idealne

Oznaczmy wymiary wewnetrzne w-ciagu, v,-ciagu i v,-ciagu przez

4.1) Dim "y = u",
(4.2) Dim " H = u**,
4.3) Dim H = yr2,

Réwnania (3.9) i (3.10) zawieraja »n* niewiadomych wspéirzednych w-ciggu “y.
Je$li réwnania te sg niezalezne, to wéréd wspdlrzednych & yy istnieje
n" = y¥—uPp—ulh?
wspdtrzegdnych niezaleznych.

Definicja 10. Liczbe n™ wspStrzednych niezaleznych w-ciagu y7 nazywa sig liczba
stopni swobody danego dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielokrotnego,
$cidlej: n"- krotnego.

Podstawowe zagadnienie dynamiki nieswobodnego uktadu stereomechanicznego wielo-

krotnego mozna sformutowaé nastgpujaco.
Nalezy okresli¢ ruch

4.5) P ="Y(x), xp < x <X,

ukladu *y oraz oddzialywania wiezéw

(4.6) VR ="R(x,"y,"y")
przy danych sitach czynnych

@7 YF = YF(x, "y, "))
i zgodnych z wigzami jego poloZeniach poczatkowych
(4.8) 6y = 6¥(¥)]x=0
oraz predkoSciach poczatkowych

(4.9) 0V = 5¥' (®)s=0-

Jesli nie jest znany charakter wigzéw, to nie sg tez wiadome oddziatywania R i zagadnienie
jest nieokreslone, poniewaz liczba #™ niewiadomych y7, Ry jest wigksza od liczby réwnan
v +u® > utFutuge,
gdzie n = u.
Podstawowe zagadnienie dynamiki ukladu stereomechanicznego staje sig¢ okreslone,
jesli mamy
WY — (W ultug?) = kY,
k" = u¥—ut—uy?
dodatkowych niezaleznych zwigzkéw migdzy szukanymi wielkoéciami Jyj. Zwiazki te
otrzymamy postulujac istnienie klasy wiezdw idealnych.
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Postulat VI, w-krotny iloczyn®) ‘“1?//6‘“37, jako praca sit oddzialywania wiezéw na
| S

dowolnych (zgodnych z wigzami) przemieszczeniach przygotowanych zeruje sig, gdy nie
wystepuja sily tarcia, albo wiaczamy je do sit danych, to znaczy
(4.10) “R[[6" = 0.

W

Definicja 11. Wigzy stereomechaniczne nazywamy idealnymi, jezeli sity oddzia-
tywania * R na punkty dynamicznego ukiadu stereomechanicznego spelniaja zwiazek (4.10).

5. Ogolne réwnanic dynamiki ukladu stereomechanicznego

Rozwazmy dynamiczny stereomechaniczny wielokrotny uk}ad nieswobodny. Jego réw-
nanie ruchu ma postaé

(5.1) YEJ[["y" = "F+"R.
Jesli wigzy sa idealne, to w kazdym poloZeniu ukladu dowolne przemieszczenia przygoto-
wane spelniajg réwnanie (4.10)

“R[[8" = 0.

W ]

Z uktadu tych dwdéch zwiazkéw wynika réwnosé
(5.2) CF—"EJ|[*y")8"y = 0,
V7] S——

ktére nosi nazwe ogdlnego réwnania dynamiki ukladu stereomechanicznego.

Podczas ruchu uktadu w dowolnym miejscu x (przekroju) suma prac sit czynnych
i stereomechanicznych sit bezwltadnoéci®) na dowolnych przemieszczeniach przygotowanych
jest réwna zeru.

Twierdzenic. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by ruch dynamicznego
uktadu stereomechanicznego zgodny z wigzami odpowiadat danemu ukfadowi sit czynnych
vF jest spetnienie ogdlnego réwnania dynamiki'®).

6. Zasada przemieszezen przygotowanych. Zasada D’Alemberta

Definicja 12. Polozeniem réwnowagi 3y dynamicznego ukladu stereomechanicz-
nego wielokrotnego ¥y nazywamy takie jego polozenie, w ktérym ukiad znajduje si¢ w spo-
sob ciagly, je§li w miejscu poczatkowym byl on w tym potozeniu i predkoéei ¥y’ wszystkich
Jjego punktéw byly réwne zeru.

8) Symbol w LI oznacza sume w-krotna p-iloczynu [3]. Przypadek ciagdéw dwuwskaznikowych ilustru-
Jjacy te pojecia rozwazono w pracy [7].
%) Stereomechanicznymi sifami bezwladnoéci ¥ B nazywamy wyrazenie *B = —"EJ/["y".

10) Nalezy pamietaé, ze ogdlne rownanie dynamiki (5.2) jest w istocie ukladem réwnan, bowiem za-
miast 6%y mozna w dowolnym miejscu x (przekroju) wstawi¢ dowolne przemieszcezenie przygotowane,
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Potozenie ukladu %y jest wtedy i tylko wtedy potozeniem réwnowagi, gdy ruch

(6.1) “y(x) = 35y
spelnia ogdlne réwnanie dynamiki, to jest jezeli w tym poloZeniu
(6.2) *F|] 8"y = 0.

w

Réwnosé ta jest trescia zasady przemieszczen pgzygotowanych.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby pewne (zgodnie z wie-
zami) potozenie dynamicznego uktadu stereomechanicznego wielokrotnego bylo poloZzeniem
réwnowagi, jest réwna zeru w tym polozeniu suma prac sit czynnych ¥ F na dowolnych
przemieszczeniach przygotowanych ¢*y.

Rownosé (6.2), wyznaczajaca zasade przemieszezen przygotowanych jest przypadkiem
szczegdlnym ogodlnego réwnania dynamiki (5.2).

Potraktujmy réwnanie dynamiki jako zasadg przemieszczen mozliwych, charaktery-
zujaca polozenie réwnowagi dynamicznego uktadu stereomechanicznego wielokrotnego,
ktére powstaje z dodania sit bezwladnoéei do sit czynnych.

Stad wynika zasada d’Alemberta: Podczas ruchu dynamicznego ukladu stereomecha-
nicznego wielokrotnego mozna dowolne jego polozenia traktowaé jako poltoZenia réwno-
wagi dodajac sily bezwladnoéci ¥B do sit czynnych *F w danym polozeniu

(6.3) YE4YB = ¥0.

Dazigki tej zasadzie metody statyki przenosza si¢ na zagadnienia dynamiki.

7. Wspolrzedne niezalezne (uogoélnione) ukiadéw stereomechanicznych holonomicznych. Sity uog6inione

Niech bgdzie dany dynamiczny uklad stereomechaniczny wielokrotny
"y = [y7l

holonomiczny, czyli spetniajacy wigzy
(1.1 “iH(x, “y) = 0.
Przyjmujemy, ze funkcje **H w ilo§ci 4t sg niezaleZne, przy czym Xx jest parametrem,
natomiast zmiennych yy jest n”. Wobec powyzszego mozna z réwnan wiezdéw wyrazié
ur wspé%rzgdnych (czyli v, — ciag wspolrzednych) przez u®—ulyt pozostatych wspdi-
rz¢dnych oraz zmiennej x i rozpatrywaé te wspotrzedne w liczbie
(1.2) kY = u¥—ur

jako wielkosci niezalezne, okreélajace polozenia dynamicznego ukiadu stereomechanicznego
holonomicznego w miejscu x. Takimi wspStrzednymi niekoniecznie musza byé wspétrzedne
kartezjaniskie.

Takze wspétrzedne kartezjanskie w-ciagu ¥y (w ilosci ™) mozna wyrazi¢ jako funkcje
ciagle i rézniczkowalne s-ciagn parametréw niezaleinych

73 G = g,
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i zmiennej x, mianowicie

a4 vy = "y(x, 7),
przy czym
(1.5) Dim 7 = k".

Funkcje te spelniaja tozsamo$ciowo réwnania wigzow podane wyze;j.

Zakladamy ponadto, ze dowolne (zgodne z wigzami) potozenia dynamicznego uktadu
stereomechanicznego wielokrotnego w miejscu x mozna przy pewnych wartosciach *7
otrzyma¢ z réwnan (7.4).

Definicja 13. Wielkosci *g wystepujace w réwnoscei (7.4) nazywamy wspotrzed-
nymi uogdlnionymi niezaleznymi dynamicznego ukiadu stereomechanicznego holonomicz-
nego wielokrotnego.

Kazdemu s-ciggowi wspotrzednych uogdlnionych *g odpownada s-ciag sit vogdlnio-
nych 0. Wprowadzamy je nastepujaco.

Niech bedzie dana praca JL sit czynnych YF jako w-krotny tloczyn

(7.6) SL="F|]3".

| S |

Przemieszczenia przygotowane sa rézniczkami przygotowanymi funkeji “p(x, *q)

any

&) 0"y =

[6

—

)

przy ustalonym x.
Podstawienie zwiazku (7.7) do (7.8) prowadzi do wyrazenia pracy elementarnej sit
czynnych ¥ F przez dowolne przyrosty §°q wspdtrzednych uogdlnionych *g

a9) ~on =y | 42 | = Fu| 52 ]//a 7="01/7.
wl | s
Definicja 14. Wspdtczynniki °Q przy 6 °g wyl'aZajqce sie wzorem
(1.9) 0 = ‘"F‘//[awﬁ ]T
Ak

{gdzie T — symbol ciagu transponowanego) nazywamy silami vogdlnionymi.

8. Wieclowskaznikowe rdéwnamnia Lagrange’a drugiego rodzaju we wspélrzednych niezaleinych
dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielokrotnego

Roéwnania te wyprowadzimy z réwnania ogélnego dynamiki
("F ‘”EJ“//‘”ﬁ")//cs 'y =0.

Praca 6L sit czynnych ¥ F w ukiadzie kartezjafiskim

8L = “F|[] 8"y

| —
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we wspStrzednych niezaleznych *g przyjmuje postaé

8L ="0//6°¢,
K| I
gdzie wediug (7.9)
Q = wF//[a y] :

Analogiczng posta¢ ma praca 0L sit bezwtadnodci

8.1 8Ly = —*BJ| 6 °q,
(VR

gdzie we wspdtrzednych niezaleznych

2%q dx 0% °

)

32) W Wt w.)—) r a W T [ W awy‘!T W T w—t d 3‘”)7
®2) “B=(EI|["y )//( ]:755{< EJ//y)LL[as;_,-_ }—(EJ//y) £

Ponadto stwierdzamy, Zze predkosé

_ d, . - "y, ., 0y

83 wy W S — i Ry
jest funkcjg liniowa “g’. Wobec tego
@4 9"y _ 9"y

%' 9q’
Dodatkowo z (8.3) mamy

a \Vy d a \VJ_)
@5 - 9% dx 99

Wobec powyzszego po uwzglednieniu zwiazkéw (8.4) 1 (8.5) rédwnosé (8.2) przyjmie
postaé
— oy |* — 9%y d oT 8T
8.6 B = YEJIPYY I == t—(ET I vy = — e,
6) e 52| - emumn T - LT o1
gdzie T jest energia kinetyczng przez analogie dynamicznego ukfadu stereomechanicznego
wielokrotnego

1 —
(87) = WEJ//W 2 __l_\vT
2 2

W—

przy czym *T Jest ciagiem w-wskaznikowym energii ukladu.
Z réwnania ogdlnego dynamiki

(8.8) O0L-+8Ly =0,
lub po wykorzystaniu wyrazefi na prace mamy

(8.9) ('0—:B)/|6°q = 0.
e ——|
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Réwnoéé ta moze zachodzi¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wspdtczynniki przy 6°¢ sa réwne
zeru'l), Zatem zwigzek (8.9) jest réwnowazny réwnosci

F=1,
ktéra zgodnie z (8.6) moze byé zapisana w postaci
d oTr oT

(8.10) Z’;TZI'_??_ Q.

Ostatnia réwno$¢ nosi nazwg rownan Lagrange’a drugiego rodzaju [ub réwnan Lagrange’a
we wspotrzednych niezaleznych (vogdlnionych) dynamicznego uktadu stereomechanicznego
wielokrotnego. Sg one stuszne réwniez — jak wiadomo — w przypadku dziatania na uklad
sit posiadajacych potencjat, czyli przy uwzglednienin energii potencjalnej.

9. Przyklad

Przedstawimy przyktad réwnan ruchu ukladu dynamicznego stereomechanicznego
wielokrotnego otrzymanych za pomoca réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju wyprowa-
dzonych w.tej pracy.

Wezmy jeden pret sprezysty o sztywnosci EJ = a, = const poddany wyboczeniu silg
P = g, = const. W tym przypadku zerowskaznikowe réwnanie ruchu ma postaé

ay"’ +ay=0.

Otrzymujemy je z zerowskaznikowego réwnania Lagrange’a

gdzie T jest energig kinetyczna preta.

WezZzmy nastgpnie ciag n pretéw sprezystych usytuowanych na jednym odcinku i na
przyklad utwierdzonych sztywno jednym koricem. Swobodne konce sa polaczone sprezyScie.
Kazdy pret jest obciazony jedna sifa.

JednowskaZnikowe réwnanie ruchu ma postaé

fay'+3ay =0,
czyli

@i+ a e Faa v+ +2812Y0 =0,

lanlyil—i— +1annyrlv+2anly1+ —I_Zannyn = 0.

Otrzymujemy je z jednowskaznikowego réwnania Lagrange’a

ktére wyprowadzono w pracy [6].

) Wynika to stad, ze wspohzedne niezalezne s-ciagu 5§ maja zupehie dowolne przyrosty 8°g.

6 Mechanika teoretyczna
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W przypadku ogélnym mamy n,, ..., n, pretéw sprezystych usytuowanych na przyktad
sztywno jednymi koncami w plaszczyZznie. Konice swobodne sa polaczone spregzyscie.
Kazdy pret jest obcigzony jednag sila.

WielowskaZznikowe réwnanie ruchu ma postaé

2\\{‘—2w5)ﬂ+2v;‘_2wj‘, — \v6,
przy czym charakter przyjetych iloczynéw wyjasniono w pracach [3,4]. Réwnania te
otrzymujemy z wiclowskaznikowych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju

d or T _ g
dx 0%y 3"y
wyprowadzonych w niniejszej pracy.

Rozwazania szczegdtowe dotyczace wykorzystania tych réwnan (z podaniem ciggu
wielowskaZnikowego energii) do otrzymania przytoczonych réwnan ruchu przez analogie
zawarte sg w pracy [13]. Przypadek ciagéw dwuwskaZnikowych ugiec ilustrujacy rozwazane
w tej pracy pojgcia rozpatrzono w pracy {7], ktéra tym samym jest przyktadem do powyz-
szych wywoddéw wielowskaznikowych.
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Pesome

MEXAHNKO-CTEPEOMEXAHUYECKASI AHAJIOTUA B KJIACCE
MHOT'OMHIEKCHBIX YPABHEHUM JIATPAHDKA BTOPOT'O POIA

B craree chopmymapoBana y 0G0CHOB2HA MEXAHMKO-CTEPEOMEXAHHUYECKash aHaNOrHs UL Kiacca
MHOTOMHEKCHBIX YpaBHeHuit Jlarpawika BTOPOro pofa, KOTOPbie UCHONL3YIOTCH AIfA BhiBOAA (IO aua-
JIOTHH) ypaBHEHWIT NBHMeHUST GOJIBLION MHOTOMHIOCKCHOM CHCTEMBI CTEDYKHEH B YCJIOBUAX YNPYro# mo-
TepH ycroHumBoCTH.
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Summary

THE MECHANICAL-STEREOMECHANICAL ANALOGY IN THE CLASS OF MULTI-INDICIAL
LAGRANGE EQUATIONS OF SECOND KIND

In the paper the mechanical-stereomechanical analogy is formulated and proved to hold true within
the class of multi-indicial Lagrange equations of second kind; these equations have been derived and applied
in order to obtain (by the analogy) the equations of motion of a multi-indicial great system of rods subject
to elastic buckling.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 27 wrzesnia 1970 1., po raz drugi dnia 1 marca 1971 r,
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