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1. Wstep

,Zagadnienie skrecania ptyty kotowej jednorodnej zostato rozpatrzone w pracy [3].
Przedmiotem niniejszej publikacji jest zagadnienie skregcania kotowej plyty izotropowej
kotowym stemplem. Zalozymy zmienno$¢ modutu odksztalcenia postaciowego od wspot-
rzednej z oraz, ze plyta jest utwierdzona na powierzchni bocznej lub podstawie.

W celu rozwiazania zagadnienia zastosujemy metode Fouriera. Dla wielko$ci charak-
teryzujacych stan naprezenia i odksztalcenia otrzymali$my rozwijzania w postaci jawnej.
Wyniki obliczen zostaly przedstawione na wykresach.

2. Wzory podstawowe

Rozpatrzmy stan naprezenia i odksztalcenia plyty kolowej o promieniu R i gruboéci
h (rys. 1,2), zamocowanej na powierzchni bocznej lub czotowej i znajdujacej si¢ pod
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dziataniem sztywnego kolowego stempla spojonego z plyta. Bedziemy zaktadaé, Ze stempel
doznaje obrotu o kat & pod wplywem momentu M. Powierzchnia plyty na zewnatrz stempla
i obszaru utwierdzenia jest swobodna.

Przy tak postawionym zagadnieniu plyta bedzie znajdowala si¢ w stanie czystego
skrecania, a zagadnienie sprowadzi sie do wyznaczenia réznych od zera skiadowych stanu
napreZenia Ty, T, Spelniajacych réwnania
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i sktadowej przemieszczenia u, zwigzanej z 7y, 1 74, zaleznoéciami

(2.2) = G m:g(ﬁ@_zg_

Tutaj G — modut odksztalcenia postaciowego, r, 0, z— wspdirzedne walcowe; 0§ z po-
krywa si¢ z osig symetrii plyty. Zaktadamy, ze modut G(z) zalezy od wspéirzedne;j z.
Podstawiajac wielkosci (2.2) do (2.1) otrzymamy nastgpujace rownanie wzgledem
azuo G'(Z)Buo azuo 1 aZIo Uy .
@3) 7 T opa T tr e 20

dz2 r r

Rozwigzanie réwnania (2.3) znajdziemy metoda Fouriera
(2.4) 1y = R(2) Z(z).

Wstawiajac (2.4) do (2.3) otrzymanmy réwnania:

R L dR [, 1\
@3) '@‘TW—P“ﬂ—“

d*’Z G dzZ ..,
26 TG @ A0

gdzie A jest parametrem.

Réwnanie (2.5) nie zalezy od zmiennego modutu G(z). Rozwigzaniami szczegdlnymi
(2.5) sa zmodyfikowane funkcje Bessela oraz funkcje McDonalda I, (Ar) i K, (Ar). Rozwig-
zanie ogdlne ma postad

(2.7) R = AL (Ar)+BK, (Ar).
Rozwigzania réwnania (2.6) bgdziemy poszukiwaé dla trzech przypadkdw:
I G(z) = Go+G, 7,
II ' G(2) = Goe™*,
I G(z) = const,
Podstawiajac wyrazenia G(z) do réownania (2.6) otrzymamy odpowiednio rozwigzania:
(2.8) Z(z) =C’JO(A—G°_1G_#) —[—DYO(A&%),
(2.9) Z(z) = e 5 [Csin (‘/12— _a; z) +Dcos (‘I/ZZ — aTzz)] s
2.10) Z(z) = Csin Az+Dcos Az.
Rozwiazanie ogélne jest suma (2,8)—(2.10) i calek szczegSlnych, ktére maja postaé:
2.11) ud = Agr n(Go+G,z)+ Bor,
(2.12) up = Agre=*-+Byr,

(2.13) ud = Agrz-+Byr.
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Wykorzystujac (2.2), (2.4), (2.7), (2.8)-(2.13) dla naprezet 7y, 7, 1 przemieszczenie
up otrzymamy nastgpujace wzory:
1 - dla G(z) zmieniajacego si¢ W sposéb liniowy

up(r, z) = Aor In(Go+ Gy 2)+ .Bo’-l—z [ArLy (Aer)+ By K (Ar)] X

k=1

[% (ak GﬁG}f) +D,¥, (AG;GL_G_Z”

1

T0s(r, 2) = Gy Aor—(Go+G12) ) M(Aly (Ar)+BeK, (hr) X
(2.14) k=t

X [C,,I (ak Go 6,2 )+D,,Yl (a,, G°ZGl Z)]

1 L

2,1, 2) = (Go+G12) D WAL (Aer)— By Ky (Ar)] %
k=1

x [C,Jl (1,,G°LGG‘E)+D,,Y1 (akG"%Gﬁ)];
1 1

I —dla G(z) zmniejszajacego si¢ w_sposéb wykladniczy:

az

uy(r, 2) = Aore=+Bor+e” 2 Y (AL, (r)+ B K, (hr) X

k=1
A s
X | Cysin Z,,——T z)+Dycos ].,,—Tz ,
Tye(r, 2) = —Ao0Goe ™ r+e" 2 3 AL () +BK, ()] X
k=1

2 2 2

(2.15) X {C,, [—g— sin('/lf—%—z) +‘I/Z,f——aTcos (]/l,f—~%z)——
o az 2 . 2

_Dk[—icos(]/l,f—fz> +]/A,f~g4—sm(]/l,f——i4—z)]},

az

Tor(r,2) = Goe 2 Y ALAL, (yr)+ B Ky (Ar)] X
k=
. a? N
X | Cysin Z,,~Tz +D,,cos<]/l,%——a—z)];

Uy = Aorz+Bor+ D) [Ay(Ar)+ B Ky (Ar))(Casin Ay z+ Dycos 2,.2),
k=1

III — dla G(z) = const:

(2.16)  74,(r, 2) = GoAor+G, Z AL Ardy (Ar)+ By Ky (4))(Cycos A z— Dysin 4, 2),
k=1

(1, 2) = Go D) IlAD(hr)—BeKy(Aer))(Cisin Az-+ Dy 0os 12).

k=1
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W powyzszych wzorach 4y, Bo, Ak, Ci, By, Dy sa dowolnymi statymi, J,(x), Y;(x),
I,(x), K,(x) sa funkcjami Bessela pierwszego rzgdu odpowiednio pierwszego i drugiego
rodzaju zmiennej rzeczywistej i urojonej.

Stale Ay, By, Ay, By i wartoéci wlasne wyznaczymy odpowiednio z warunkéw brze-
gowych:

a) utwierdzenie powierzchni bocznej (rys. 1)

2.17) przy z=0, Tor = 0, 0 r<R,
(2.18) przy z = h, Uy = &r, 0<r<a,
(2.19) 7o =0, a<r<R,
(2.20) przy z = R, uy=0;, —h<z<h

b) utwierdzenie podstawy dolnej (rys. 2)

(2.21) przy z= —h, u;,=0, O0ZKr<R,
(2.22) przy z = h, upg=cer, 0<r<a,
(2.23) Tp. = 0, 0<<z<h,
Q24) przy z=R, 7,=0, 0<z<h.

3. Przyklady liczbowe
Rozpatrzmy szczegétowo przypadek, kiedy modul skrecania jest wielkoécig stalg.

W celu otrzymania rozwiazania obszar przekroju osiowego plyty (rys. 3a, b) podzielmy
na dwa obszary: 0 <z<h, 0<r<<a (obszar 1) i 0<<z< h, a<<r< R (obszar 2).

zA

=Y

Rys. 3

Rozwigzania dla kazdego z znajdziemy oddzielnie. Przez u$V, 7§V, 41, u§®, 2,
742) oznaczymy wielkosci odnoszace si¢ odpowiednio do obszaru I i obszaru 2. Przy takim
sposobie postgpowania oprdécz warunkdéw brzegowych (2.17) — (2.20), (2.21) — (2.24)

winny by¢ spetnione warunki zgodno$ci
G.1) ufh = uf®, o) = o,
przy r = a.

Rozwigzania w obszarze I spefniajace warunki brzegowe (2.17)-(2.20), (2 21)~(2.24)
i (dazace do Zera) ograniczone przy r = 0 maja postac:
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Przypadek a)

uft) = —;rz{— Ié;NkII(Akr)sinlk(/z—z),
G2) W =G -%;-—Gg; M I (A cos Ay(h—z),
) =G 57 M NI (A r)sind (h+2).
k=1
Przypadek b)
uf) = 7‘? rz+ 2 AT, (s r)sin gz,
(3.3) T4l = G%H—GZ px Al (uer)cos ez,

T(Oi) =G S‘ukAklz(lukr)Sin‘ukZ.

k=1

Kiadac 4, = 0 dla obszaru 2 znajdujemy:
Przypadek a)

(2) — ‘jM II(2,uk—R)KI(2,ukr)—11(2,ukr)K1(2/1{252‘ N
up ]4_{ k T,CimR) cos 2u(h—z),

> I N .
08 =20 pas, HEMBECIOTCDECHD) o0
k=1

I;(2u R)

i = =26 N bty KR Caar) 1 QR Kol

cos2u, (h—z).
1,2 lh=2)

k=1

Przypadek b)

N\ LA Ky QA R) K QA L 2AR)

(2) — D
BT L LOLR)

sin24,z,

L2 Ky QA R) +Ky QAr) LA R)
L,(2MhR)

(3.5 W= 2G2 2.D,

k=1

cos2i,z,

1 =26 3 4,0, BCHNGECARLORR KL o)
“ LCRR)
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Tutaj
21w k=
Th 4 TR
Ny, My, A, 1D, sq nowymi stalymi, ktére wyznaczymy z warunkdéw zgodnosci (3.2) uwzgled-
niajac ortogonalno§é funkeji trygonometrycznych. Ostatecznie w celu wyznaczenia sta-
lych otrzymujemy nieskonczony uklad réwnan algebraicznych:

dla przypadku a)

A = (k=1,2,3.).

(4k—Dlak 2k—D+2kbn);  (— Drt2—1 i
(3-6) Z L k1) =
dla przypadku b)
| N, 4K[2KC,— Qn—D)dn)(— T} (=1t
37 ZB" 4fc2— (2n—1)? T @2n—1) @
gdzie
a — L(Aa) C. — _12(2,uka)
L (ka)’ “ L(Q2uwa)’
b — KI (/‘nR)IZ(#na)+Il (,u’nR)KZ(lu'na)
" Il (/LL,, R)Kl (:una)“_ll (,u'na)Kl (/‘n-R) ’
d — 12(2[Ltlla)K2(2/u‘ll R)—KZ(Z,una)I2(2,unR)
" L Ko DT K, Cind) L2 R)
_L o Nkll(lka)ﬂ . B _ Akll(zlka)ﬂ
ke 2ea KT 4ea '
State M, 1 D, wyrazZajq si¢ przez L, i B, nastepujacymi zwigzkami:
M — — 2 it Loy @) \ _%_t_anak(“k —1)
" 7T IZ(/“'na)Kl(.unR)"*'IL(,unR)KZ(/una) (2k—1)2 47‘12 ’
2 AL (22 R) e Cidhe(— 1)+ "B,

D, =

7t 1,(24a) K, (21, R)— K, (22,0) 1,22 R) i 4k —(2n—1)

Dla wyznaczenia zwigzku miedzy katem obrotu podstawy & i momentem M przylto-
zonym do kolowego stempla wykorzystamy zwigzek

(3.8) M =2 f 0*tiP (o) dp.

Podstawiajac 741 do réwnania (3.8) i po scatkowaniu otrzymamy:

przypadek a)
Gea O Iz(lka)
M= [ 82 1,(ha)
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przypadek b)

_dea® | mwoa 5 L(ua)
M= [ﬁﬁ*,, P T ma) |

Z powyzszych rozwazan widzimy, Zze rozwigzanie zagadnienia sprowadza sie do wyzna-
czenia stalych L, i B, z nieskoficzonego ukiadu rownan algebraicznych (3.6), (3.7). Wy-
konano obliczenia numeryczne i stwierdzono, e uktady (3.6) i (3.7) maja macierze wspol-
czynnikéw symetryczne i wspolczynniki ich nie maja osobliwosci.

Z ukiadu (3.7) wyznaczono 18 statych dla parametrow Iai =2, —i—{- = 20.

Na podstawie wzoréw (3.3) i (3.5) obliczono naprgzenia kontaktowe pod stemplem
i przemieszezenia na zewnatrz stempla. Wyniki obliczen pokazano na wykresach.

. . hr
Na rys. 4 przedstawiono wielkoscei ¢, = —4'? Doy = —;—G-ugz’, @ -4G€ ).

P4 [ 3,0, i
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Rys. 4

Nalezy zaznaczy¢, ze szeregi w wyrazeniach (3.2)-(3.5) sa naprzemienne przy wszyst-
kich r i ich zbiezno$¢ jest dobra. Wyjatek stanowi szereg w wyrazeniu na 5, przy r = a.
W tych punktach, jak nalezalo oczekiwaé, szereg jest rozbiezny, a napreZenia wzrastaja
nieograniczenie.
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Pesome

KPYUYEHUE KPYTOBOM TININTLI C IIEPEMEHHLIM MOIYJIEM CIBUTA
C IIOMOIIBIO XXECTKOT'O KPYTOBOI'O IITAMIIA

PaccmaTpHBAETCA CMEILAHHAA 3af1a4a O KPYUCHHAH KPYTJIOW M3OTPOITHOM IUINTLI XKECTKAM IITAMIIOM,
KOTHA MOAYJIE CABHra G SIBJIAETCA BEIMUHMHOM NepemenHoli, 3aBucsiueli ot koopaunark! z. JJist pererus
3aauy NPHMEHACTCS METOX pasjiesieHus nnepemeHHbIXx dPypre. ITonyuenn! sBEbIE hOPMYINBLI KA HAODS-
yeHHit M cmetenuii. UucneHnble pacuerbl NpPeiCTABJIEHbI B BUAE I'PADHKOB.

Summary

A PLATE WITH VARIABLE MODULUS OF SHEAR TWISTED BY A CIRCULAR STAMP

The mixed problem of an isotropic plate twisted by a rigid circular stamp is considered in the case when
the variable shear modulus G depends on the z coordinate only. In order to obtain the solution of the prob-
lem, the Fourier method of separated variables is applied. The explicit expressions for stresses and dis-
placements ave obtained. Numerical results are presented in the form of graphs.
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