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1. Wstep

Do niedawna badanie wlasnoici reologicznych cieczy lepkosprezystych, takich jak
roztwory i stopione polimery, niektére oleje mineralne i zawiesiny, ciecze przerabiane
w przemyéle spozywczym itp., prowadzono z reguly dla tzw. przeplywéw wiskozymetrycz-
nych bedacych réznymi modyfikacjami przeplywdéw Scinajacych, charakteryzujacych sig
poprzecznym gradientem predkosci. Przeplywy wiskozymetryczne wystgpuja czesto w tech-
nologii i urzadzeniach przetworczych (przeplywy przez przewody rurowe, kanaly, szczeli-
ny itp.) oraz prawie we wszystkich wiskozymetrach, tj. przyrzadach stuzacych do pomiaru
lepkoéci 1 innych wlasnodei cieczy. Od przyrzadéw tych pochodzi zresztg nazwa klasy
przeptywow wiskozymetrycznych.

Parametrami charakteryzujacymi wiasnodci cieczy w ustalonych [ub nieustalonych,
okresowo zmiennych przeptywach wiskozymetrycznych sa trzy niezalezne funkcje wisko-
zymetryczne: funkcja lepkoscei (lepko$¢ pozorna) i funkcje naprezefi normalnych lub od-
powiednio dla matych oscylacji: funkcja lepkosci dynamicznej, modulu dynamicznego
i kata stratnosci mechaniczngj.

Teorii przeptywow wiskozymetrycznych oraz wynikom badan do$wiadczalnych pos-
wigcone sa liczne prace i monografie (por. [1, 2, 3, 4, 5, 6]). Prosty, lecz jednoczesnie no-
woczesny wyklad tych zagadnien ujgty w ich historycznym rozwoju zawiera ksigzka COLE-
MANA, MARKOVITZA i NOLLA [7]; réwniez poprzednia praca przegladowa autora [8]
ujmowala zasadnicze wilasnosci przeplywow wiskozymetrycznych.

Wazrastajgce ostatnio zainteresowanie réznymi niewiskozymetrycznymi przeptywami
cieczy lepkosprezystych ma swoje Zrédto nic tylko w rozwoju reologii teoretycznej i ko-
niecznoéci realizowania bardziej zlozonych przeplywéw w przetwérstwie polimeréw, ale
réwniez wynika z potrzeby konstruowania oraz stosowania reometréw pozwalajacych na
pelniejsze i sprawniejsze wyznaczanie charakterystyk reologicznych cieczy. Znamienng
rolg odgrywa tutaj ustalony przeplyw rozciggajacy, posiadajacy duze praktyczne znaczenie
dla proceséw przedzenia, wyciagania itp., ktérego charakterystyki reologiczne sa catko-
wicie odmienne i nie zwigzane bezpo$rednio z funkcjami wiskozymetrycznymi (por. [9]).

Wéréd réznych niewiskozymetrycznych przepltywdéw cieczy lepkosprezystych szczegdl-
na pozycje zajmuja przeplywy zaliczajace sie do «ruchéw ze stalg historia deformacjin
(oznaczanych w dalszym ciagu skrétem: RSHD), ktérych teorig dla cieczy prostych sfor-
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mutowali CoLEMAN [10] oraz NovrL [11], a nastepnie rozwingli inni badacze (por. [12, 13,
14, 15, 16]). Szczegdlna pozycja przeplywdw ze stala historia deformacji wynika z faktu,
ze dla takich przeplywdw, podobnie zreszta jak i dla przeptywdéw wiskozymetrycznych,
pamigé lepkosprezystej cieczy prostej ujawnia sig w sposéb istotnie ograniczony lub, uzy-
wajgc stow CoLriMANA [10], pamigei cieczy prostej w RSHD «...pozostaje bardzo niewiele
do zapamigtaniay. Nie bez znaczenia byl réwniez fakt skonstruowania reometréw reali-
zujacych RSHD (por. p. 4) zanim jeszcze zorientowano sig¢, ze przeplywy w nich W}'StQ-
pujgce naleza do tej szczegdlnej klasy przeptywdw niewiskozymetrycznych.

W niniejszym przegladzie zajmiemy si¢ przede wszystkim teoria przeplywéw niewisko-
zymetrycznych nalezacych do klasy RSHD, zwracajgc szczegdlng uwage na ich realizacje
w przyrzadach i mozliwo$¢ wyznaczania odpowiednich charakterystyk. Warto nadmienié
juz na wstepie, Ze interesujaca nas klasa przeplywdw obejmuje nie tylko wszystkie ustalone
przeptywy wiskozymetryczne, ale rowniez liczne inne, jak ustalone proste rozciaganie
i ustalone czyste Scinanie (pox. p. 4.1), przeplyw w ortogonalnym reometrze Maxwella
(por. p. 4.2), reometrze balansowym Kepesa (por. 4.3), itp.

2. Teoria przeplywdw ze stala historia deformacii

2.1. Zaleino$ci podstawowe. Podstawq rozwazan kinematycznych w mechanice o$rodka
ciaglego sa odpowiednie réwnania ruchu punktu materialnego (por. [3, 7]).

Oznaczajgc przez x polozenie w przesirzeni euklidesowej punktu materialnego X w aktu-
alnym czasie 1, za$ przez € polozenie tego samego punktu materialnego w dowolnej chwili T
(7 < 1), réwnania ruchu przyjma postaé

(2.1.1) E=y(x,7), —oo<rL],
gdzie y, oznacza funkcje wzglednej deformacjit).
Gradient wzglednej deformacji

(2.12) F(®) = Vox (%, 1), F(0) =1

opisuje zmiang lokalnej konfiguracji czastki X w czasic miedzy v i £. Czgsto funkcje tenso-
rowa

(2.1.3) F(s)=F,(t—s) dla 0 >s>0

nazywa si¢ historia wzglednego gradientu deformacji. Jesli dane jest pole predkosel v(x, 1)
w chwili aktualnej ¢, to funkcje wzglednej deformacji okre§lamy rozwiazujac nastepujace
réwnania;

(2.1.4) £(z) = v(&(7), v), E() =x,
gdzie kropka oznacza rézniczkowanie po czasie.

Pamigtajac, e niescisliwe ciecze proste to klasa osrodkdéw, dla ktdrych tensor naprezenia
jest okre$lony, z doktadnoscia do ci$nienia hydrostatycznego, przez historie wzglednego
gradientu deformacji (por. [3, 7]), réwnania konstytutywne zapisujemy w postaci

2.1.5) Tp(t) = T()+pl — #F(i—s), detF(i—s) = 1,
s=0

') Nalezy podkresli¢, ze taka wiadnie posta¢ rdwnan ruchu jest najdogodniejsza, gdyz dla cieczy nie
stnieje zadna inna wyrdzniona konfiguracja odniesienia poza konfiguracja zajmowang w chwili aktualne;j ¢.



PEWNE NIEWISKOZYMETRYCZNE PRZEPLYWY CIECZY LEPKOSPREZYSTYCH ) 31

w
gdzie p jest ci$nieniem hydrostatycznym, za$§ 3 () oznacza funkcjonat konstytutywny

s§=

odwzorowujacy wzgledny gradient deformacji z przestrzeni historii deformacji na syme-
tryczny tensor ekstra-naprgzenia Tp(t). Poniewaz p nie jest okreSione przez réwnanie
(2.1.5), niejednoznaczno$¢ funkcjonatu konstytutywnego usuwamy przez zatozenie

(2.1.6) (rTp(t) = o (B (1—s)) — 0, p— — _13.u-T,
5220

przy czym tr oznacza $lad odpowiedniego tensora.

Dla klasy RSHD, zwanych takze ruchami stagnacyjnymi (por. [10]), historia gradientu
deformacji danej czastki jest, z doktadnoécia do sztywnego obrotu, taka sama dla wszystkich
chwil czasu. Zgodnie z definicja Norra (por. [11]) wyrazona w jezyku matematycznym
ruclt nazywa si¢ RSHD wtedy i tylko wtedy, jesli gradient deformacji w dowolnej chwili =,
okreflony wzgledem ustalonej konfiguracji odniesienia w chwili 0, jest dany przez

2.1.7) Fo(r) = Q(@exp(tM), Q) =1,

przy czym Q(7) jest tensorem ortogonalnym opisujgcym obrét czqstki od chwili 0 do chwili ,
zas M — stalym tensorem. Czgsto przyjmuje sig, Ze M = »N,, gdzie [No| = 1, za$ » oznacza
staly parametr charakteryzujacy wielkosé deformacji ($cinania, rozciggania itp.).

Poniewaz dla cieczy konfiguracja odniesienia w chwili 0 nie posiada istotnego znaczenia,
wykorzystujemy zwigzek

(2.18) F((T) == FO(T)FO_l (t)7 FO(T) = FI(T)| t=0>
prowadzacy do nastepujacych zaleznosci réwnowaznych delinicji (2.1.7):
(2.1.9) ©OF(t—s) = Q@—s)exp(—sM)QT(1), 0<Ls< w0,

(2.1.10) C.(t—s) = F{ (1~ 5)F,(t—s) = Q()exp(—sMT)exp(—sM)Q” (1),

gdzie wskaznik T'u gbry symbolu oznacza operacje transponowania, zaé§ C,(t—s) oznacza

histori¢ prawego wzglednego tensora odksztalcenia Cauchy’ego—~Greena (por. [3]).
Wprowadzajac pojecie obréconego tensora parametrycznego (por. [13, 14]) bedacego

gradientem predkoéci w chwili # wzgledem obracajacego sie ukladu odniesienia, mianowicie

2.1.11) L) = Q)MQT(1) = Q()xNoQT (1) = =N,
mamy réwniez
(2.1.12) C.(t—s) = exp(—sLNexp(—sL), 0<s5 < 0.

Warto nadmienié, Ze zwigzek tensora L(¢) z przestrzennym gradientem predkosci L, (¢¥
jest nastgpujacy:

(2.1.13) L, (1) = V.v(x, £) = Fo()F5* (1) = Q()QT (0)--L(1),

gdzie Q(1), jak poprzednio, oznacza zalezny od czasu tensor obrotu od konfiguracji
w chwili 0 do konfiguracji w chwili 7, a antysymetria tensora QQT jest oczywista.

W obracajacym si¢ ukladzie odniesienia, ktérego ruch charakteryzuje sie tensorem
Q(1), macierz obréconego gradientu predkosci jest stata. MoZna zatem podaé réwnowazng
definicje RSHD, dla ktérych historia wzglednego tensora odksztalcenia Cauchy’ ego-Greena
C.(t—s5) ma postaé (2.1.12) ze stalym, niezaleznym od czasu tensorem L (por. [12, 13]).
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Na nietrywialne pytanie: czy ruch okreslony stalym tensorem przestrzennego gradientu
predkoéci L, jest RSHD? — otrzymujemy odpowiedZ twierdzaca. Wynika to z faktu, ze
nastepujgce réwnanie rézniczkowe z odpowiednim warunkiem poczatkowym (por. [15]):

(2.1.14) F,(7) = L,Fo(r), L, =const, To(0)=1,
ma jednoznaczne rozwiazanie w postaci
(2.1.15) Fo(z) = exp(zL)).

Ruch powyzszy jest RSHD [por. (2.1.7)], jesli tylko Q(z) = 1. Zaleznos¢ (2.1.15) ilustruje
réwniez w sposéb przejrzysty dlaczego ustalone, jednorodne pola predkosci zawsze generuja
ruchy nalezace do klasy RSHD.

2.2. Klasyfikacja przeplywéw. Zgodnie z propozycija NOLLA [11], wszystkie przeptywy typu
RSHD, zachodzace w trdjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, mozna podzieli¢ na trzy
nastepujace klasy:

() M2=0;
(2.2.1) D) M2 % 0, lecz M? = 0;
(0I1) M" £ 0 dla wszystkich # =1,2,3 ....

Z uwagi na (2.1.11) identyczne warunki mozna réwniez zapisaé dla tensoréw L lub N.
Klasa (I) obejmuje wszystkie ustalone przeptywy wiskozymetryczne obszernie oméwione

w literaturze zagadnienia (por. [3, 4, 7]). Warto doda¢, ze w my$! definicji (2.1.9) mamy dla

ustalonych przeplywow wiskozymetrycznych '

(2.2.2) F,(t—s) = Q(—9)[1--sM]Q" (1)

Zalezno$¢ powyzsza  pozostaje w mocy dla dowolnych przeplywow wiskozymetrycznych
(niekoniecznie ustalonych), jesli tensor M jest zmienny, tj. zalezny od czasu ¢ i poloZenia
X zajmowanego przez czastke materialng w chwili ¢ (por. [7]).

Dla klasy (II) mamy

(2.2.3) B (1) = QU—9) [1—sM+--;s2M2 QT ().

Miesci si¢ w niej podklasa tzw. podwdjnie nalozonych przeplywéw wiskozymetrycznych
(por. p. 3.1), ktére powstaja przez bezpoérednie zlozenie (dodanie pdl predkosei) dwéch
przeptywéw wiskozymetrycznych. Jej przedstawicielami sa w szczegdlnosci przepltywy
Poiseuille’a ze skrecaniem i przeplywy helikoidalne ze skrecaniem (por. p. 5).

Do klasy (III), dla ktérej

224 F,(1—s5) = Q(t—s) [Z (— 1)":—'!'M"]QT(t),
“n=0

nalezy cala podklasa tzw. potréjnie nalozonych przeplywéw wiskozymetrycznych (por. p. 3.2),
ustalone czyste $cinanie i ustalone proste rozcigganie oraz liczne inne przepltywy w re-
ometrach obrotowych z mimoérodami (por. p. 4).
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Wszystkie przeptywy typu RSHD mozna réwniez dzielic na obrotowe (rotacyjne)
i bezobrotowe (nierotacyjne). Zwlaszcza te ostatnie zastuguja, ze wzgledu na ich specyfike,
na pare stéw uwagi. W mechanice oSrodkow ciqglych uwaza sie za ruchy bezobroiowe
takie, dla ktérych przesirzenny gradient predkosci Ly jest symetryczny (z wylgczeniem
trywialnego przypadku L, = 0). Wszystkie RSHD opisywane stalym, symetrycznym
tensorem L, przyjeto nazywaé przeplywami rozciqgajgeymi, lub prosciej rozciqganiami
(por. [16, 3]). Poniewaz symetryczny tensor L, mozna zawsze diagonalizowaé nastepujaco:

a, 0 07
(2'2'5) [LT] = [QL, QIJ =t0 a, 0 Ly a,+ax-ay =0,
0 0 a3J

przy czym Q zalezy od sktadowych macierzy L,, za$ wartoéci wlasne tensora L, sa takie
same, jak warto§ci wtasne obréconego tensora ‘parametrycznego L [por. (2.1.13)], tatwo
stwierdzi¢, ze wszystkie bezobrotowe RSHD sq rédwnowazne przeplywom rozciggajqcym
i nalezq do klasy (111).

2.3. Reprezentacje rownafi konstytutywnych i funkcje materialowe. Réwnania konstytutywne
niescisliwej cieczy prostej (2.1.5), po uwzglednieniu zasady materialnej obiektywnosci —
wyrazajacej niezalezno$¢ funkcjonalu konstytutywnego od ruchu «obserwatora» w prze-
strzeni odniesienia, daja si¢ zapisa¢ w postaci (por. {3])

(2.3.1) Te(t) = T(t)-+pl = 9': [C(t—s)],

przy czym definicj¢ tensora C,(f—s) podano w (2.1.10). Funkcjonal konstytutywny & ()
5=0

jest funkcjonalem izotropowym, tzn. Ze (por. [3])

(2.32) QF (CU=9)Q" = 7 (QC1—9Q"),

dla wszystkich statych tensoréw ortogonalnych Q i dla kazdej historii C,(1—s).

Przy rozwazaniach ogélnych dotyczacych przeptywow typu RSHD nie sa potrzebne
zadne dodatkowe ograniczenia ani na funkcjonal konstytutywny, ani tez na historig od-
ksztalcenia. W przypadkach szczegdlnych czgsto bazuje si¢ na réznych aproksymacjach
funkcjonatu konstytutywnego w oparciu o zasade zanikajgcej pamieci (por. [17, 3, 8]).
W punkcie 4, omawiajac wtasno$ci dynamiczne cieczy, wykorzystamy calkowsa reprezen-
tacje funkcjonatu konstytutywnego zaproponowang przez GREENA i R1VLINA [18] w postaci
(por. takZe [3, 17])

233) Tp=THpl = [ m,(i—0)G(x)dr+

+ [ [{mG—, =) G G Fms(t— 7y, 1— ) [rG(r I G(r2)} X dT dTy+ .

gdzie m; () sa odpowiednimi funkcjami materialowymi, za$
(2.3.4) G(r) = C,(v)—1.

3 Mechanika teoretyczna
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Pominigeie wszystkich calek wielokrotnych z wyjatkiem pierwszej z prawej strony (2.3.3)
jest réwnoznaczne z zaloZeniem, ze wyrazy te daza do zera szybceiej niz odpowiednia norma
w wektorowej przestrzeni historii odksztalcenia; jest to przypadek tzw. skonczonej liniowej
lepkosprezystosci (por. [19]).

Dla dowolnego RSHD, podstawiajac (2.1.12) do (2.3.1), otrzymamy réwnania kon-
stylutywne w postaci nast¢pujacej:

(2.3.5) Ty = (¢, N) = £(x, L/x) = g(L),
gdzie f i g sg izotropowymi funkcjami argumentéw tensorowych.

W cytowanej juz pracy [12], WANG dowiddl, ze historia prawego, wzglednego tensora
odksztalcenia Cauchy’ego-Greena C,(t—s), dla wszystkich RSHD, okreslona jest jedno-
znacznie przez pierwsze trzy kinematyczne tensory RIVLINA-ERICKSENA [20] zdefiniowane
nastgpujaco: ’

d” ' .
A(D) = i C(@emrs Ay() =L+ L] = L+L7,
(2.3.6) .
All+l(t) = "d‘TAn_l—AnLl "i_L{Au = AnL—i"LTAn-

WANG wyréznit ponadto trzy nastgpujace przypadki RSHD:

(1) gdy A, ma trzy rézne wartosci wlasne, A, i A, okreélaja L i C,(t—ys) jednoznacznie;

(2) gdy A, ma dwie wartoici wlasne réwne, lecz rézne od trzeciej; a) A, i A, okreélaja
C,(t—ys) jednoznacznie, jesli A, ma w tej samej bazie co A, postaé diagonalna ze skladowymi
rownymi odpowiednio kwadratom warto$ci wlasnych A,; b) w przypadku przeciwnym
A, A, 1 Ay okreSlaja L i C,(t—s) jednoznacznie;

(3) gdy wszystkie wartoéci wlasne A, sg rowne, A, okredla L i C,(1—s) jednoznacznie.
Ostatni przypadek staje si¢ trywialny dla cieczy niescistiwych, dla ktdrych tr A, = 0;
wowczas przy jednakowych wartosciach wtasnych mamy A, = 0.

Reasumujac mozna stwierdzié, Zze dla wigkszoéci RSHD [z wyjatkiem przypadku
wymienionego w (2)] p}'awdziwe jest nastgpujace rownanie konstytutywne (por. [20]):

(23.7) Tp=h(A,,A,) = o, A, +0,A} oA, o A
+os(A;Ar+ALA )+ o (ATA,+HALAD)
+o7(A A +AZA)Fos(ATAZ+ASAD),
gdzie o; (i =1, ..., 8) sa funkcjami dziewigciu niezmiennikdw:

trA?, trA}, trA,, trAZ, trA3,
tr(A A,), tr(A;A3), tr(A2A,), tr(A%A2).

Jest rzecza oczywisty, ze fun‘kcje o (i =1, ..., 8) nie sa catkowicie niezalezne; wynika
to z faktu, Ze tensor ekstra-napr¢zenia Ty posiada co najwyzej sze§é skiadowych, zwigza-
nych przy tym warunkiem typu (2.1.6). Wystarczy zatem zdefiniowaé odpowiednio pigé
ogdlnych funkcji materiatowych opisujacych catkowicie wiasnosci cieczy lepkosprezystych
w dowolnym przeptywie typu RSHD. Mozna postepowad np. w sposéb podany w pracy [14].

Dla ustalonego i jednorodnego pola predkoéci, dla ktdrego

(2.3.8)

a a b
(2.3.9) [LI=1|d ay c}, ata,+a; =0
e [ a
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jest stalym tensorem?), definiujemy nastgpujace funkcje:

11 33 22 3
n, = TE< > TE( >’ ny = TE( >_TE< 3>,

2 g
5, = TE<1 >, Sy == TE<13>’ S5 = TE<23>,

(2.3.10)

ktérych argumentami sg wszystkie dziewigé skfadowych macierzy (2.3.9), za§ T ozna-
czaja fizyczne skladowe tensora Tr. Mamy réwniez

1

2 1 1
(2.3.11) Tt = — (2n,—n,), TEe? = 3 2ny—ny), TP = — ) (ny+m,).

wj

Funkcje materiatowe n; 1 s, opisuja zaréwno ustalone przeplywy wiskozymetryczne,
ustalone przeplywy rozciagajace, jak i inne przeptywy typu RSHD omdwione szczegStowiej
w punktach 3, 41 5. Ich posta¢ podlega ograniczeniom wynikajacym z wiasnosci izotropii
funkcji konstytutywnych (2.3.5). Mamy np.

(2.3.12)  nfay,ax,as,a,b,¢,d,¢e,f) = na,,a,,a,, —a,—b,c, —d, —e,f)=
=nyla,, as,a,a,—b,—c,d, —e, —f)=nay,a,,a;3, —a,b, —c, —d, e, —f);
2.3.13)  siles, as,a,,f,¢e,d,¢,b,a) = si(a;,a,,0a5,a,b,¢,d,¢,))
dlai=1,j=3 lub i=2,j=2 b i=3,j=1.

Warto nadmienié, ze dla wszystkich bezobrotowych RSHD, symetria tensora L, pro-
wadzi do zaleznosci: A, = 2L,, A, = 4L%, A; = 8L}, a réwnania konstytutywne przyj-
mujg postac

(2.3.14) T: = f(A)) = BiA,+-fAL

gdzie funkcje materiatowe f5; (i = 1, 2) zalezq tylko od dwdch nastgpunjacych niezmienni-
kéw: tr A, tr A}. Z réwnania (2.3.14) wynika, Ze w przeplywach typu bezobrotowych
RSHD, wlasno$ci kazdej dowolnej niescisliwej cieczy prostej sq takie same jak wlasnosci
cieczy Reinera-Rivlina (por. [3]) opisywanej réwniez zaleznoscig (2.3.14).

Wreszcie postepujac w sposob podobny do zastosowanego przez COLEMANA [16],
mozna réwnanie konstytutywne (2.3.14) przedstawi¢ w innej postaci jako jedna funkcje
od trzech wartosci wlasnych tensora A,.

3. Przeplywy zloZzone z przeplywéw wiskozymetrycznych

3.1. Podwdjnic nalozone przeplywy wiskozymetryczne. Niebanalne zagadnijenie okreslenia teo-
retycznych warunkéw, przy ktorych natozenie prostych wiskozymetrycznych przeplywow
prowadzi do bardziej Zlozonych- RSHD, wiaze si¢ zardwno z analiza przeplywow wyste-
pujacych w praktyce, jak i z potrzeba konstruowania nowych reometréw (por. p. 4).
Pewne przyktady RSHD powstatych z natozenia przeplywéw wiskozymetrycznych oméwio-
no w pracach NoLrLA [11], OLDROYDA [21] i PrpkinA [22]; bardziej systematyczng analiza

%) Posta¢ (2.3.9) jest réwniez najogélniejsza dla obréconego tensora parametrycznego L (por. p. 2.1).
Jesli L jest stalym tensorem, to skladowe L, nie musza by¢ stale.

3*
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tych zagadnien zajmowal si¢ HuiLGor [13, 14]. Pokazat on m. in., Ze oprécz dobrze znanego
wiskozymetrycznego przeplywu helikoidalnego [2], powstalego z natoZenia wiskozymetrycz-
nych przeptywow Couette’a i Poiseuille’a (por. [3, 7]), istnieja inne przeplywy typu RSHD
otrzymywane z prostszych przeplywéw wiskozymetrycznych, a w szczegolnodci tzw.
podwdjnie natozone przeplywy wiskozynietryczne [13].

Zgodnie z definicja, J)U{lwéjnic nalozony przeplyw wiskozymetryczny jest przeplywem
typu RSHD kilasy (I1) (por. p. 2.2), dla ktérego obrécony tensor parametryczny L jest taki,
ze L # 0 lecz 1> = 0 oraz L = L'+, gdzie L' 1 L sq tensorami definiujgcymi dwa
przeplywy wiskozymetryczne.

Z twierdzen wyprowadzonych w [13] wynika, ze nastgpujace pole predkosci w orto-
gonalnym uktadzie wspétrzednych krzywoliniowych:

(3.1.1) ! =0, 22 =o(D)—cx?H-ex?, v = w(x))|-fx2|-cxd,

gdzie ¢, e, f'sq statymi takimi, Zze ¢*--¢f = 0, zad v(x") i w(x') dowolnymi gladkimi funkcja-
mi x!, daje podwdjnie natozony przeptyw wiskozymetryczny, jesli odpowiednie skladowe
tensora metrycznego nie zmieniajg si¢ wzdiuz toru kazdej czastki, a funkcja 2(x') nie
jest stafg lub zerem.

Takze pole predkoscei

(3.1.2) ! = ax?-bx*, 9% = —cx?4ex®, 03 = x2+4cx?,

gdzie a, ..., [ sa statymi takimi, ze ¢*+¢f = 0, prowadzi do podwdjnie natoZzonego prze-
plywu wiskozymetrycznego.
W walcowym uktadzie wspéirzgdnych #, 0, z przykiadem (3.1.1) jest pole

(3.1.3) =0, 2'=ow()tcz, oF=u(),

opisujgce przeptyw helikoidalny ze skrgcaniem (por. p. 5.2), ktorego z kolei szczegdlnym
przypadkiem jest przeplyw Poiseuille’a ze skrgcaniem (por. 5.1) dyskutowany przez
OLDROYDA [21].

Poniewaz dla wigkszosci przeplywdw omawianego typu macierz tensora A, (por. 2.3)
ma postaé?):

JO0 1 om|
(3.1.49) Adl=Fkll O n| Ptm>4+n2=1,
mn 0
z twierdzen o reprezentacji rownan konstytutywnych w punkcie 2.3 wynika, ze A, ma (rzy
rézne wartosci wlasne [przypadek (1)], je$li nie zachodzi zalezno$é

(3.1.5) P = m? =t

spelniona np. dla przeplywu (3.1.3) tylko wtedy, gdy r? (dw/dr)? = (dudr)? = c*r®.
Jesli spetniona jest zalezno$¢ (3.1.5), mozna pokazaé (por. [14]), ze A, # A} i mamy
do czynienia z przypadkiem (2b).

- _3-) Al—m; posta¢ (3.1.4) robwniez dla niektérych potrbjnie nalozonych przeplywéw wiskozymetrycz-
nych (por. 3.2) oraz innych RSHD klasy (IlI) (por, p.4).
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HuiLcoL [14] dowiddt m. in., ze dla trzech réznych warto§ci wilasnych tensora A,
réwnanie konstytutywne (2.3.7) redukuje si¢ do postaci '

(3.1.6) Tp=hA, Ay) = ﬁlAl—l—ﬁZA%_l-ﬂJA2+IB4A%+

+Bs(A Ay +AA )+ (ATATHAZAD),
gdzie B;(i = 1, ..., 6) sa funkcjami niezmiennikéw wymienionych w (2.3.8). Jesli warunek
(3.1.5) jest spetniony, mamy wéwczas
3.1.7) Tp=1(A, Az, Ag) = 1 A +y, Al s AHya ASHys Ay ps A,
gdzie y;(i =1, ..., 6) sa funkcjami niezmiennikéw (2.3.8).

Dla takich podwdjnie natoZzonych przeplywdw wiskozymetrycznych, dla ktérych
w ortonormalnej bazie [por. (3.1.4)]

0 00 0 00
(3.1.8) [Ll=£k|! OO0}, [L]=£k*10 00|, IL3=0,
mn 0 n 00

zamiast ogdlnych funkcji (2.3.10), wygodnie jest wprowadzié nastepujace funkcje materiato-
we:

i 22> 11> W 33> 11>
I, =TEP—Tgb, I, = T§>—TgY,

— <123 . <13> _ 23>
T, =T 7, =T, 13=T",

(3.1.9)

zalezne tylko od argumentéw k, /, m, n. Mozliwo$¢ ich do$wiadczalnego okreslenia bedzie
omowiona w punkcie 5.

Na zakonczenie tego punktu warto podkresli¢, Ze nie zawsze ztozenie dwdch przeplywdéw
wiskozymetrycznych prowadzi do przeptywu wiskozymetrycznego lub podwdjnie natoZo-
nego przeptywu wiskozymetrycznego, tj. typu RSHD klasy (II). Dobrg ilustracja tego faktu
jest, powstaly z natozenia dwéch prostych przeptywdw $cinajacych, przypadek ustalonego
czystego §cinania nalezacy do klasy (ITT) (por. [23, 14]).

3.2. Potréjnic naloione przeplywy wiskozymetryczne. Uogdlnieniem podwdjnie haio’lonych
przeplywow wiskozymetrycznych sa tzw. potrdjnie natoZone przeplywy wiskozymetryczne,
tj. ztozone z trzech przeplywow wiskozymetrycznych. Ich definicja jest podobna do de-
finicji podanej w punkcie poprzednim, przy czym L musi byé takie, ze L" % 0 dla n =
=1,2,3,4, ...

Na podstawie twierdzenia podanego przez HUILGOLA [13] wynika, Ze nastgpujace
ustalone pole predkosci w ortogonalnym krzywoliniowym uktadzie wspotrzednych x*:

(3.2.1) o' = ax?+bx3, 0?2 =dx'4cxd, 0° = ex!4fx?

gdzie a,...,f sa stalymi, jest potrdjnie natozonym przeptywem wiskozymetrycznym
nalezacym do klasy (1) RSHD, dla ktdérego 1" % 0 dlan = 1,2, 3, ..., jesli odpowiednie
sktadowe tensora metrycznego nie zmieniaja sie¢ wzdluz toru kazdej czastki. Gdy tensor
A, posiada trzy rézne wartoéci wiasne, reprezentacja rownania konstytutywnego zapisuje
si¢ rowniez w postaci (3.1.6), przy czym funkcje materiatowe 8; (i = 1, ..., 6) przybieraja
wartoéci z reguly inne niz w przypadku podwdjnie natozonego przeplywu wiskozymetrycz-
nego.
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Przeplyw (3.2.1) obejmuje jako przypadki szczegdlne przeptywy w reometrze Maxwella
i innych przyrzadach (por. p. 4) oraz ustalone czyste §cinanie (przeptyw bezobrotowy przy
a=d,b=e,c=f), dlaktérego rdwnania konstytutywne przyjmujg postaé (2.3.14).

4. Szczegblne przypadki przeplywow klasy (I11). Reometry

4.1. Ustalone czyste Scinanie i proste rozciaganie. Typowymi przedstawicielami bezobroto-
wych RSHD klasy (III) sa: ustalone czyste $cinanie, dla ktérego w kartezjanskim ukladzie
wspdtrzednych (por. [21]) '

4.1.1) vl =ky, v*=kx, v*=0

oraz ustalone proste rozciaganie, dla ktérego w ukladzie wspélrzednych walcowych
(por. [9])

(4.1.2) P = — %qr, ' =0, o =gz
Zwlaszcza ostatni przeptyw posiada duze praktyczne znaczenie ze wzgledu na przyrzady
stuzace do pomiaru tzw. lepkosci podluinej oraz przyblizong realizacie w procesach
przedzenia, wyciagania, itp. widkien sztucznych (por. [4, 23]).

Tensory charakteryzujace przeplyw (4.1.1) moga by¢ sprowadzone do postaci diagoe-
nalnej za posrednictwem przeksztalcenia

(4.1.3) | T; = QT;Q7, Al =QAQ",
w ktérym Q oznacza ortogonalny tensor obrotu o kat réwny /4.
Na podstawie réwnania konstytutywnego (2.3.14) otrzymamy

1 00 100
4.1.4) [Tg] = B,(8k2,0)2k|0 —1 O 4B,(8k2,0)4k2|0 1 0},
0 00 000
dla czystego $cinania i
"1 0 07 "1 0 0~
1 1
2 £.3 0 —= 0 2 coang.20 = 0
(4.1.5)  [TH = B,(64% 64%)2q 2 +82(64%, 64°)4q 4 ;
1 1
0 0 —7_ 0 0 Z‘_

dla prostego rozciggania. Formalne podobiefstwa migdzy (4.1.4), (4.1.5) oraz prostym
rozcigganiem postuzyly autorowi [23] do zaproponowania przyblizonych wyrazefi na lep-
ko$¢ podiuzna.

4.2. Ortogonalny reometr Maxwella. W roku 1965. MAXWELL i CHARTOFF [24] zapropono-
wali uzycie reometru, skladajacego si¢ z dwdch plaskich krazkéw odleglych od siebie o b
i obracajacych sig ze stala jednakowa predkoscia katowa wokdt wlasnych osi przesunigtych
na odleglo§¢ a, do badania wlasnoéci reologicznych cieczy lepkosprezystych (rys. 1). Po-
mijajac techniczny opis urzadzenia réznigcego sie nieistotnie w poszczegllnych wersjach
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nalezy zaznaczy¢, ze umozliwia ono do$¢ doktadny pomiar sit dzialajacych w trzech wza-
jemnie prostopadlych kierunkach (np. na gérny krazek).

W ostatnich latach po$wigcono liczne prace teoretycznej analizie przeptywu i bada-
niom do$wiadczalnym wlasnosci réznych roztwordw i stopionych polimeréw (por. [25,
26,27, 28, 29, 30, 31]). Jest niewatpliwa zastuga HulLGora [13, 14, 27] stwierdzenie, Ze

=¥

Rys. 1. Schemat ortogonalnego reometru Maxwella

przeplyw w reometrze Maxwella nalezy do przeptywdw typu RSHD klasy (IIF) oraz wy-
prowadzenie odpowiednich reprezentacji dla réwnan konstytutywnych w przypadku
niedcisliwej cieczy prostej.

Réwnania ruchu (2.1.1) cieczy w ortogonalnym reometrze Maxwella wynikajg z roz-
wazenia wzglednego ruchu czastki w ukladzie wspdirzednych obracajgcych sig razem
z odpowiednim krazkiem. Np. czastka cieczy znajdujaca si¢ bezposrednio nad poczatkiem
kartezjanskiego uktadu wspdtrzednych x, y, z (por. rys. 1), zatoczy okrag kota o promieniu
az/b w plaszczyznie réwnoleglej do powierzchni krazkéw. Dodajac ruch wzgledny do ruchu
unoszenia, otrzymamy

& = xcosw(t—1)+ (y—yz)sinw(t—1),
4.2.1) 7n = —xsinw(— 1)+ (y—yz)cosw(t— 7)+yz,

{=z,
gdzie v = a/b, a w my§l (2.1.1), x, y, z oznaczaja wsp6irzedne czastki w chwili aktualnej
t, za$ &, 0, { — wspdtrzedne w czasie 7 (t < t). Pole predkosci dla ruchu okreslonego réw-
naniami (4.2.1) jest nastepujace:

4.2.2) ! = —wy-twypz, v*=wx, v*®=0,
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Warto zauwazyC, Ze chociaz rozwazany przeplyw charakteryzuje si¢ jednorodnym
i ustalonym polem predkosci (4.2.2), ruch czastki (4.2.1), wyrazony wzgledem polozenia
w chwili ¢, zmienia sie okresowo z czasem 7. Fakt ten moze byé wykorzystany do wyzna-
czenia dynamicznych wiasnoéci reologicznych cieczy lepkosprezystej (por. [26, 28, 30, 31)).

Wobec maloéci stosowanych praktycznie parametréw y (por. [24, 31}), mozna sko-
rzysta¢ z rownan konstytutywnych (2.3.3) ograniczajac si¢ do wyrazéw liniowych wzgle-
dem*’ . Na podstawie (2.3.4) i (4.2.1) otrzymamy

4.2.3) Gi3 = —ysinw(t—1), G35 = —p(l—cosw(t— 1)),
G2 =06y, =G =0, Gi3 = O(p?).
Wprowadzajac pojecie lepkoéci zespolonej (por. [5])
) , .G i i
(4.2.4) M= i = f m,(0) (1—e %) do,
b

w

gdzie n’ oznacza lepko$¢ dynamiczng, za§ G’ — modut dynamiczny (zachowawczy), mo-
zemy réwnanie konstytutywne napisaé w postaci zespolonej

(4.2.5) T; = Re(n*A%),
przy czym
(4.2.6) Gty = ip(l—e~ot=0)  G¥, = — (] —eiot=9),

AR* =y, AWR* =iyw.

Jesli naprezenia $cinajace 743> i T<23 dzialaja na powierzchni kota o promieniu R, to
odpowiednie sity w kierunku osi x i y (por. rys.) sq nastepujace:

(4.2.7) X =naRy'yo, Y =naR*G'y,

a po uwzglednieniu efektéw inercji wedtug poprawek ABBOTTA i WALTERSA [30]:

o2h? oath*

(4.2.8) X—iY = nR%y*po |14+ 54 ~ 5 + )

gdzie a2 = —iwp/n*, za§ p oznacza gestosé cieczy.

Zaleznosci (4.2.7) sa takie same jak w innych pracach [26, 28, 31]; pozwalaja one, na
podstawie pomiaréw dos$wiadczalnych X = X(w) oraz ¥ = Y(w), okredlic n' = »'(w)
oraz (' = G('(w).

Poréwnanie charakterystyk ' i G’ uzyskanych z pomiaréw w reometrze Maxwella na
podstawie wzordéw (4.2.7) z charakterystykami uzyskanymi innymi metodami (np. z reo-
goniometru Weissenberga) wykazato dobra zgodno$é wynikéw doswiadczalnych (por.
[31]). Chociaz niektérzy autorzy (por. [26, 31]) w oparciu o empiryczny model catkowy
typu skonczonej liniowej lepkosprezystos§ci (por. p. 2.3) z odpowiednio dobrana kombi-

#) Jest to przypadek infinitezymalnej liniowej lepkosprezystosci [19]. Ograniczenie si¢ wylacznie do
pierwszej calki w (2.3.3) nie jest zwiazane z matoécia samej deformacji lecz z wlasnoécia historii odksztal-
cenia okreslona odpowiednia norma (por. p. 2.3).
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nacja tensoréw historii odksztatcenia C, i C;', usituja uzyskaé pewne informacje na temat
naprezef normalnych (w szczegblnosei o stosunku odpowiednich réznic naprezen normal-
nych, [31]), w niniejszym przegladzie przedstawimy odmienny sposéb podejscia bazujacy
na modelu niescisliwej cieczy prostej i teorii RSHD klasy (111).

Na podstawie (4.2.2) i (2.3.6) obliczamy skiadowe tensoréw kinematycznych A, 1 A,.
Poniewaz tensor A; ma trzy rézne wartosci wlasne, mozemy skorzysta¢ z uproszczonej
wersji (3.1.6) réwnan konstytutywnych (2.3.7). Pamigtajac, ze tr'T; = 0, dochodzimy do
zaleznosci:

1 2 I |
TED = o B2y — S Bawpi— o B Qi 40yt~ s 0oyt 80%yS),

2 2 1 1
TE® = — 3/32 wip?— 5/33 0)21/’2+‘§ Balwy®—Awy*)— '3‘56 Qup*+8wy"),

1 4 [ l
T3% = ?ﬂz w21p2+--3--ﬂ3 w2w2+—3j—ﬂ4(w4y)2—|—8w41p4)+ gﬂé (4wSyp*+- 16awy°),
(4.2.9)
TP = — By,
TP = (B +2Bs0%yp oy,

TE» = — (B3+2B,w*p? 20 pY)wy,

gdzie funkcje §; (i = 1, ..., 6), zalezne od niezmiennikéw (2.3.8), sa w gruncie rzeczy ana-
litycznymi funkcjami dwdch argumentow: w?y?, w4y,

Analiza zalezno$ci (4.2.9), facznie z silami X, ¥, Z i momentem obrotowym — wyzna-
czanymi bezposérednio z przyrzadu, wykazuje niemozliwo$¢ okreélenia funkeji 8, charak-
teryzujacych wlasnosci cieczy w przypadku ogdlnym. Poniewaz pomiar sily osiowej Z,
przy jednoczesnym zaloZeniu, Ze przy niskich predkoSciach obrotowych i matych sitach
inercji ci$nienie p réwne jest ci§nieniu atmosferycznemu (por. [31]), pozwala okredli¢c 743>
oraz T§¥ = T%4-p, na podstawie (2.3.11); otrzymujemy tylko sume n,+n, odpo-
wiednich réznic naprezen normalnych zdefiniowanych wzorem (2.3.10)%).

Bardziej efektywna analize mozna przeprowadzié dla przypadku malych odksztatced
charakteryzujacych si¢ matym parametrem v i umiarkowanych predkosci obrotowych w.

Pomijajac w (4.2.9) cztony rzedu O (y*), otrzymamy

n, = ——(2/33'*}—/34602)(021/)2, Ny = _(ﬂ2+2ﬂ3)w2w2)
(4.2.10) 5 = = fBswy?, 5, = (f;+2Bs0* 9Ny,
53 = —(Ba+2p.0*yp*) 0%y,

przy czym f; sa funkcjami w?y? i w*p?, uwzgledniajacymi pominiecie cziondw O ().
W tym przypadku dokladny pomiar sity X (okreélfajacej s5) dla réznych wartosci w pozwala,
przynajmniej teoretycznie, dobra¢ odpowiednia funkeje f5 i stata f, (!). Wielkoéci te pod-

5) Fakt ten nie jest zaskakujacy, jesli wzia¢ pod uwage, ze pomiary sily normalnej w wiskozymetrach
typbw stozek-krazek, krazek—krazek itp., pozwalaja réwniez wyznaczyé tylko pewne kombinacje funkceji
napr¢zen normalnych (por. [4,6,7]).
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stawione do (4.2.10), okreélaja przyblizony charakter funkeji n,, a suma n,4+n, wyzna-
czona jest jak poprzednio przez pomiar sity osiowej Z. '

Dalszy krok naprzéd mozna uczyni¢ dla odpowiednio matych predkosei o, pomijajac
w (4.2.10) cztony rzedu O (w*); jest to réwnowazne, w pewnym sensie, modelowi cieczy
stopnia trzeciego (por. [3]), dla ktérego wszystkie 3; z wyjatkiem f, sy statymi i daja sig
wyznaczyC z pomiaréw wiskozymetrycznych. Mamy wdéwczas
By = —2B50%9* = 03(0) —0, (o),
ny = —(fat20:)w’y? = —o,(wy),
sy = —fsw®p?, 5, = (B, +2B:0*pNwy = t(wy),
. . 53 = —fawiy,
gdzie v =T?, gy = TeY—T2?, g, = TP—-T<? 53 dobrze znanymi funkcjami
wiskozymetrycznymi (por. [1, 3, 7]).

Jeéli funkcje ¢, o, i o, sa znane dla badanej cieczy z innych pomiaréw, to na podstawie
(4.2.10) i (4.2.11) mozna skorzystaé z zaleznosci przyblizonych

@.2.11)

1
4.2.12) TES = 53 = 5 (02~0)) =240y,

ny = oy—o+w*y?,  ny, = —oy,
przy czym f, nalezy wyznaczyé z pomiaru sily Y (¥ = wR?s,).
Na zakonczenie rozwazan nad przeptywem w reometrze Maxwella, nalezy wspomnieé
o przedstawionej w pracy [14] mozliwoéci badania zwigzkdw funkcji n; 1 5; z funkcjami
wiskozymetrycznymi, traktujac przeplyw w reometrze Maxwella jako przeplyw bliski wis-
kozymetrycznemu w sensie definicji Prpkina [32].

Rys. 2. Schemat reometru balansowego Kepesa

4.3. Reometr balansowy Kepesa. W roku 1968 KepEs [33] zaproponowal uzycie reometru
sktadajacego si¢ z kuli (lub pétkuli) i czaszy kulistej o promieniach réwnych odpowiednio
ry i ry, obracajacych si¢ ze stala jednakowa predkoécia katowa w wokdt osi nachylonych
w plaszczyZnie xz o maty kat & (rys. 2). Odpowiednie urzadzenie balansowe z cigzarkami
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umozliwia pomiar momentu obrotowego na wewnetrznej kuli, a w szczegdlnosci jego skia-
dowych w kierunku osi x i y. Reometr tego typu nazywa si¢ reometrem balansowym, jego
produkeje podjeta firma Contraves A. G. w Szwajcarii.

Ostatnio ukazato si¢ kilka prac poswigconych analizie teoretyc%nej reometru oraz ba-
daniom wiasnoéci roztwordw i stopionych polimeréw (por. [28, 31, 34, 35]). Najbardziej
wyczerpujacg analize przeptywu w reometrze balansowym, pod katem mozliwosci wyzna-
czenia charakterystyk dynamicznych cieczy i wplywu sit inercji, przeprowadzil WALTERS
[35]. Przytoczymy obecnie najwazniejsze wyniki tej pracy podkreslajac, ze przeplyw w re-
ometrze balansowym nalezy do przeplywdéw typu RSHD klasy (IIT).

Réwnania ruchu cieczy (2.1.1) przybieraja w ukiadzie wspétrzednych kulistych r, 0, ¢
nastepujaca postaé zespolong:

ro=pr— _§_ U(,-, O)ef"'(l __e—l'u)(t—t))’

(4.3.1) 0 = 0—%1/(:3 0)eiv(l —e-iot=y

9 = (it g W, 0 (1— ),
gdzie primami oznaczono wspoirzedne w chwili = (7 < 1), za§ funkcje U, ¥, W zmiennych
r,0 wyznacza si¢ metoda kolejnych przyblizen. Dla przyblizenia zerowego rzedu, tj. dla
o = 0, gdzie a® = —jwp/n* charakteryzuje sily inercji, mamy

r3 " r3
(43.2) Uo = 0, VO = iA|r— ]“_2 5 Wo = —1 I‘—72‘ N A= '—’.—3' —37.
Ograniczenie sie do wyrazdw liniowych wzgledem ¢ w réwnaniach konstytutywnych (2.3.3)
prowadzi do nastgpujacych wyrazen na momenty:

(4.3.3) M, =8nxirin'ew, M,=8nlriGe, M,=0,

Jjesli odpowiednie napreZenia roztozone sa na calej powierzchni kuli wewnqtrznéj. Uwzgled-
nienie sit inercji poprzez przyblizenia wyzszych rzedéw wzgledem o (tj. cztonéw rzgdu
O(«*)) daje

4

!
. d*a?
434 —iM, = 8mArinteo |1— 22
( ) M.—iM, = 8nirin sw(l 1500 ),

przy czym d = r,—r, przyjeto jako wielko$¢ mala, praktycznie rzedu 0,1 cm.

Zaleznodci (4.3.3) pozwalaja, na podstawie pomiaréw do$wiadczalnych M (w) oraz
M, (w), okresli¢ lepko$¢ dynamiczna #'(w) oraz modul dynamiczny G'(w).

Poréwnanie charakterystyk n' i G' uzyskanych w reometrze balansowym z charakte-
rystykami uzyskanymi na podstawie innych metod pomiarowych, wykazalo do§¢ dobra
zgodno&¢ wynikéw doswiadcezalnych (por. [31]). Zgodno&é ta byta nieco gorsza niz w przy-
padku reometru Maxwella, co mogto niewatpliwie wigzaé si¢ z trudnosciami doktadnego
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ustawienia przyrzadu i wlasciwego «wywazenia» obciazen. Na rys. 3 przedstawiono dla
poréwnania charakterystyki %' i G’ dla poli-dimetylsiloksanu zestawione przez MACOSKO
[31] dla reometru Maxwella, reogoniometru Weissenberga i reometru balansowego Kepesa.

Chociaz istniejace rozwigzania konstrukcyjne reometréw balansowych nie przewiduja
metody pomiaru naprezen normalnych lub jakiejkolwiek ich kombinacji, teoretycznie
istnieje mozliwos¢ wyznaczenia tych naprezen poprzez pomiar odpowiednich sit w kierun-

: [#]
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Rys. 3. Lepkos¢ dynamiczna i modul dynamiczny w funkcji predkoscei katowej dla trzech typdéw reomet-
row: — reometr Maxwella, o reogoniometr Weissenberga, [ reometr balansowy (wg [31])

kach x, y, z. Pomijajac rozwazanie tego typu (por. p. 4.1), ograniczymy si¢ do stwierdzenia,
ze punktem wyjscia sg nastepujace fizyczne sktadowe pola predkosci:

(435 o7 =0, v®= Re[swV,y(r,0)e"],

|
nie uwzgledniajgce efektéw inercyjnych.

" = orsin0+Re[ew W, (r, 6) '),

4.4. Reometr typu mimo$rodowych cylindrow. W roku 1970 ABBOTT i WALTERS [36] zapro-
ponowali wykorzystanie do badan reologicznych reometru, sktadajacego si¢ z dwéch cy-
lindréw, wewngtrznego o promieniu r; i zewngtrznego o promieniu r,, obracajacych si¢
ze stafa, jednakowa predkoscia katowa w wokdét wlasnych osi przesunigtych o wielko$é mi-
mosrodu a (rys. 4). Odpowiednie dodatkowe urzadzenie powinno umozliwia¢ pomiar sit
w dwdch wzajemnie prostopadiych kierunkach x i y. Produkcja tego typu reometru jest
przewidziana przez firmg¢ Sangamo Controls Ltd. w W. Brytanii.
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Roéwnania ruchu cieczy (2.1.1) przybieraja w ukiadzie Wspéh‘zgdnych walcowych r,
0, z nastepujaca posta¢ zespolona:
I" — I._|_iaF(r)ei0(1__8—1’(')(1_:))’

(4.4.1) 0 =0—w(t—1)— ’a :/; (rF)e'f(1 —efet=ny,

z =z,

gdzie primami oznaczono wspofrzedne w chwili 7 (z 1), za§ funkcja F(r) dla o« =0,
gdzie a? = —iwp/n* charakteryzuje sity inercji, jest nastgpujaca:

(4.4.2) F(r) = Ar*+ Binr---S 4D,

3
p2

przy czym A, B, C 1 D — odpowiednie state catkowania. Ograniczenie si¢ do wyrazéw
liniowych wzgledem a w rownaniach konstytutywnych (2.3.3) daje sity

(4.4.3) “x dorlrwa 4nLGa

TR E-DEED T R @D

z
N rw

<=

i

[
\ lx

Rys. 4. Schemat reometru z mimosrodowymi cylindrami

gdzie f = r,y/r;, za§ L oznacza efektywng diugo$é cylindréw. Uwzglednienie sit inercji
(« # 0) daje

3 7 ¥, 22
(4_4.4) Yi¥ — 12_7zr1d];7] wa (1_ a*d )’
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gdzie d = r,—r, przyjeto jako wielko§é mata. Autorzy pracy [36] przeprowadzili ponadio
analize wplywu efektéw nieliniowych (zaleznych dopiero od cztondw rzedu O(a®)) uzasad-
niajgcy stosowanie wzoréw (4.4.3) w zakresie 0 < a << 0,3d.

Zalezno$ci (4.4.3) pozwalajg, na podstawie pomiaréw do$wiadczalnych X(w) oraz
Y(w), okredli¢ lepkos$¢ dynamiczng %’ (w) oraz modut dynamiczny G'(w).

W pracy [36] podano odpowiednie zaleznosci na skiadowe tensora napreZzenia dla
réznych przyblizen, nie analizujac mozliwoéci wyznaczenia i pomiaru funkcji naprezen
normalnych. Rozwazania podobne jak w p. 4.2 mozna przeprowadzi¢ wychodzac z pola
fizycznych skladowych predkosci w postaci nastgpujacej:

v” = RelawF(r)e],
0 L ood i0
(4.4.5) % = wr+Re iaw. - (rFye'|,

,v<z> — O

Poniewaz przeplyw w reometrze typu mimo$rodowych cylindréw jest RSHD klasy (IID),
pomiar odpowiedniej réznicy naciskéw (naprezen promieniowych) na Sciankach cylindréw
prowadzi do wyznaczenia réznicy n,—n; funkcji naprezen normalnych zdefiniowanych
w (2.3.10).

Niewatpliwa zaleta rozwazanego reometru, w poréwnaniu z innymi omdéwionymi
rodzajami urzadzen, jest mozliwo$¢ wykorzystania go do bezpoéredniej kontroli charak-
terystyk reologicznych cieczy w procesach przemystowych. Azeby jednak uniknaé zabu-
rzed pomiaréw wywolanych ewentualnym przeptywem wzdiuz osi cylindréw, ABBOTT
i WALTERS [36] proponujg umieszczanie reometru w bocznym odgatezieniu, w ktérym
przepltyw byiby zatrzymywany na okres czasu potfrzebny do uzyskania odpowiednich
danyc}f

Na zakonczenie warto podkre$li¢, Ze dokonany przeglad najbardziej znanych reo-
metréw realizujacych przeplywy typu RSHD klasy (ILI) nie wyczerpuje oczywiscie wszyst-
kich mozliwoéci. Mozna, na przyklad, analizowad reometry typu krazek—krazek lnb stozek-
krazek, w ktdérych osie obrotu tworzg okreSlony maty kat. Wychodzac na przeciw ewen-
tualnej pomystowosci badaczy i rzeczywistym potrzebom reologii nalezy stwierdzi¢, Ze
nowe konstrukcje w tej dziedzinie powinny byé poprzedzone wnikliwg analizg teoretyczng.

5. Szczegblne przypadki przeplywéw klasy (1)

5.1. Przeplyw Poiseuille’a ze skrecaniem. Istnieja dwa rodzaje przeplywdéw typu RSHD
klasy (II), ktére moga byé zrealizowane w sposéb przyblizony w odpowiednich przyrza-
dach: przeplyw Poiseuville’a ze skrecaniem i jego uogdlnienie — przeptyw helikoidalny
ze skrecaniem (por. [13, 14]).

Realizacja przeptywu Poiseuille’a ze skr¢caniem — zaproponowana przez OLDROYDA
[21] — polega na przeplywie cieczy pod dzialaniem podluZznego gradientu ciénienia przez
rur¢ zamknigta na pewnym odcinku tarczami porowatymi, z ktérych jedna obraca sig
wzgledem drugiej z niewielka stata predkoécia katowa (rys. 5).
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Z uwagi na posta¢ tensora kinematycznego A, (trzy roine wartosci whasne) obliczo-
nego dla fizycznych sktadowych predkosci w uktadzie wspdirzednych walcowych
(5.1.1) v =0, v =crz. 0¥ =u(),
gdzie ¢ = const (por. p. 3.1), mozemy skorzysta¢ z réwnan konstytutywnych (3.1.6) lub
funkcji materiatowych zdefiniowanych w (3.1.9) przy zatozeniu, ze®)

<y <r0> <rz> 11> 13> <12>
[n TEY Ty TIL T3 T
< 00> <Oz> <33> <23>
(5.1.2) L TR T =y - TP I
<zZ> 22>
T : - TE”

Analiza réwnan réwnowagi z pomini¢ciem efektéw inercyjnych (powolny obrét) wy-
kazuje, ze 7<= = 7, jest zmodyfikowanym spadkiem ci§nienia na jednostke dfugosel, za$
T92 = ¢, okreslone jest momentem potrzebnym do obrotu porowatych tarcz. Napre-
7enia normalne dzialajace na jedna z tarcz dajg

(5.1.3) W%%J@®:&+f%&m
0

Przedstawiony schemat do$wiadczenia pozwala w zasadzie na obliczenie dwéch funkeji
naprezefi normalnych ¢, i 73 oraz kombinacji funkgji réznic naprezein normalnych (5.1.3).
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Rys. 5. Schemat przeplywu Poiseuille’a ze skrecaniem

Nalezy jednak pamietaé, ze w takim schemacic do$wiadczenia warunki brzegowe nic sa
$cisle spetnione.

5.2. Przeplyw helikoidalny ze skrecaniem. Uogdlnieniem przeptywu Poiscuille’a ze skrgca-
niem jest przeplyw helikoidalny ze skrecaniem, ktdrego realizacje mozna przeprowadzié

®) Taka zamiana wskaznikéw jest wynikiem okrelonego stalego obrotu dokonanego nad tensorem
ekstra-naprezenia Ty oraz tensorami kinematycznymi A, i A,.
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w sposOb przyblizony (por. [13]). Przeplyw taki pojawi si¢ pod wplywem podluznego gra-
dientu ci$nienia miedzy wspétosiowymi rurami obracajgcymi si¢ wzgledem siebie ze stalq
predkoseia katowa w, je$li rury na pewnym odcinku zamknigte sg tarczami porowatymi,
z ktérych jedna obraca si¢ wzgledem drugiej réwniez ze stata niewielka predkosceia katows
o == cL, gdzie L jest odlegloscia miedzy tarczami (rys. 6).

Wychodzac z pola predko$ci w postaci (3.1.3) stwierdzamy jak poprzednio, Zze T2 =
= 7, wigZe sie ze spadkicm ciénienia na jednostke dlugosci, T = 7, z momentem obra-
cajacym wzgledem siebie porowate tarcze, za$ napre¢zenia normalne dziatajace na jedna
z tarcz dajg zaleznos$¢ (5.1.3), przy czym 0 nalezy zastapi¢ promienieim wewngtrznym r, .
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Rys. 6. Schemat przeplywu helikoidalnego ze skrecaniem

Dalsza analiza réwnan réwnowagi z pominigciem cfektéw inercyjnych pokazuje, ze T9% =
= 7, jest proporcjonalne do jednostkowego momentu obracajacego wzgledem siebie rury.
Nastepnie réznica naciskéw na Sciankach zewngtrznej i wewnetrznej rury, przy zatoZeniu,
Ze sita masowa dziala tylko wzdtuz osi z, daje nastepujace wyrazenie:

(5_2_]) T“”(l'z)— T"’)(I‘J) — "If"zz dr

ri

stuzace za podstawe obliczenia 2.

Nie zapominajac o przyblizonym spetnieniu odpowiednich warunkéw brzegowych
warto zauwazyé, ze przeptyw helikoidalny ze skrecaniem pozwala w zasadzie wyznaczy¢
wszystkie pie¢ funkcji materiatowych (3.1.9) charakteryzujacych zachowanie sig¢ cieczy
o przeplywach typu RSHD klasy (II).
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6. Uwagi koncowe

Przedstawiona w uiniejszym przegladzie analiza teoretyczna przeplywdw ze stalg his-
toria deformacji (RSHD) oraz omowienie istniejacych i hipotetycznych typéw reomelréw
realizujgcych takie przeptywy, pozwala na sformulowanie kilku nastepujacych uwag:

(1) Przeplywy ze staly historia deformacji uogdlniaja do$¢ istotnie klas¢ ustalonych
przeplywéw wiskozymetrycznych.

(2) W przeplywach ze stata historig deformacji, podobnie jak w przeplywach wisko-
zymetrycznych, historia deformacji cieczy lepkosprezystej, opisywanej réwnaniami kon-
stytutywnymi nie$cisliwej cieczy prostej, ujawnia si¢ w sposéb ograniczony i specyficzny.

(3) Wiasnoéci cieczy w niewiskozymetrycznych przeplywach ze stala historig defor-
macji opisane sg pigcioma funkcjami materialowymi (2 funkcje réznic naprezen normal-
nych, 3 funkgcje naprezen $cinajacych), w przeciwienstwie do przeptywéw wiskozymetrycz-
nych, dla ktdrych wystarcza tylko trzy funkcje.

(4) Mozliwos¢ skladania réznych przeplywdéw wiskozymetrycznych pozwala na ana-
lizowanie i «projektowanie» bardziej zlozonych przeptywdw o okre§lonych charak- -
terystykach.

(5) Na gruncie teorii przepltywow ze stala historig deformacji istnieje mozliwo$é usta-
" lania §cistych lub przyblizonych zwiazkéw miedzy ogdlniejszymi funkcjami materiatowymi
a funkcjami wiskozymetrycznymi.

(6) Takie urzadzenia, jak: ortogonalny reometr Maxwella, reometr balansowy Kepesa
i reometr z mimo$rodowymi cylindrami Abbotta i Waltersa, pozwalaja na stosunkowo
proste wyznaczanie dynamicznych charakterystyk cieczy: lepkosci dynamicznej #'(w)
i modutu dynamicznego (zachowawczego) G’ (w).

(7) Niektére wymienione wyzej reometry daja w zasadzie mozliwos$¢ okreSlania, chociaz
nie w jednakowym stopniu i z réZnym przyblizeniem, funkcji materialowych (lub ich kom-
binacji) charakteryzujacych napre¢zenia normalne.

(8) Reometry realizujace niewiskozymetryczne przeptywy ze stalg historig deformaciji,
po likwidacji odpowiednich mimoérodéw lub katéw nachylenia osi obrotu, mogg by¢
wykorzystane jako standardowe wiskozymetry.
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Peszmome
HEKOTOPLIE HEBUCKO3UMETPHUUECKUE TEUEHNS BA3KOVIIPYIMX JKMOKOCTEN

Bosuuiuunii B MOCICHEE BPEMST HHTCPCC K HEBHCKOSUMETPHUECKHM TCUCHHAM BASKOYIPYIHX 5~
Kocreil, TAKMK KAK PAcTBOPLI M plaCHJIaBbI TOJIHMEPOB, SIBJISIETCA Pe3yNILTATOM KAK YCIIEXOB TEOpeTidec~
Koff peosyorum, TaK H HY KA HCCilefoBarksa GoJee CI0MHBIX TCUeHH L B peomeTpax HOBhIX Turon. Ocoboe
MECTO CPEAM BCeX HEBMCKOSHMETPHUECKHX TeUEHHIT MPOCTHIX KIJIKOCTEN 3aHHMAIOT JBHYKEHNS C IT0CTO-
sTHHOM HcTopHcit aedopmarpn (em. [3, 11]). Oun cyuiecTBEHHO OTIUAIOTCS OT XOPOLIO H3BECTHOLO IIAC-
€4 CTALHOHAPHBIX BHCKO3UMETPHUYECKHMX TEUEHMH, NMOJIHOCTHIO XAPAKTEPHU3YEMBIX TPEMS MaTepHANILHBLIMU
dysExupuamu. K oTHM ABHMKEHUAM MOYKHO TIPHYHCIIATH HANPHMED Teuelusl, OCYLICCTBIISIEMbIE B OPTO-
roHansHoM peomerTpe Maxcpeiia, 6anaucupron peomerpe Ieneca u mpou.

B nepBoii yactu paHHoro o6G3opa HaNoXeHa ofLias TeopHs HEBUCKO3UMCTPHYECKHX Teueurit ¢ mo-
CTOSIHHOH HeTopuei fAedopmanuu. Bropas uacTe CoAepIyKUT aHANIMS PassIMYHLIX KJIACCOB TEUEHUH, B YacT-
HOCTH TEYEHHH, OCYLUECTBIAEMLIX B MPHO0OPaX, CO3NaHHLIX B Noclefnee Bpemst. bonee moapoduo obcyk-
ACHBI BOIMOMKHOCTY ONPEOENCHIS JUHAMMYECKNX DEOJIOTHUECKAX XapaKTepHCTHK M BIIMSAHIIA HOPMAb-
HbIX HANPSHKEHHH.

Summary
CERTAIN NON-VISCOMETRIC FLOWS OF VISCOELASTIC FLUIDS

Recent interests in various non-viscometric flows of viscoelastic fluids such as polymer melts and solu-
tions result from the progress made in the field of theoretical rheology as well as from the needs for inves-
tigation of more complicated flows in new rheometers. Among all non-viscometric flows of simple fluids
a particular position is filled by motions with constant stretch history — (cf. [3,11]). These motions differ
significantly from the well known class of steady viscometric flows, characterized entirely by three material
functions and include, among others, the types of flows realized in the Maxwell Orthogonal Rheometer,
the Kepes Balance Rheometer etc.

In the first part of our review the general theory of non-viscometric flows with constant stretch history
s outlined. The second part deals with various classes of flows, especially those occurring in the recently
constructed rheometers. The possibilities of determination of dynamic rheological characteristics as well
as normal stress effects are discussed in greater detail.
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