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1. Wstep

Zagadnienia lepkoplastyczno$ci wytonily si¢ gtéwnie z probleméw dynamicznych teorii
plastyczno$ci. Zaobserwowane réznice migdzy rezultatami teoretycznymi uzyskanymi za
pomoca metod teorii plastycznoéci a wynikami doswiadczalnymi zrodzily potrzebg
uwzglednienia efektéw reologicznych. Rezultaty badan eksperymentalnych wykazaty, ze
jednoczesne uwzglednienie wlasnosci plastycznych i reologicznych materiatu jest szczegdlnie
potrzebne przy opisie rozprzestrzeniania si¢ fal napreZenia oraz przy okre§laniu wytrzy-
matoéci konstrukcji poddanych obciazeniom dynamicznym.

Specyfika zagadnienia i skomplikowany charakter sprzg¢zenia efektéw reologicznych
i plastycznych wymagaja specjalnych metod opisu opartych na wnikliwej analizie fizyki
materialéw oraz wlasnych oryginalnych opiséw matematycznych.

Laczne traktowanie zjawisk reologicznych i zjawisk plastycznych stwarza jednak ogrom-
ne trudnoséci. Uwzglednienie lepkoéci materialu wprowadza zalezno$é standéw naprezenia
i odksztalcenia od czasu, natomiast wlasno$ci plastyczne materialu uzaleZniajg te stany
od drogi obcigzenia. Uwzgledniajac jednoczes$nie wladciwosci lepkie i plastyczne otrzymuje-
my wigc zalezno$¢ réwnan konstytutywnych od drogi i czasu.

Gléwnym celem obecnej pracy przegladowej jest dyskusja termodynamicznego opisu
materialéw sprezysto/lepkoplastycznych w oparciu o koncepcje parametréw wewnetrznych
przy zaloZeniu infinitezymalnych deformacji.

2. Opis deformacji i napre¢zenial)

2.1. Opis deformacji. Cialo 4 bedziemy traktowaé jako tréjwymiarowa réZniczkowalna roz-
maito$é, ktérej elementy X nazywaé bedziemy czasteczkami. Natomiast przez konfigu-

acj¢ x ciala & rozumieé bedziemy gladki homeomorfizm ciala & na obszar tréjwymiarowej
przestrzeni Euklidesa, tzn.

2.1) x=3X), X=yx'),

gdzie y~* oznacza odwzorowanie odwrotne do y. Punkt x = y(X) jest nazywany miejscem
zajmowanym przez czastke X.

 Por. C. Truesdell i W. Noll [40]."
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Ruchem ciala & nazywaé bedziemy jednoparametrowa rodzing konfiguracji y,, gdzie
rzeczywisty parametr ¢ bedziemy utozsamiaé z czasem. Mozemy wigc napisac

22 x = p(X) = 2(X, 1).

Punkt x = %(X, #) jest miejscem, w ktérym znajduje si¢ czastka X w chwili 1.

Chociaz ciala # nie nalezy utozsamiaé z jakakolwiek z jego konfiguracji przestrzennych,
to jednak obserwacji fizykalnych nie mozna na nim przeprowadzaé bez przypisania mu
jakiej§ wybranej konfiguracji. Z wielu wzgledéw dogodnic jest uwzgledniaé ten fakt
identyfikujac poszczegdlne czastki ciata przez podawanie ich potoZenia w jakiej$ konkret-
nej, ustalonej konfiguracji. Te ustalona konfiguracje bedziemy nazywaé konfiguracja od-
niesienia i oznaczaé przez #. Konfiguracja odniesienia £ moze by¢ jedng z pozycji zajmo-
wanych przez cialo w czasie jego ruchu. Miejsce czastki X w konfiguracji odniesienia £
okreslone bedzie przez

(2.3) - X = &(X).

Przypiszemy czastce pewien uklad wspblrzednych X%, ktéry bedziemy nazywaé ukladem
wspllrzednych materialnych. Wtedy rownanie (2.3) moze byé napisane nastgpujaco:

2.4) X =R Iub X*= B %X).

Réwnanie (2.4), definiuje uktad wspdirzednych; w ten sposéb czastka X i jej miejsce
X = #(X) w konfiguracji odniesienia maja te same wspdirzedne X Dzigki temu réwnanie
(2.2) opisujace ruch ciata # mozemy napisa¢ w postaci

@.5) x = 2(A(X), £) = 1 (X, ).

Réwnanie to opisuje rodzing konfiguracji ciata w stosunku do konfiguracji odniesienia.

Odnoénie do rozpatrywanego ruchu przyjmujemy nastepujgce aksjomaty:

1) aksjomat cigglo$ci wymagajacy, aby funkcja ruchu i funkcja odwrotna miata ciagle
pochodne dowolnego rzedu, tzn. funkcje 4* i ¥~ s3 dowolng liczbe razy rézniczkowalne;

2) aksjomat o nieprzenikalno$ci materii, ktéry wymaga, aby funkcja (2.5) byla funkcja
jednowartosciows.

Jezeli mamy okreélona funkeje ruchu (2.5), to dowolny obiekt geometryczny A zalezny
od czasu i charakteryzujacy pewne pole moze byé rozpatrywany jako funkcja A(X, 1)
czastki i czasu Jub jako funkcja A(x, t) miejsca i czasu, Zmienne X i f nazywamy zmiennymi
materialnymi, a zmienne x i ¢ zmiennymi przestrzennymi.

Predkos$cia x nazywamy predkoéé zmiany polozenia czastki w czasie ruchu i definiujemy
ja nastepujaco:

0
2.6 k:L— xt] .
( ) at X( ) X=const
Podobnie zdefiniujemy przyépieszenie jako
. 0%
(2.7) X = IZF X(X, t)] .
t X =const

Réwnanie (2.5), ktére okreSla rodzing konfiguracji ciata w stosunku do konfiguracji
odniesienia £, mozemy réwnieZ interpretowaé jako rodzine deformacji w stosunku do kon-
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figuracji odniesienia, przy czym stowo deformacja oznacza zaréwno zmiany ksztattu, jak
i orientacji ciala w przestrzeni.
‘Gradient deformacji zdefiniowany nastepujaco

2.8) Vy = 3y (X, £)/0X :

opisuje wszystkie lokalne wlasnoéci deformacji, dlatego nazywany jest podstawowa miarg
deformacii.
Wektor przemieszczenia u jest okre$lony réwnaniem

2.9) n=x—X=y(X,1H—X.
Obliczmy nastepnie gradient przemieszczenia
< (2.10) Vu=VX(X, )1,

gdzie 1 oznacza tensor fundamentalny. Réwnanie (2.10) pozwala na wyciagniecie wniosku,
7e gradient przemieszczenia Vu moze by¢ réwniez traktowany jako podstawowa miara
deformacji. _

Zdefiniujmy tensor odksztalcenia infinitezymalnego w spos6b nastepujacy

@1 E = 2 (VuVu"),

przy zatozeniu, ze gradient przemieszczenia Vu jest wielkoécig 1‘na}ac dla dowolnego czasu
t €[0, o), tzn. spetniony jest warunek
(2.12) o<1, jezeli &= sup |Vu(®).

1€(0,00]

Bedziemy nastepnie rozwazaé funkcje zalezne od czasu ¢ i okreslone przez Vu(t) oraz
majace wiasno$¢, ze dla kazdego ¢ € (0, c0) ich bezwzgledna warto$¢ jest mnigjsza niz
Cé", gdzie C jest dowolng staly. Kazda taka funkcje bedziemy oznaczali symb_olem okre-
8lajacym O(d"). Jezli mamy na przyklad dowolng funkcje @(#) okre$long przez gradient
przemieszczenia Vu(t), to bedziemy mowili, Ze funkcja ta jest rzedu O(8") i pisali

(2.13) ¢ =0,
jezeli
(2.14) lp@F=Co" dla  te[0, o0).

YLatwo zauwazymy, ze zdefiniowany za pomocy zwiazku (2.11) tensor odksztalcenia
infinitezymalnego jest wielkoScig rzedu O(9).

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé tylko takie procesy deformacji, ktére spetniaja
warunek (2.12).

2.2. Opis naprezenia. Dotychczas zajmowali$my si¢ tylko kinematyka ruchu ciat. Obecnie
musimy si¢ zastanowi¢ nad przyczynami ruchu. W tym celu zanalizujemy rézne rodzaje
sit dzialajagcych na rozpatrywane cialo 4.

Zatoézmy, ze mamy dane ciato £ i jego ruch. Ruch ciala jest spowodowany dziataniem
sit zewnetrznych. Sity zewnetrzne dziela si¢ na dwie grupy: na sity masowe i sity kontaktowe
nazywane czesto sitami powierzchniowymi.
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W rozwazaniach naszych bedziemy pomijaé dziatanie momentéw masowych i naprezen
momentowych.

Zdefiniujemy najpierw pojecie sity masowej. Niech w kazdej chwili ¢ okreslone bedzie
pole wektorowe b(x, t). Pole to nazywaé bedziemy gestoscia sity masowej na jednostke
masy. Wektor F,(#) okre$lony przez calke objgtosciowq

(2.15) Fy(?) = f bodv
Ld

wzieta po calej objetosci czesci 2 ciala & w konfiguracii y, nazywa si¢ wypadkowa zewnetrz-
nych sit masowych dziatajacych na czg§é & ciala 4.

Sily kontaktowe albo powierzchniowe zdefiniujemy nastgpujaco. Niech w kazdej
chwili ¢ na powierzchni 842 ograniczajacej pewna czg§é & ciata & zdefiniowane bedzie pole
wektorowe t(x, #). Nazywaé je bedziemy gestoécia sity kontaktowej albo powierzchniowej,
Pole to prosciej bedziemy nazywaé wektorem napreZenia dziatajacym na cze$é 2 ciala 4.
Wypadkowa sita kontaktowa F,(#) dzialajaca na 2 w chwili ¢ okre$lona jest przez catke
powierzchniowa

(2.16) F@) = [1t(x,P)da,

il

liczona po powierzchni 42 w konfiguracji y,.

Zatbézmy, ze istnieje funkcja wektorowa t(x, n), zdefiniowana dla wszystkich punktéw x
w ciele # i1 dla wszystkich wektoréw jednostkowych n, taka, Ze naprezenie dzialajace na
dowolna czgé¢ £ ciata @ okreéla funkcja

(2.17) Hx,?) =t(x. n),

gdzie n jest zewnetrznym, jednostkowym wektorem normalnym w punkcie x na powierz-
chni ograniczajacej 2. Wektor t(x, n) jest nazywany wektorem napre¢Zenia w punkcie x
dzialajacym na zorientowany element powierzchni o normalnej n. Wprowadzajac odpowied-
nie warunki ciggloéci udowodni¢ mozemy istnienie tensorowego pola naprezenia T, takiego
ze wektor naprezenia t(x, n) moze byé wyrazony za pomocy tensora T(x, t) nastepujaco:

(2.18) t(x,n) = T(x, )n.

Tensor T(x,t) jest nazywany tensorem napre¢zenia Cauchy’ego. Czesto wygodnie jest
postugiwac si¢ inng miarg napreZenia zdefiniowana wyrazeniem

(2.19) Ta = det(Vy) (V) T(Vy~H)T.

Tensor Ty nazywany jest drugim tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa.

W przypadku spetnienia warunku (2.12) tzn. kiedy proces deformacji prowadzi do
nieskonczenie malych odksztalcen tensor naprezenia Cauchy’ego 7T'i drugi tensor naprezenia
Pioli-Kirchhoffa Ty sa nierozréznialne, tzn.

(2.20) T= Ta.
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3. Podstawowe zasady mechaniki i termodynamiki

3.1, Zasada zachowania pedu i momentu pedu®. W celu sformulowania podstawowych zasad
mechaniki wprowadzimy definicj¢ sily i momentu dziatajacych na ciato # o objetosci 2.
Wielkosci te sa nastgpujacymi wektorami:

G.1) F= [dF, M= [(pxdF+am),
P &

gdzie dF i dM sg odpowiednio elementarna sita i elementarnym momentem dziatajacym
na jednostkowy element objetosci ciata. Réwnanie (3.1), jest odniesione do poczatku
uktadu, w ktérym okreSlony jest promien wektora p. Symbol x oznacza iloczyn wektorowy
wektoréw p i dF.

Wielkoéci F i M sa znane a priori dla danego ciala i sa takie same dla wszystkich
obserwatorow.

Oznaczmy przez P ped, a przez H moment pedu wzgledem poczatku ukiadu ciata %.

Podstawowe prawa mechaniki klasycznej, nazywane prawami Eulera, moga byé wy-
razone wzorami

(3.2) F=P, M=H

stusznymi dla dowolnego ciata #. Te dwa réwnania opisuja odpowiednio zasadg¢ zachowa-
nia pedu i zasad¢ zachowania momentu pedu.

Wielkoéci F'i M przedstawiaja obciazenie ciata 8, podczas gdy wielkoéci P i Hw dowol-
nym ukladzie odniesienia sa reakcja ciala wywolana dzialaniem obcigZenia Fi M.

Prawa Bulera moga by¢ ogblnie wystowione w postaci nastgpujacego stwierdzenia:
w ukladzie inercjalnym reakcja dowolnego ciafa jest réwna dzialajacemu na nie obcigZeniu.

Korzystajac z analizy sit dzialajacych na ciato, przeprowadzonej w p. 2.2 moZemy
napisac

3.3) F= ft(x, n)da-- fbgdfu =%fﬁgdv:}",
~ b é é
34 M= fpxt(x, n)da-+ f(pxb)gdv :-gt— f(_pxiJ)gdv = H.
0P @ &

3.2. Podstawowe prawa Cauchy’ego. Wykorzystujac definicje tensora naprezenia (2.17), defi-
nicj¢ przyspieszenia ¥ (2.7) oraz postugujac sie przeksztalceniem Greena

35 [divTav = [ Tnda,
Ed Ed

dostajemy z (3.3) zaleznosé
(3.6) . divT —ox = —pb,

spetniong w kazdym punkcie rozpatrywanego ciala 4.

® Wyczerpujace omowienie zasad mechaniki mozna znalezé w monografii C. Truesdella i R. Toupina
{391; por. rowniez A.B. Green i W. Zerna [9],
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Réwnanie (3.6) jest pierwszym prawem ruchu Cauchy’ego i wyraza dostateczny i wy-
starczajacy warunek dla zachowania zasady pedu. W reprezentacji kontrawariantnej
rownanie (3.6) ma postac

(37) Tkm, m—Q}k = _Qbk

Postepujac podobnie z roéwnaniem (3.4) i uwzgledniajac réwnanie (3.6) dostajemy
nastepujacy rezultat:

(3.8) T = TT, Tklll — ka

spetniony w kazdym punkcie ciala 2.

Réwnanie (3.8) wyraza drugie prawo ruchu Cauchy’ego. Prawo to moze byé wypo-
wiedziane nastepujaco: koniecznym i wystarczajacym warunkiem spetnienia zasady zacho-
wania momentu pedu w ciele, dla ktérego spetniona jest zasada zachowania pedu, jest
symetryczno$¢ tensorowa naprezenia.

3.3. Niezmienniki tensora naprezenia. Drugie prawo ruchu Cauchy’ego wymaga, aby tensor na-
prezenia T byl symetryczny. To zapewnia istnienie trzech rzeczywistych liczb, nazywanych
naprezeniami gléwnymi oraz istnienie trzech rzeczywistych ortogonalnych kierunkdw
gtownych, ktore okreslaja glowne osie naprezenia.

Niezmienniki tensora naprezenia Ip, Iy, III} sa zdefiniowane jako wspétczynniki
nastepujacego wielomianu wzgledem A

(3.9) det(A14+T) = A3 |- Ip A - 113 A3 11Ty,
Jezeli przez ¢, oznaczamy naprezenia gtdwne, to mamy proste zwiazki:

(3.10) Ir = o0,403-0s, Ilp=0,0,}0,03-+030,, Illy = 010,03,

3.4. Pierwsza zasada termodynamiki. Rozwazmy ruch ciata # o objetosci 2 ograniczonej po-
wierzchnia 0%, Oznaczamy przez A energi¢ kinetyczng ciata podczas jego ruchu, a przez &
jego energi¢ wewnetrzng. Nastepnie przyjmiemy, ze do ciala & dostarczona jest energia
mechaniczna na skutek dziatania na ciato ukfadu sit oraz energia niemechaniczna za po-
$rednictwem przeplywu ciepla i promieniowania. Catkowita moc mechaniczna oznaczymy
przez ¥, a catkowita moc niemechaniczna przez Q.

Zasada zachowania energii dla ciata & moze byé wyrazona przez nastgpujace réwnanie:

(3.11) H+E=W+0.

Prawo (3.11) jest nazywane czesto pierwsza zasada termodynamiki, ktéra mozna
wypowiedzie¢ nastepujaco: zmiana calkowitej energii ciala # w czasie jest spowodowana
przyrostem pracy dostarczonej do ciata przez Zrdédla mechaniczné i niemechaniczne.

Dla ofrodka ciagtego moc mechaniczna bedzie réwna sumie predkos$ci zmiany pracy
sit powierzchniowych dziatajacych na powierzchni 99 ciata & oraz predkoéci zmiany pracy
sit masowych wewnatrz calej objetosci 2 ciala %. Mozemy napisaé

(3.12) # = [Tnidat [ b-sedo.
L J:d
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Natomiast moc niemechaniczna spowodowana jest przeplywem strumienia ciepla g

przez powierzchnig ciata % oraz predkoscia zmiany energii promieniowania r na jednostke
masy i moze by¢ wyrazona nastqujqco:

(3.13) 0= fqnda—l— frgdv = fdiquv+ frgdv.
07 @ # o

Energia wewngtrzna & ciala B moze by¢ wyrazona za pomocg wiasciwej energii wewnetrz-
nej £ odniesionej do jednostkowej masy w postaci calki

(3.14) & = fsgdv.
&
Obliczamy wreszcie energie kinetyczng 4 ciala %
i .
(3.15) A = 5 fngd'o,
&
gdzie przez X* rozumiemy iloczyn skalarowy X- .
Dla obszaréw, w ktorych T, x i ¢ sa funkcjami klasy C', tzn. sa cu}g{e wraz ze swymi

pierwszymi pochodnymi, podezas gdy ¥, i r sq funkcjami klasy C°, tzn. ciaglymi, po wy-
korzystaniu tozsamo$ci

(3.16) [Tn-xda = [[divT-5+tr(TE)do,
0P

@

gdzie E jest tensorem predkosci odksztalcenia, mozemy napisad

(3.17) 0% x+0é = divT-%+tr(TE)+ob-x +divg+or.

Nalezy zaznaczy¢, ze przy rézniczkowaniu materialnym wyrazen na energie wewnetrzng

(3.14) i energie kinetyczna (3.15) uwzgledniliémy zasade zachowania masy wyrazong
zwigzkiem

(3.18) »j—r(gdv) = 0, .
ktéry w przypadku odksztalcen infinitezymalnych ma postaé
(3.19) . m=e

Napiszemy réwnanie (3.17) w nastgpujgcej postaci:
(3.20) (0% —divT—gb) - % = tr(TE)—divg—gé +ro.
Uwzgledniajac w (3.20) pierwsze prawo ruchu Cauchy’ego dostaniemy
(3.21) tr(TE)—divg—eé = —rp.

Otrzymane réwnanie jest spelnione w. kazdym punkcie materialnym X ciala 4. Jest to
rézniczkowa posta¢ réwnania zachowania energii. _

3.5. Druga zasada termodypamiki®). Oznaczmy przez ¢ = 9(X, t) lokalna temperaturg, ktora
bedziemy przyjmowali jako zawsze dodatnia, & > 0, tzn. moze byé np. mierzona w skali
bezwzglgdnej. Wprowadzmy nastepnie funkcje 7 = n(X, ), ktéra bedziemy nazywaé
wladciwg entropig na jednostke masy.

3 Por. B.D, Coleman.i W. Noll [1].
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Uwazajac ¢/9 za wektorowy strumief entropii spowodowany przeptywem ciepta i /)
za skalarowg predko$¢ dostarczania entropii na skutek promieniowania, mozemy zdcfmlo-
wa¢ predko$é powstawania entropii w czesci & ciata # jako

g_ 9 | X .
(3.22) E=t fndm fﬁder f{)q nda,
P & 0P

gdzie dm jest elementem masy w & w konfiguracji y,.

Nalezy zwrécié uwage na znak ostatniej catki w réwnaniu (3.22). Jezeli wektor strumie-
nia przepltywu ciata ¢ jest skierowany do wewnatrz ciata, to ze wzgledu na to, Ze jednostko-
wy wektor normalny skierowany jest na zewnatrz powierzchni 2 elementu £, znak anali-
zowanej catki bedzie ujemny. W przypadku przeciwnym, kiedy odbieramy od ciala 4 ciepto,
znak tej catki bedzie dodatni.

Przy odpowiednich zatozeniach regularnoéci réwnanie (3.22) mozna zapisaé w postaci

(3.23) . g = [ tam,
o
gdzie
1
(3.24) £=n——+ le(q/ﬁ)—n ﬁ+ leq 924'Vﬂ

jest wiasciwa predkoscia powstawama entropii.

Druga zasade termodynamiki mozna $cifle matematycznie sprecyzowal w postam
nastepujacego postulatu:

Dla kazdego dopuszczalnego procesu termodynamicznego w ciele #Z nastgpujaca nie-
réwnosé musi byé spetniona w kazdej chwili czasu ¢ 1 dla wszystkich czeéci 2 ciala &
(3.25) ' E=0. '

Scista definicje dopuszczalnego procesu termodynamicznego podamy w nastepnym
rozdziale.

Nierédwnoé¢ (3.25) jest nazywana nieréwnos$cia Clausiusa~Duhema. Jak si¢ przekonamy
w nastgpnych punktach podstawowy postulat wyrazajacy druga zasadg termodynamiki
bedzie nakladal pewne ograniczenia na uklad réwnan konstytutywnych opisujacych
rozwazany material.

Aby nieréwno$¢ (3.25) byta spzilniona dla wszystkich cze$ci & ciala &, warunkiem
koniecznym i wystarczajacym bedzie
(3.26) £>0
w kazdej czastce X ciata 8.

Dla kazdego procesu termodynamicznego zasada zachowanla energii (3.21) pozwala
na napisanie (3.24) w postaci

. 1 . 1

&

9
Wprowadzimy obecnie jeszcze jedna nowa wielko$é, mianowicie wlaSciwg energig

swobodna . Funkej¢ (X, ¢) zdefiniujemy nastepujacym réwnaniem

(3.28) Y = e—nd.

Funkcja v jest czgsto nazywana swobodna energia Helmholtza na jednostke masy.
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Zrézniczkujemy materialnie réwnanie (3.19). Dostaniemy zalezno$é
(3.29) P = s—dn—dn.
Uwzgledniajac, ze & > 0 na podstawie (3.29) mozemy zwigzek (3.27) napisadé jako réwna-
nie

N DT
(3.30) 96 = — P+ — tr(TE)—pi—— 4. V5.

1
o
4. Termodynamijczna teoria materialu reologicznego z wewnetrznymi zmianami strukturalnymi

Bedziemy rozwazac cialo 9, ktére moze byé deformowane i przewodzié cieplo. Celem
naszym bedzie opis dysypacji w takim ciele. Chcac ja blizej scharakteryzowaé musimy zde-
cydowad sig, jaki materiat bedziemy przypisywaé cialu &. Praktyka bowiem wykazuje, Ze
dwa fizykalne ciata o identycznym ksztalcie i rozkladzie masy moga zachowywa¢ si¢ zupel-
nie inaczej pod wplywem takich samych obciagZzen. Roznica ta spowodowana jest tym, ze
ciala te sa z innych materiatéw. Material ciata jest zdefiniowany zalozeniem konstytutyw-
nym, ktére jest ograniczeniem natozonym na procesy termodynamiczne dla ciata @ i ktére
‘wyraza zasadg determinizmu. W punkcie tym chcemy opisaé szeroka klasg materialéw,
ktore nazywaliSmy materiatami reologicznymi z wewnetrznymi zmianami strukturalnymi.
Sa to materialy, ktére przed uplastycznieniem charakteryzujg si¢ wiasciwo$ciami reologicz-
nymi, a po osiagnigciu stanu plastycznego moga podlegaé odksztalceniom trwatym.
Odksztalcenia te, nazywane odksztatceniami plastycznymi, wywoluja w materiale wew-
netrzne zmiany strukturalne. Nalezy jednak podkreélié, ze charakter procesu deformacji
plastycznych bedzie w duzym stopniu zalezny od tego czy rozwazane obciaZenia, ktére
wywoluja plastyczne plynigcie, sa statyczne czy dynamiczne. ObciaZzenia dynamiczne
wywotuja zwykle proces odksztalcenni plastycznych zaleznych od predkosci deformacii.

Termodynamiczny opis materialéw reologicznych z wewngtrznymi zmianami struktu-
ralnymi oprzemy na koncepcji wprowadzenia parametréw wewngtrznych®.

Aby zdefiniowaé parametry wewngtrzne i oméwié ich role musimy podaé réZnicg
migdzy procesem termodynamicznym odwracalnym i procesem termodynamicznym nie-
odwracalnym. Makroskopowy proces termodynamiczny bedziemy nazywaé odwracalnym
jesli mozliwe jest przywrdcenie stanu poczatkowego ukiadu i otoczenia. Proces termody-
namiczny nie spetniajacy tych warunkéw nazwiemy nieodwracalnym.

Zmienne stuzace do petnego zdefiniowania ciata & podczas odwracalnego procesu
termodynamicznego nazywamy zmiennymi stanu. W procesie termodynamicznym nie-
odwracalnym aktualne warto$ci zmiennych stanu s3 niewystarczajace, aby opisaé stan
ciala 4. Tak wigc, w celu pelnego opisu stanu ciata & podczas nieodwracalnego procesu
termodynamicznego wymagane sa dodatkowe zmienne, kt6re mogtyby jednoznacznie

4 Opis dysypacji materiatu za pomoca parametréw wewngtrznych zostat szeroko oméwiony w pracach
B.D. Colemana i M. E. Gurtina [3] oraz przez K. C. Valanisa [41, 42]. Inny opis dysypacji materiatu wy-
korzystujacy zanikajaca pamieé materiatu podany zostat przez B. D. Colemana (2], B. D. Colemana i V. J.
Mizela [4], M. E. Gurtina i A. C. Pipkina [11] oraz J. Meixnera {20].

8 Mechanika Teoretyczna
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opisa¢ wewnetrzng dysypacje materiatu. Te dodatkowe zmienne nazywaé bgdziemy para-
metrami wewnetrznymi®,

W przypadku materialu reologicznego z wewngtrznymi zmianami strukturalnymi
sa dwie jako$ciowo rozne przyézyny wewnetrznej dysypacji materiatu. Przyczyng pierwsza
sa efekty lepkie materialu, a drugg wewngtrzne zmiany strukturalne zachodzace podczas
deformacji plastycznych. W celu jednoczesnego opisu obydwu przyczyn dysypacji wpro-
wadzimy dwie jakosciowo rozne grupy parametréw wewngtrznych.

Bedziemy rozwazaé tylko infinitezymalne odksztalcenia ciala 4 spelniajace warunek
(2.12). Dzigki temu opis deformacji ulegnie istotnemu uproszczeniu. Warunek (2.12)
pozwala rozdzieli¢ addytywnie calkowite odksztalcenie E na odksztalcenie sprezysto-
lepkie i odksztaicenie niesprezyste o charakterze trwatym (plastycznym) P, tzn.

(4.1) E=V+P.

Proces termodynamiczny dla ciala & jest opisany ukladem funkcji zaleznych od cza-
steczki X i czasu f, tzn.

4.2) ‘ {A*(x, 1), H(x,0, a(x1), o)}
Funkcja A* reprezentuje pare¢ odksztalcenie-temperatura
4.3) A* = {E, §}.

Czesto méwimy, Ze A* opisuje konfiguracje lokalng temperaturowo-deformacyjng cza-
steczki X. Funkcja II reprezentuje zmienne zalezne

“4.4) : I ={p,n,T, q},

gdzie y oznacza wiasciwg energie swobodna na jednostke masy, n wlasciwa entropie,

T tensor napreZenia i ¢ wektor strumienia ciepta odniesiony do jednostkowej powierzchni

w konfiguracji odniesienia %. Funkcje « i w reprezentuja dwie grupy parametréw wewngtrz-

nych®. Pierwsza grupa o jest wprowadzona w celu opisu efektéw reologicznych, a druga o

w celu opisu zmian strukturalnych zachodzacych podczas deformacji plastycznych,
Postulujemy, ze

(4.5) a—ad j=1,2,..,m,
gdzie o) dla j =1, 2, ..., m sa skalarami, natomiast
(4.6) o=1{x P, T, =12 .,n,

gdzie » reprezentuje skalarowy parametr wzmocnienia izotropowego, P oznacza zdefi-
niowany za pomoca zwiazku (4.1) infinitezymalny tensor odksztalcenia niespr¢Zystego
o charakterze trwalym (plastycznym) i I (i =1, 2, ..., n) sa symetrycznymi tensorami
drugiego rzedu opisujacymi rozktad dyslokacji.

W zdefiniowanym powyzej procesie termodynamicznym dla ciala % nie wystepuja
dwie funkcje, mianowicie funkcja sity masowej, &(X, t) i funkcja okre§lajaca predkosé
dostarczania ciepla na jednostke masy r (X, t). Poniewaz jednak kazdy proces termodyna-
miczny powinien by¢ zgodny z prawami mechaniki i termodynamiki, stad spelnienie

* Definicj¢ t¢ podat K. C. Valanis [42].
$) Koncepcja ta zostala przedstawiona w pracach {34, 35], por. réwniez {25, 32, 33, 15 i 16).
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pierwszego réwnania ruchu Cauchy’ego (3.6) determinuje gestoéé sity masowej b, a spet-
nienie pierwszego prawa termodynamiki (3.21) okreéla funkeje r.

Warto zauwazyé, ze para odksztalcenie-temperatura A* = {E, &} reprezentuje termo-
dynamiczne zmienne stanu. Ze wzgledu na zalezno$¢ (4.1) oraz na wprowadzenie drugiej
grupy parametréw wewngtrznych o w postaci (4.6) mozemy przyjaé w celu wygody jako
termodynamiczne zmienne stanu nowa parg
(4.7 A ={V,9},
gdzie ¥ oznacza infinitezymalne odksztalcenie sprezysto-lepkie zdefiniowane zaleznoscia
4.1).

WprowadZmy pojgcie czasteczki uogdlnionej p, ktéra jest zdefiniowana nastgpujaco
(por. WANG [43]):

1. Jest opisana za pomoca funkcji
(4.8) gt) = {4, V¥; o, w};

2. Wyposazona jest w uklad funkcji konstytutywnych L = {¥, N, T, 0}, 4 = {4},
i=12...,m Q= {(KG,ZD}, i=1,2,..,n definiujacych material w czasteczce X
za pomocg réwnan

@) = L(g (),
(4.9) a(r) = A(g (1),
' w(t) = (g (M),

gdzie ¥ oznacza funkcj¢ konstytutywna energii swobodnej, N entropii, T napre¢Zenia,
Q strumienia ciepla, funkcje 4% okres$laja predko$¢ zmiany parametréw ol dla j=1, 2,...
..., m, K okreSla predko$¢ zmiany parametru wzmocnienia izotropowego, G predkosé
zmiany tensora odksztalcenia niesprezystego 1 Z() predkoéé zmiany tensoréw opisujacych
rozktad dyslokacji i=1, 2, ..., n).
Proces termodynamiczny {A4,II,«, w} spelniajacy réwnania konstytutywne (4.9)
w kazdej czasteczce uogblnionej p ciala & bedziemy nazywaé dopuszczalnym procesem
termodynamicznym. 4
Dopuszczalny proces termodynamiczny {4, IT, «, w} powinien by¢ zgodny z drugim
prawem termodynamiki. Musimy zazgdaé, aby proces ten spelniat postulat termodyna-
" miczny (3.25). Jest to réwnowazne spelnieniu nastepujacej nieréwnosci [por. z (3.26)

i (3.30)]:
. 1 . 1
(4.10) —p—nd+ —tr(TE) — —¢q-V# > 0
vt (TE) P =

w kazdej czasteczce uogélnionej p w ciele 2.

W celu zbadania ograniczef jakie nakiada postulat termodynamiczny zaldzmy, Ze
bedziemy rozwazaé tylko taki material i takie procesy, dla ktérych funkcja konstytutywna
energii swobodnej ¥ jest rézniczkowalna wzgledem g(z).

Obliczmy

@11) Q) = tr 3y PP) +- 0y Wi +03 W VB +
+ Z Ou WAl -0, W 5 +tr (0, WP) + Ztr[ap(i)y’ﬁm]-
=1 =1

8*
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Podstawiajac rezultat (4.11) do nieréwnosci (4.10) otrzymujemy

(12) LT )1 O +1) D—bes T D oy Vi
Jj=1
—0,Wr—tr (3P‘J‘/—lT)P— %tr[é) (,')g/j—'(')] ——._1._ V9~ 0
X ' Q =~ r Qﬂq =

Wybierajac dowolnie wielkoSci v, $i V& mozna wykaiaé, ze zawsze potrafimy okresli¢
dopuszczalny proces termodynamiczny w ciele 4.
Spelnienie nieréwnosci termodynamicznej (4.10) daje nastgpujace rezultaty:

aVSW = 07
T(1) = 09y ¥ (g*(1)),
N(t) = —dP(g*1),

(4.13) Z&a(j)llyolm—l—a,,?’;}—f—tr [<3PW—%T) P]—|—
=

n . ]
+ Y oo PO TR
i=1 -
gdzie
(4.14) : g¥(t) = {4; o, w}.

Zdefiniujmy funkcje opisujaca dysypacje wewngtrzna materialu w sposob nastepujacy:

_ _ N y (J)]
@15  o=o0,+0,= —5{[% OuhH P AD [+

+ [ax WK 4ir (a,, v % T) G+ 2 tr (3,0 ‘}’Z(‘))]}.
Po podstawieniu (4.15) do nier6wnosci og6lnej dysypacji (4.13), otrzymamy
1

W przypadku jednorodnego rozkiadu temperatury w catym ciele # mamy Vé=0
i wtedy nieréwnos¢ ogdlnej dysypacji przybiera postaé nierdwnoSci dysypacji wewngtrznej

4.17) c=0.
Zatdzmy nastepnie, ze wewnetrzne zmiany strukturalne zachodza tylko podczas de-

formacji plastycznych, tzn. wtedy kiedy P#0. Warunek ten bedzie spetniony dla naszego
opisu jezell przyjmiemy?

(4.18) CK=u[J(g®)P], ZO =SsD(g®)IP].

7 Ogdlniejszy opis parametrow wewngtrznych I') wprowadzili J, Kratochvil i O. W. Dillon [16].



TERMODYNAMICZNA, INFINITEZYMALNA TEORIA LEPKOPLASTYCZNOSCI 293

Zalozenie to implikuje, ze dysypacja wewnetrzna jest okreslona zaleznoécia

419 o= —%{[2 8a(1>‘.f’A<’)] +tr [(a,‘lJJJ+aP¥/_ay5r/+ Z:ap(i)g/s(i)) G]}

5. Material sprezysto/lepkoplastyczny

Zajmiemy sie obecnie opisem materiatu, ktéry przed uplastycznieniem posiada wia$ci-
wosci reologiczne, a po uplastycznieniu sprezysto/lepkoplastyczne (por. [34 i 35]). Wyko-
rzystamy w tym celu poprzednie rezultaty otrzymane dla materiatu reologicznego z we-
wnetrznymi zmianami strukturalnymi.

Z wzoru na dysypacje wewnetrzng widzimy, Ze funkcja G, ktéra opisuje predkosé
zmiany tensora deformacji niesprezystej odgrywa decydujaca role w teorii materiatu
z wewnetrznymi zmianami strukturalnymi.

. Rezultaty badan eksperymentalnych w zakresie dynamicznych wlaSciwosci materia-
16w wskazuja, ze podstawows przyczyng réznego zachowania si¢ materialu podczas dyna-
micznego i statycznego obcigzenia jest wrazliwo$é materiatu na predko$é deformaciji i zmia-
ny temperatury. Efekty predkosci odksztalcenia i zmian temperatury moga byé uwzglednio-
ne w ramach lepkoplastyczno$ci. Ogélnie przyjmuje si¢ w lepkoplastycznosci, ze predkosé
odksztaltcenia nieprezystego P jest funkcja nadwyzki napr¢Zenia nad stan quasi-statycz-
nego uplastycznienia. To zaloZenie jest umotywowane fizykalna teoria ruchu dyslokacji
dla materialéw krystalicznych bazujaca na procesach termicznych aktywaciji.

Materiat reologiczny z wewngtrznymi zmianami strukturalnymi przed uplastycznie-
niem ma wiasciwoéei lepkie, stad poczatkowy warunek quasi-statycznego uplastycznienia
powinien zaleze¢ od efektéw pamigci. Efekty te sa opisane przez parametry wewnetrzne
a¥), Tak wiec, quasi-statyczny warunek uplastycznienia moze byé zdefiniowany naste-
pujaco

(5.D F(A@); a(), w(t)

).__f(T,'l?;(X(”,P, F(t)) —1
- %

3

gdzie parametr wzmocnienia izotropowego » zdefiniowany jest réwnaniami (4.9); 1 (4.18),,
a tensory rozkladu dyslokacji réwnaniami (4.9); 1 (4.18),.

Postulujemy, Zze nastepujace rownanie rézniczkowe determinuje wewngtrzny parametr P
dla materiatu sprezysto/lepkoplastycznego:

(5.2) P(t) = y @) (DF)HM(T, 9, V80, w),
gdzie y(9) jest zaleznym od temperatury wspéiczynnikiem lepkoéci materiatu, Bezwymia-
rowa funkcja (@%) moze byé tak dobrana aby reprezentowala rezuitaty badan dotyczace
dynamicznego zachowania si¢ materialu. Odpowiedni wybdr funkcji @(F) pozwoli opisaé
wplyw predkoséci odksztalcenia i temperatury na granicg plastycznoéci materiatu, Symbol
{D(F)> jest zdefiniowany nastgpujaco:

dla £ <0,

0
(-3 (@EF) = {@(5’) dla & >0.

Przez M oznaczyliémy symetryczny tensor drugiego rzedu.
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Zatozenie konstytutywne (5.2) dla # > 0 prowadzi do nastepujacego dynamicznego
kryterium plastycznoéci

(5.4) 'ﬂﬁﬂuWhRIW):x%+¢“F%%%fGMﬁY”1}

Zwiazek (5.4) moze byé interpretowany jako opis aktualnej zmiany powierzchni plyniecia
w czasie procesu termodynamicznego. Zmiana ta jest wywolana efektami wzmocnienia,
wplywem predkosci odksztalcenia i temperatury na granice plastyczno$ci materiatu oraz
efektami lepkosci. Warto podkreslié, ze zwiazek (5.4) stanowi baze 'dla badan ekspery-
mentalnych.

Uwzgledniajac zaloZenia (4.9), (4.18) oraz (5.2) dostajemy nastepujace réwnania
rézniczkowe opisujace parametry wewngtrzne » i 1’9, i = 1,2, ..., n:

(1) = y (N <DPF) r[I(g () M (g(1))],

-3 10(t) = y () D)y SO(e (0) [M (2())].

Wykorzystujac poprzednie rezultaty dla materiatéw reologicznych z wewnetrznymi
zmianami strukturalnymi i wprowadzone zaloZenia konstytutywne mozemy napisaé pelny
uklad réwnan konstytutywnych dla materiatu sprezysto/lepkoplastycznego w postaci:

7)) =¥(g*®),
T(t) = 03y ¥ (g*(¥)),
n(t) = —d, ¥ (g*(1)),
q() = 0(g®),
a(t) = AD(g(1)),
%(1) =y N LDFD [T ()M (e (1)),

P =y (DF)M(z(),
1Oty =y () <BF)y SO (g (1) [M (g ()]

(5.6)

Z uktadu réwnan konstytutywnych (5.6) widzimy, Zze material sprezysto/lepkopla-
styczny jest opisany w procesie termodynamicznym nastepujgcymi funkcjami konstytu-
tywnymi: ¥, 0, AV, O(F), M,J, SO oraz wspbiczynnikiem vy ().

Wszystkie réwnania konstytutywne (5.6)s_s opisujace wewnetrzne parametry. ot’),
#, P, I'® zalezg od zmiany skali czasu. Réwnania rézniczkowe dla parametréw wewngtrz-
nych a? opisuja efekty lepkie, a réwnania rézniczkowe dla parametréw wewnetrznych x,
P, I'™ opisujg efekty lepkoplastyczne. Réwnania te jednoczeénie pokazuja, Ze obecna
teoria materiatu sprezysto/lepkoplastycznego uwzglednia historie odksztalcenia ¥V, tem-
peratury ¥ i gradientu temperatury V4. Jest to spowodowane faktem, ze w celu scalko-
wania réwnan (5.6)s_s 1 okreSlenia aktualnych warto$ci parametréw wewngtrznych
a(2), %(2), P(1), ['"(t) w czasteczce X w ciele B musimy zna¢ wartoci poczatkowe o,
%o, Po, I'$) oraz catkowite historie ¥, 9 i V.
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Dysypacja wewngtrzna materialu sprezysto/lepkoplastycznego jest okre§lona w spo-
séb nastepujacy

BT o= —%{[fj fau)?’A(“] +y (N {D(F)>tr [(a,‘lFJJraps_U—
j=1

W ;
—o v+ 0.0 wse)u).
i=1

Nierowno$¢ dysypacji ogolnej

. 1
(5.9) cr——Q;(}—zQ-Vﬁ =0 e
zapewnia speinienie postulatu termodynamicznego dla materiatu sprezysto/lepkoplasty-
cznego.

Zwiazek dla napreZenia (5.6), mozna napisaé w postaci
(5.9 T=9pV,d a, w).
Zalozmy, ze zalezno$¢ funkcyjna (5.9) jest odwracalna wzgledem odksztalcenia sprezysto-
lepkiego, tzn.
(5.10) V= o¥T, % «, w).

Jesli tensor ¥ ma reprezentowaé odksztatcenie sprezysto-lepkie tak, aby zachodzit zwigzek
(4.1), to funkcja ¢* w (5.10) musi by¢ niezalezna od w. Bedzie to spelnione, jezeli funkcja
konstytutywna energii swobodnej ma postaé

(5.11) Y(g*®) = ViV, 9, o)+ Wa(w).
Wtedy
(5.12) T = 00V (V, ¥, 0).

Jezeli zalezno$é (5.12) jest odwracalna wzgledem ¥V to mamy
(5.13) ' V = ¢T,%,0),
skad
(5.14) V = 9y T 405 8 49, .

Wykorzystujac zaleznoéci (4.1), (5.6); i (5.14) dostajemy
(5.15) E=V+P = rgT+0D+2pAd+y () (D(F)>M(s®).

6. Oméwienie podstaw fizykalnych

Deformacje plastyczne w metalach powstajg gtéwnie na skutek ruchu defektéw w krysz-
tatach nazywanych dyslokacjami. Rozklad dyslokacji w ciele jest charakterystyczny dla
wewnetrznego mechanicznego stanu ciala, ktére poddane bylo plastycznym deformacjom.
Przy konstruowaniu teorii makroskopowej bazujacej na rezultatach fizykalnych badan
mikroskopowych powinni§my rozwazy¢ mozliwo$¢ opisu stanu wewnetrznego ciala przez
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podanie pewnych $rednich wielkosci, ktore charakteryzuja rozklad dyslokacji w sposéb
makroskopowy. Wybor tych charakterystycznych wielko$ci jest niezmiernie istotny dla
kazdej teorii fenomenologicznej. W naszych rozwaZzaniach rolg takich wielko$ci spetnia-
ja parametry wewngtrzne, mianowicie parametr wzmocnienia izotropowego x, tensor
odksztatcenia niesprezystego P oraz tensor rozkiadu dyslokacji ') (i=1,2, ..., n).

Najpierw podamy fizykalne motywacje wyboru tensora odksztalcenia niesprezystego P
i parametru wzmocnienia izotropowego x jako parametréw wewngtrznych.

Zauwazmy, ze aby wywolaé plastyczne plynigcie materialu potrzebna jest skonczona,
okreSlona warto$¢ naprezenia. NapreZenie to jest potrzebne do pokonania przeszkéd
hamujgcych ruch dyslokacji przez krysztal. Wygodnie jest podzieli¢ te przeszkody na dwie
grupy w zaleznosci od odleglo$ci oddzialywania ich pdl napre¢Zenia z polami naprezenia
przesuwajacych si¢ dyslokacji: na pole naprezenia dlugiego zasiggu i na pole krétkiego
zasiegu. Termiczne aktywacje nie odgrywaja zadnej roli przy pokonaniu przeszkdd cha-
rakteryzujacych si¢ polem dlugiego zasiggu, dlatego przeszkody te sa nazywane czesto
atermicznymi. Termiczne fluktuacje moga pomagaé przylozonym napreZeniom w poko-
naniu przeszkod charakteryzujacych si¢ polem krétkiego zasiggu. Te przeszkody sa nazy
wane przeszkodami termicznymi i one wla$nie sa odpowiedzialne za efekty dynamiczne
deformacji plastycznych.

Popularnymi mechanizmami termicznych przeszkéd w czystych metalach sa: napre-
Zenie Peierlsa-Nabarro, las dyslokacji, ruch progéw w dyslokacjach §rubowych, poslizg
poprzeczny dyslokacji §rubowych i wspinanie sie dyslokacji krawedziowych.

Mechanizm przezwycigZzenia lasu dyslokacji, ktéry moze mieé miejsce w krysztatach
metali o budowie f.c.c., c.p.h. i b.c.c. w r62znych zakresach temperatur zostal opracowany
teoretycznie przez SEEGERA [37] (por. réwniez prace przegladowe [5, 8]).

Jezeli deformacja jest kontrolowana przez pojedynczy proces termicznej aktywacji,
wtedy mamy

(6.1) P = vexp[—U/k9],

gdzie U jest energia, ktéra powinna by¢ dostarczona przez termiczng fluktuacje dla kazdej
zachodzgcej aktywacji, kK oznacza stala Boltzmanna i v wspélczynnik czesto$ci.

Aby byé w zgodzie z danymi eksperymentalnymi, energia aktywacji U jest najczebciej
przyjmowana jako nieliniowa funkcja nadwyzki naprezenia nad stan uplastycznienia, tzn.
(6.2) U= ¢la(T-Y)],
gdzie a jest stalq strukturalng i ¥ oznacza atermiczne naprezenie lub granice plastycznoscei

materiatu.
Tak wigc predko$é odksztalcenia niesprezystego jest okre§lona nastepujaco

.

(6.3) © P =vexp{—ogla(T—-Y)]/k9}.
To implikuje zalezno$¢ dla naprezenia:

—1 .
(6.4) T=Y 1+f7<p—1[k01n(v/1o)]}.

Poréwnanie teoretycznego dynamicznego kryterium uplastycznienia (5.4) ze zwiazkiem
fizykalnym (6.4) pokazuje, Ze fenomenologiczne kryterium uplastycznienia moze by¢
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traktowane jako uogdlnienie dla polikrysztaléw i dla ogblnego stanu naprezenia fizykalnie
uzasadnionego zwigzku (6.4). Przy tym uogdlnieniu zalozono, ze wplyw predkosci od-
ksztalcenia 1 temperatury na granicg plastycznoéci moze byé opisany przez nieliniowa
funkcje @(F).

Z powyzszych rozwazan wynika réwniez prosta interpretacja wewnetrznego parametru
x. Moze on by¢é uwazany za proste uogdlnienie naprezenia atermicznego Y.

We wezesniejszych pracach [31] i [32] wykazano na podstawie wynikéw eksperymen-
talnych, ze nieliniowa zalezno§¢ (6.4) moze dobrze opisywaé dane doéwiadczalne w catym
zakresie zmian predkoéci odksztalcenia. Udowodniono réwniez, ze wprdwadzenie nieli-
niowej funkcji @(F) do zatoZen konstytutywnychi jej wybérna podstawie danych do§wiad-
czalnych moga by¢ uwazane za dobrze uzasadnione hipotezy.

Tensory rozkladu I'() sa interpretowane przez KRONERA [17)] jako nadwyzka gestosci
dyslokacji [}, nadwyzka gestoéei petli dyslokacji I'®), nadwyzka gestoéci pary petli
dyslokacji I'®, itd. Oczywicie, rozumowanie to moze by¢ kontynuowane dalej w ten sam
spos6b i wtedy otrzymamy nieskonczony i petny uklad parametréw wewnetrznych, ktéry
opisywatby kompletnie rozklad dyslokacji. Jednak nie wydaje si¢ celowe wprowadzanie
wszystkich szczegbléw ze skali mikroskopowej do opisu makroskopowego materialéw
sprezysto/lepkoplastycznych. MozZna powiedzied, ze nie wszystkie szczegdly mechanizmu
mikroskopowego sg wazne do opisu zjawisk makroskopowych. W praktyce wygodniej
jest postuzyé sig tylko pewnymi usrednionymi wielko$ciami reprezentatywnymi dla opisu
makroskopowego. Dlatego wystarczy zatozy¢ skoniczony zbiér parametréw wewnetrznych
I i=1,2,..,n

Pierwsza grupa parametrdw wewngtrznych atf) jest interpretowana jako parametry
niezalezne od predkosci odksztalcenia P. Parametry o’ sa wprowadzone w celu opisania
tarcia wewngtrznego. Wiadomo, Ze tarcie wewnetrzne w materiale moze by¢ wyjasnione
w oparciu o réZzne mechanizmy. Jednak w liniowej aproksymacji kazdy z tych mechanizméw
prowadzi do znanych réwnan lepkosprezystosci Boltzmanna. Aby opisaé ten przypadek
liniowy nalezy zlinearyzowaé réwnania rézniczkowe opisujace parametry o’ (por. VALA-
NIS [14] i [42]).

7. Material sprezysto/lepkoplastyczny

Przez material sprezysto/lepkoplastyczny rozumiemy taki material, ktory przed upla-
stycznieniem zachowuje si¢ jak materiat sprezysty, a po uplastycznieniu uzyskuje mozliwos¢
deformacji lepkoplastycznych®,

Aby otrzymaé opis materialu sprezysto/lepkoplastycznego wystarczy zatozy¢ w po-
przednim opisie

(7.1) &(r) =0
w calym rozwaZanym procesie termodynamicznym dla ciala 4.
8 Koncepcja takiego materiatu zostala zaproponowana przez K. Hohenemsera i W. Pragera {12],

rozwinigta dalej dla zagadnien jednoosiowych przez W. W. Sokolowskiego [38] i L. E. Malverna [19] oraz
dla zagadnien tréjwymiarowych w pracach [23—35, 44].
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Funkcja opisujaca czasteczke uogdlniona p ma obecnie postaé
(1.2) g(t) = {4, V9; w}.

Poniewaz material sprezysto/lepkoplastyczny nie posiada wiasciwosci lepkich przed
uplastycznieniem, to statyczny warunek uplastycznienia moze byé napisany nastgpujaco:

S, 92, 1)

»

73 F(A®; e () =

Biorac pod uwage poprzednio uzyskane rezultaty i uwzgledniajac obecne zalozenia
mozemy napisa¢ petny uktad réwnan konstytutywnych opisujacych wiasciwoéci materiaty
sprezysto/lepkoplastycznego:

Y(t) = V,(V, )+ ¥.(w),
T(t) = Qay WI(V, 'L?),
n(t) = =V, D),
(7.4) q() = Q(g®),
%(t) =y (@) (@ (F)tr[M(g(H)I (g ()],
B =y@) (P(F)HM(g()),
IOy = y(9) DF) SO (e) [M ()]

Dysypacja wewngtrzna materiatu sprezysto/lepkoplastycznego jest okre§lona w sposéb

nastepujacy:

(15 0=0,= _L::)GD(?» tr{[@,}[’,]—l—@P‘I’z—ﬁylpl :Z@F(t)Y’ZSU)]Ml.
i~1"

Nier6wnosé dysypacji og6lnej

1

(1.6) Op— P

Q-V9>0

zapewnia spetnienie postulatu termodynamicznego dla materiatu sprezysto/lepkoplastycz-
nego.
Odwracajgc zalezno$¢ dla napr¢zenia (7.4), wzgledem tensora V dostajemy

(1.7 V=T, 9,
skad
(1.8) V = 0ppT+ 0598,

Z zalezno$ci (7.7) i (7.8) widag, Ze tensor ¥ ma obecnie charakter odksztalcenia termo-
sprezystego.
Dla catkowitej predkoéci tensora odksztalcenie E mamy zalezno$é

(1.9 E = 79T+ 33984y (9) (D(F)> M (g(1)).
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8. Materiat sprezysto-plastyczny

W celu otrzymania opisu materiatu sprezysto-plastycznego jako szczegdlny przypadek
materiatu sprezysto/lepkoplastycznego nalezy zatozyé

(8.1) &(t) =0

w calym procesie termodynamicznym dla ciala 2 oraz dodatkowo, Ze parametry wewnetrzne
reprezentowane przez w s opisane réwnaniami niezaleznymi od skali czasu.

Termodynamiczne kryterium uplastycznienia (5.4) wskazuje, ze material sprezysto-
-lepkoplastyczny traci swoje wlasciwosci wrazliwoéci na predko$é odksztalcenia tylko
wtedy, kiedy wspoélczynnik lepkoéci y(#) — co. W tym przypadku &# = 0, tzn.

(8.2) f(T, 8, P, D) = u,

Z, definicji symbolu (D(F)) widzimy, ze réwnanie rézniczkowe okreslajace parametr
wewnetrzny P mozZe by¢é napisane w postaci

(8.3) P(t) = LM (T, 9, V9; w),

gdzie parametr { = y(H){(DP(F)) moze byé okreslony z warunku, Ze punkt reprezentujacy
w przestrzeni napreZenie-temperatura aktualny stan temperatury i naprezenia lezy na
powierzchni plyniecia (8.2).

Z warunku plastycznoém (8.2) 1 z ogblnego zalozenia, ze predkos$é parametréow wewnetrz-
nych % i I znikajq, gdy P = 0 mozemy wydedukowaé nastepujace kryterium obcigZzenia

(8.4) f=x i trpfT)+85f9 > 0.
Podobnie, kryteria
®.5) f=n i t(dpfT)+dfH <0

definiuja odpowiednio odcigZanie i stan neutralny.
Aby spelnié poprzednio wypowiedziane zadanie odno$nie punktu okreélajacego aktu-
alny stan naprezenia i temperature wystarczy zado$éuczynié réwnaniu f = %, tzn.

n

(8.6) tr (IS T) + 0o fO+Lte (Dpf MY +L ) tr (8, fSOIM]) = Ltr (M),
i=1

gdzie obecnie

8.7 (1) = Ltr(JM),
(8.8) IO ) = £SDIM].

Ze zwiazku (8.6) dostajemy
(8.9) ¢ = Altr (3r 1 T) +85/81,

gdzie przyjeto oznaczenie

@10 - a={uw|(/-onr— Z’ bSO M| > 0.
=1
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Uwzgledniajac ostatnie rezultaty oraz kryteria obcigzania (8.4) i (8.5) mozemy napisaé
réwnanie rézniczkowe okreslajace parametr wewngtrzny P w postaci

(8.11) P(t) = AJtr (Onf T) =+ 05 191> M (T, 9, V¥; w),
gdzie symbol ([ ]> jest zdefiniowany nast¢pujaco:

[[ 1, jezeli f=»oraz|[]>0,
®.12) b= 1 0, jereli f=2oraz[]1<<0 lub f< x.

Pelny uktad réwnan konstytutywnych opisujacy zachowanie si¢ materialu sprezysto-
-plastycznego w czasie procesu termodynamicznego w czasteczce X w ciele # ma postaé®
v(O) =¥V, N +¥,(w),
T@) = ooy ViV, D),
n@) = =0, ¥V, 9),
(8.13) g =QW, %, V¥ w),
Pty = A[trdrf T)+ 05181y M(T, 9, V8; ),
%(t) = A{[ Dir(JM),
IO@) = A< 1> SOM].
Nalezy zwrécié uwage na fakt, e wszystkie réwnania opisujace parametry wewnetrzne
sa obecnie niezmiennicze ze wzglgdu na zmiang skali czasu.

Aby zapewni¢ spelnienie postulatu termodynamicznégo, nalezy obecnie zaZzadaé spei-
nienia nastgpujacej nieréwnoéci

1
(8.14) cru,—WQ-W?}O,
gdzie
. }' “ .
(8.15) Go = — 5 < Dtr{[0Pat8pWa—0, Wi+ D) 0,0, 5V )
1=1

okreéla dysypacje wewnetrzng materialu sprezysto-plastycznego.

9. Materialy stateczne

W poprzednich punktach przedstawiona zostala ogblna teoria materiatéw sprezysto-
-lepkoplastycznych. Teoria ta byta rozwinigta w oparciu o rozwazania termodynamiczne
w ramach zaloZen dla materiatléw z wewngtrznymi parametrami stanu. Od réwnan kon-
stytutywnych wymagaliémy, aby byly zgodne z prawami termodynamiki. Obecnie rozwa-
zymy wezsza klase materiatdw, tzn. materialy stateczne. Pojecie niesprezystego materiatu
statecznego zostalo wprowadzone przez DRUCKERA [7]. Wykorzystujac pewne spostrze-

9 Por. z wynikami pracy A.E. Greena i P. M. Naghdiego [10]. Dyskusje opisu termodynamicznego
materiatéw sprezysto-plastycznych mozna znalezé réwniez w pracach [6, 13, 14, 15, 32—34 i 36].
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zenia z teoril plastycznosci celowo wprowadzit on postulat ograniczajacy rozwazana klase
materiatéw do materiatdw statecznych. Okazuje si¢, Ze wprowadzajac postulat o materiale
statecznym mozna otrzymacé podstawowe warunki, ktorych spelnienie pozwala na wypro-
wadzenie réwnan konstytutywnych istotnych dla zastosowan praktycznych.

Postulat DRUCKERA o materiale statecznym mozna wypowiedzieé nastepujaco: w da-
nym procesie izotermicznym ciata & praca wykonana przez przyrost sit zewngtrznych na
odpowiednich przyrostach sktadowych wektora przemieszczenia musi byé nieujemna.

Postulat ten prowadzi do nastgpujacego warunku

ti

©.1) ' f -:;-tr (ATAE)dt =0,
o
gdzie przyrosty
(9.2) AT =T —TW,  AE = &) —E®

sa okreSlone przez réZnice tensoréw naprezenia i réznice predkosci odksztatcenia liczonych
dla dwéch réznych drég obciazenia zaczynajacych sig od siebie rézni¢ w chwili ¢ ; przez ¢,
oznaczono czas koncowy.

Aby podaé szczegélowe interpretacje ograniczen wynikajacych z postulatu Druc-
KERA, zanalizujemy blizej jego posta¢ matematyczna dla przypadku nieskonczenie matych
odksztalcen.

Rozwazmy w tym celu cialo £ o objgtosci £ ograniczone regularna powierzchnia 02,
poddane dziataniu sit powierzchniowych ¢ i sit masowych b, ktére sa funkcjami czasu.
Okre$lone przez te warunki brzegowe stany przemieszczenia u, odksztalcenia £ i napre-
zenia T, sa réwniez funkcjami czasu. Zaldzmy, Zze warunki brzegowe ulegaja pewnym wa-
riacjom i sg okre§lone sitami powierzchniowymi ¢4t i sitami masowymi b+4b, ktérym
odpowiadaja: stan przemieszczenia u-4Au, stan odksztalcenia E4+AE i stan napreZzenia
T-+AT. Definicje materiatu statecznego mozna przedstawié w nastgpujacej postaci:

9.3) fk{f(At-Aiz)da—i— [e(b-siyaoldt > o,
P

to=0 o
jezeli t = 0 oznacza chwile przytoZenia przyrostdéw sit zewnetrznych.

Wykorzystujac zasade prac przygotowanych mozna sily powierzchniowe, sity obje-
tosciowe i predkosci przemieszczenia zastapié napreZzeniami i predkodciami odksztatcenia.
Zasada prac przygotowanych stwierdza, Zze dla dowolnych ciaglych predkoécei i zachodzi
réwnosé

(94) [-iyda+ [o@-iydo = [tr(TE)ydw,
0P P P

gdzie ¢, b, T reprezentuja uklad wielko$ci statycznych bedacych w réwnowadze, a #, E sg
zgodnym uktadem kinematycznym.

Zaktadajac, ze rozpatrujemy tylko jednorodne stany naprezenia i odksztatcenia i wy-
korzystujac zasade prac przygotowanych (9.4) z (9.3) po uwzglednieniu (9.2) dostajemy

e
(9.5) [ [T® —TO)[E® ~E®dt > 0.
0
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Zalézmy, ze stan T jest identyczny ze stanem stacjonarnym T* w chwili ¢ = 0,
a stan T(® bedzie stanem aktualnym, zmiennym w czasie i stan ten oznaczmy przez T,
Zanalizujmy nastgpujacy zamkniety cykl obcigzenia. W chwili £ = 0 aktualny stan obcia-
zenia T pokrywa si¢ ze stanem stacjonarnym T, nastepnie stan biezacy T zmienia sie
wzdiuz drogi Mo M, (rys. 1) osiagajac w chwili # = ¢; punkt M, odpowiadajacy stanowi
uplastycznionemu. Na drodze M, M, istnieja przyrosty odksztalcenia plastycznego. Stan

Rys. 1

M, osiagniety zostaje w chwili ¢ = t,. Poczynajac od chwili ¢, nastgpuje odciazenie wzdtuz
drogi M, M,. W chwili ¢ = #; stan aktualny pokrywa si¢ ze stanem poczatkowym i wtedy
T = T*. Warunek (9.5) dla zamknigtego cyklu M, M, M, M, w czasie ¢ € [0, ;] daje

(9.6) ' [ [T—THE—E%dt >0,
0

gdzie E i E* zastepuja odpowiednio £ i E®). Uwzgledniajac, ze P* = 0 oraz £ = V4P,
wyrazenie (9.6) mozna zapisaé w postaci'®

©:7) [ r=Pd+{p(T, V)5 > 0,

gdzie

0.8) BEe= [ @—THET—V¥ar.
0

Rozwijajgc pierwszy skladnik wyraZenia (9.7) w szereg Taylora w punkcie ¢ =1,
i zachowujac tylko pierwszy wyraz, otrzymamy
99) [(T—T*) Ploq At +{B}s = 0.

Jezeli zatozymy, ze Ar = t,—t, jest dostatecznie male, ograniczymy sie wtedy do zadania
«stateczno$ci w malymy» (w przeciwienistwie do Zadania «stateczno$ci w duzymy, jezeli

przedzial czasu nie jest ograniczony do malego i moze byé dowolny), to nierdwnoéé (9.9)
implikuje nieréwno$¢ (9.7).

19 Por. P. M. Naghdi i S. A. Murch [211.
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Ostatnia nieréwno$é (9.9) pozwala wyciagnac¢ pewne wazne wnioski dotyczace kierunku
wektora predkosci odksztalcenia (w przestrzeni dziewigciowymiarowej tensor P jest wek-
torem). Zaldézmy obecnie, ze rozwazana powierzchnia plynigcia dla procesu izotermicznego

(9.10) (T, P, THy =

jest w przestrzeni naprgZzenia powierzchnia wypukia.

1 .
Wyraz 7 {B} jest zalezny od efektéw lepkich i znika tylko wtedy kiedy tensor ¥

jest tensorem odksztalcenia czysto sprezystego. W tym przypadku tylko calkowita praca
sprezysta wykonana na zamknigtym cyklu jest réwna zeru. Zachodzi to dla materiatu
sprezysto/lepkoplastycznego, ktory przed uplastycznieniem zachowuje sig sprezyscie.

Tak wigc, dla materiatu sprezysto/lepkoplastycznego posiadajacego wlasciwoséci lepkie
przed uplastycznieniem obowigzuje w przypadku materialu statecznego nieréwnos¢ (9.9).
Natomiast dla statecznego materiatu sprezysto/lepkoplastycznego nier6wnosé (9.9) uprasz-
cza sie do postaci

(9.11) (T—T*)P > 0.

Ograniczenie rozwazan do klasy statecznych materialéw sprezysto/lepkoplastycznych
prowadzi do interesujacego wniosku, ze wektor predkoséci infinitezymalnego odksztalcenia
niespreZystego P jest ortogonalny do wypuklej aktualnej powierzchni ptynigcia (9.10).
Oczywiscie wniosku takiego nie mozemy wyciagnaé dla statecznego materiatu sprezysto-
lepkoplastycznego!®). )

10. Szczegdlne przypadki

Zanalizujemy pewne szczegblne przypadki réwnan konstytutywnych w klasie sta-
tecznych materialdw sprezysto/lepkoplastycznych. Bedziemy obecnie rozwazaé tylko pro-
cesy izotermiczne. '

Przyjmijmy uproszczona posta¢ statycznej funkcji uplastycznienia

(CY I

(10.1) F(T;n, P) =

Zal6zmy réwniez szczegllng posta¢ réwnania rézniczkowego opisujacego parametr
wzmochienia izotropowego

(10.2) & =tr(TP),
ktére mozna réwniez napisaé w postaci
(10.3) dw = tr (TdP),
skad
P
(10.4) %= [ Tap.
| 0

11 Szeroka dyskusja tego zagadnienia zostala przeprowadzona przez P. M. Naghdiego i S. A. Mur-
cha [21].
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W tym przypadku parametr wzmocnienia izotropowego utoZsamiamy z pracg odksztal-
cenia plastycznego. Jest to bardzo dobrze znana hipoteza w teorii plastyczno$ci.

O powierzchni plynigcia & = 0, rozwazanej w dziewigciowymiarowe] przestrzeni na-
prezenia zaktadamy, ze jest regularna i wypukia.

Na podstawie zwigzku konstytutywnego (7.9) mozemy napisa¢ dla analizowanego
przypadku zalezno$é (por. [26])

(10.5) E = C[T)4-y(D(F))rf,

gdzie obecnie C oznacza macierz sprezysta.

W réwnaniu konstytutywnym (10.5) wykorzystano ortogonalno$é tensora P do po-
wierzchni plyniecia.

Dynamiczny warunek uplastycznienia przybiera obecnie postaé
(’trf;z) 1,2
Y

(tr(an>2)-“2]}.

Dalsze ograniczenia otrzymamy przyjmujac prostsze postacie funkcji statycznego
uplastycznienia &. Zakfadajac na przyklad tylko opis wzmocnienia izotropowego mamy

(10.6) AT, P) = x{1+q§—1[

(10.7) F(T; %) = & —1,

1

gdzie » jest okreSlone zaleznodcia (10.4).
Poniewaz funkcja fzalezy tylko od naprezenia, stad dla materiatu izotropowego mozemy
napisac

(10.8) | AT =Sy, Iy, Iy),

gdzie Iy, Ily, IIIy oznaczaja niezmienniki tensora naprezenia zdefiniowane przez (3.10).
Réwnanie konstytutywne (10.5) przyjmie dla tego przypadku postaé

(109) £ = C\[T1+y<{@(F)> {0rpS+3npSTr+
+ O S = [O11 S + 0111 Tr) T+ 0111, f T}
gdzie obecnie C; oznacza macierz sprezysta materialu izotropowego.

Ograniczajac dalej witasciwoéci materiatu do idealnie plastycznych bez wzmocnienia
mozna funkcje # przyjaé w postaci

(10.10) z =10 _,
*o
tzn.
(10.11) #(f) =0 skad x =, = const.

Réwnanie konstytutywne dla tego przypadku ma nadal posta¢ (10.9). Przypadek ten
byl analizowany w pracy [26].

Wyczerpujaca dyskusje dalszych przykladéw réwnan konstytutywnych dla materiatéw
sprezysto/lepkoplastycznych wraz z ich zastosowaniami do opisu metali i gruntéw mozna
znalezé w pracy przegladowej [29] lub monografii [30].
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PesomMme
TEOPHUA BASKO-TINIACTHUUECKUX MAJIBIX TEDOPMALIMN

Ilenpro paGorbl SBIAETCA TUWATENBHBIA aHATH3 TEPMOOUHAMMYECKON TEOPHY BASKOIIIACTHUHOCTH,
B IPEANONOMEHHH, uro Jedbopmalny GeCKOHEYHO Mabl.

B nepBoit uactTi paBoThI 0GCYKIEHDLI OCHOBLI MEXAHHMKH B TEPMOLMHAMIIM CILIOIHON cpeanl, Bho-
JUTCA ONpEHeNneHre YIOHATHS TeNa, a 3aTeM HM3JaraloTcs omucamus aedopmanuii ¥ Banpsxenwii. Ha
OCHOBC MHTErpaJdbHBIX (HOPMYIANPOBOK BHIBEAEHL! YPaBHEHWA OBMWKeHusi Koruw, nepBbIi U BTOPOH
TPHHIMILL TEPMOHHAMKKH .

Pasnen 4 comeprT MaTeMaTHUeCcKylO0 TEOPHMIO PEOJIOTHUECKOTO MAaTEPUad C BHYTPEHHHUMH CTPYK-
TYpHBLIMY MaMeHeHAMH . Onprcarme BHYTPEHHEH MUICCUIANNY B MaTepualle OCHOBAHO HA BBEIEHHH JIBYX
TPYTUI BHYTPEHHUX I1aPaMeTPOB.

B pasnenc 5 MpeajtoyKeHHAS TEOPHA WCIONb30BAHA [ ONUCAHMSA CBOKCTB YIpPYTO~BASKOILIACTH-

YEeCKOTO TeNa. IToApo6HO 06CYIKAEHbI OTPAHNUEH S, CIIEYIOMe U3 TEPMOLUHAMMKY ¥ IIPeIIOJIONKEHHS
MarmbIx gedopmarnimii.
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Paznen 6 TOCBAINEH M3JOKEHHIO (MIMIECKUX OCHOB BSKOILIACTHUHOCTH. Jan aHaiM3 MEXaHns-
MOB, BBI3BIBAIOIMX DEOJOTHMUECKHE SIBJICHMA M MEXaHM3MOB, YNPaBIAIINX JUEIMHYECKUMU Xehop-
MauuAMM IUracTiaeckoro Tuna. [Toapo6Ho oGcyyNersl MEXAHUSMBL, NPHBOAALINE K TEOPUH YIPYLo-
YA3KOILIACTHHECKOTO MaTepHaa.

B pasnenax 7 go 10 naerca aHaIM3 HEKOTOPHIX YACTHEIX CIIyyaeB mMarepuaios. LIupoxo o6Cy»xparoTes
BCTOHYMBBIE MaTepHANbI.

Summary
INFINITESIMAL THEORY OF VISCOPLASTICITY

The object of this paper is to discuss a thermodynamic theory of viscoplasticity under the assumption
of infinitesimal deformations.

In the first part the foundations of mechanics and thermodynamics of continua are analyzed. After
defining a continuous body the descriptions of deformation and stress are showed. Based on integral for-
mulaiion Caunchy’s laws and the principles of thermodynamics are stated.

In p. 4 a mathematical theory of a rheological material with internal structural changes is proposed.
To describe the internal dissipation of a material two groups of internal parameters are introduced. In p.5
this theory is used to describe the properties of an elastic-viscoplastic material. Restrictions implied by ther-
modynamics and the assumption of infinitesimal deformations are discussed.

In p. 6 the physical foundations of viscoplasticity are analyzed. The mechanisms generating the rheolo-
gical effects and dynamic plastic deformations are investigated. The mechanisms leading to the theory of
an elastic-viscoplastic material are discussed.

In p. 7—10 some particular cases of materials are investigated. In particular the stable material is des-
cribed.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 pazdziernika 1971 r.



