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1. Uwagi wstepne

Istnieje do§¢ bogata literatura dotyczaca inzynierskich metod obliczania opordw, jakie
stawia grunt lub inny o$rodek sypki przy urabianiu go narzedziami mechanicznymi.
Jednakze wobec trudnosci, jakie sprawia opracowanie teorii mechanicznego urabiania,
opartej na bardziej solidnych podstawach, metody te maja bardzo przyblizony charakter,
a niekiedy notuje si¢ nawet powazne rozbiezno$ci migdzy nimi. Z reguly metody inZyniers
skie ogranfczajq si¢ do wyznaczenia wielkosci wypadkowych sit dzialajacych na narzedzie.
Ich najpoWazniejszym/ brakiem jest pominiecie kinematyki ruchu o$rodka, ale réwnieZ
w zakresie statyki nie mozna na ich podstawie obliczy¢, na przyktad, rozkladu naciskéw
na powierzchni narz¢dzia.

Rozpowszechniony jest poglad, e mechanika proceséw urabiania gruntéw jest zbyt
zlozona, aby mozna bylo do jej analizy stosowaé¢ metody matematyczne analogiczne do
metod stosowanych w teorii plastycznosci. Jednakze notowany w ostatnich latach wyrazny
rozwdj matematycznej teorii mechaniki gruntéw wskazuje na celowo$é¢ podjecia powaz-
nigjszych préb zastosowania jej metod do analizy réZnych proceséw urabiania gruntéw.
Oczywiscie pojawia sie tu szereg powaznych trudnoédci dotyczacych zaréwno przyjecia
odpowiedniego modelu opisujacego zlozone fizyczne wlasnoéci rzeczywistych gruntéw,
jak i samego rozwiazywania lub nawet sformulowania odpowiednich zagadnien brzego-
wych dla konkretnych przypadkéw, nawet przy zalozeniu mozliwie prostego modelu
gruntu. Tym niemniej dla niekt6érych praktycznie waznych proceséw mechanicznego
urabiania mozna juz przedstawi¢ rozwigzania uwzgledniajace statyke i kinematyke ruchu
o$rodka. Rozwiazania te odnoszace si¢ do plaskiego stanu odksztalcenia polegaja na zbu-
dowaniu siatek charakterystyk dla napreZen i predkosci, a nastgpnie na skonstruowaniu
planu predkosci. Mozna réwniez prze$ledzié na drodze teoretycznej znaczny etap przebiegu
tych proceséw metoda kolejnych krok6éw. Dla niektérych waznych proceséw urabjania
gruntéw rozwiazania teoretyczne maja bardzo prosta postaé i nadaja si¢ bezpoSrednio
do obliczen inzynierskich. W przypadkach, gdy rozwigzania teoretyczne sa skomplikowane
moga one stanowi¢ podstawe do opracowania odpowiednich tablic Iub wykreséw dla
obliczen praktycznych.

* Referat problemowy przedstawiony na XIV Polskiej Konferencji Mechaniki Ciala Stalego, Kro$-
cienko 1971.
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Wazna technicznie grupg proceséw stanowi manipulowanie za pomoca maszyn prze-
tadunkowych materialami sypkimi, jak koks, wegiel, cement luzem, zboze, ziemioplody
itp. Wiasnoéci fizyczne tych materialéw daja si¢ w cisty sposéb opisac za pomoca prostych
zwiazkéw, a zatem nie ma tu potrzeby wprowadzania sztucznych uproszczen, ktére dla
gruntdw w stanie naturalnym powoduja nastgpnie powstanie pewnych rozbieznosci
migdzy rozwiazaniami teoretycznymi a wynikami badan do$wiadczalnych. W przypadku
materialéw sypkich rozbieznosci te sa minimalne.

Dla wielu procesé6w o duzym znaczeniu praktycznym nie udaje si¢ jeszcze zbudowac
rozwiazan teoretycznych. W takich przypadkach duze ustugi moga oddaé¢ badania modelo-
we tych proceséw w malej skali. Badania takie mozna réwniez stosowa¢ dla weryfikacji
rozwiazan teoretycznych. Przy badaniach modelowych podstawowe znaczenie ma ustale-
nie kryteriéw podobienstwa migdzy rzeczywistym procesem a badaniem tego procesu na
modelu. Zagadnienie ustalenia kryteriéw podobienstwa sprawia jednak wiele trudnodci,
specjalnie wtedy gdy proces urabiania zachodzi ze znaczna pregdkoscia. Wiadomo bowiem,
ze grunty wykazuja wyrazna zmian¢ oporu odksztalcenia przy zwigkszaniu predkosci
odksztalcenia. Niestety brak danych do§wiadczalnych nie pozwala na ogdlne matematyczne
ujecie tej zaleznosci, co z kolei uniemozliwia Scisle ustalenie kryteriéw podobienstwa
modelowego.

W dalszych punktach pracy oméwiono pokrétce wspomniane wyzej problemy wyla-
niajace sie¢ przy opracowywaniu matematycznej teorii mechanicznego urabiania gruntéw
oraz perspektywy jej rozwoju.

2. Warunek stanu granicznego

Ogolnie przyjmuje si¢ (patrz np. [1]), Ze osiagnigcie stanu granicznego w gruncie na-
stepuje w chwili, gdy stan napreZenia spetnia warunek Coulomba-Mohra. Warunek ten
w przestrzeni naprezen gtdwnych mozna przedstawi¢ w postaci nieskonczenie dlugiej
piramidy o przekroju sze$ciobocznym. Moze by¢ on zapisany w znanej postaci

2.1 0y —0, = (0, 4+0,+2H)sing (0, = 03 = 03),

p jest tu katem tarcia wewngtrznego, a H przedstawia wytrzymato§¢ gruntu przy tréjosio-
wym izotropowym rozciaganiu.

Badania do$wiadczalne w warunkach quasi-statycznych na aparatach tréjosiowych
na ogot potwierdzaja stuszno$¢ warunku Coulomba-Mohra, chociaz niejednokrotnie
otrzymana doéwiadczalnie obwiednia granicznych k6t Mohra nie jest prostoliniowa, jak
to wynikaloby z zaleznoéci (2.1). Fakt ten jest powodem wysuwania innych propozycji
opisu warunku stanu granicznego i opracowania dla nich teorij ptaskich stanéw granicznych
(patrz np. [1, 2]). Wydaje si¢ jednak, ze dla analizy proceséw urabiania gruntéw warunek
Coulomba-Mohra pozostanie warunkiem podstawowym, majac niezte potwierdzenie
do$wiadczalne, a jednocze$nie majac stosunkowo prosta postaé.

Pewne rodzaje gruntéw (np. grunty gliniaste w stanie naturalnym, zageszczony piasek)
" wykazuja zjawisko niestatecznoéci w procesie odksztalcania. Przejawia sig to przy badaniach
do$wiadczalnych prowadzonych, na przyklad, w aparacie bezposredniego $cinania utwo-
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rzeniem si¢ na krzywej odksztalcania charakterystycznego spadku oporu gruntu od war-
tosci t* do 7, po osiagnigeiu pewnej wielkosécei odksztalcenia (rys. 1).

Niestateczno$¢ charakterystyki wytrzymatoéciowej gruntu powoduje, ze proces od-
ksztalcania przy urabianiu nie ma charakteru ciagtego, ale przebiega skokowo. Schematycz-
nie przedstawia to rys. 2 na przyktadzie naporu ptaskiej sciany. W polozeniu poczatkowym

T A Krzywa_niestateczna

Krzywa stateczna

Naprezenie

T
Ty

Odksztatcenie
Rys. |

(rys. 2a) powstaje obszar deformacji 4BC oddzielony od nieruchomego masywu gruntu
linig nieciagtosci predkoéci CB, nazywana w praktyce inZynierskiej linia odlamu. Wzdtuz
niej powstaja znacznie wigksze odksztalcenia, niz w pozostatej czeSci obszaru deformacji.
Po pewnym przemieszczeniu §ciany napierajacej opdr gruntu wzdluz CB spadnie do
wielkoéci 7,4, zachowujac wieksze wartoéci w pozostalym obszarze. Przy dalszym ruchu
$ciany nastapi poslizg tréjkata 4BC wzdtuz CB powodujacy powstanie uskoku BB’ na

Rys. 2

swobodnej powierzchni gruntu. Uskok ten bedzie sig¢ powigkszat do chwili, gdy odcinek
C'E, na ktérym $ciana napiera na czg§é masywu ponizej linii odtamu BC’, bedzie dosta-
tecznie duzy dla utworzenia sie nowej linii odtamu ED. W ciagu calego procesu powstajg
kolejno nowe linie odtamu, wzdluz ktérych zachodza poélizgi catych partii gruntu. W re-
zultacie na powierzchni deformowanego gruntu powstaje szereg uskokdw (rys. 2b).
Dotychezas, zar6wno w teorii plastycznoéci, jak i w teorii mechaniki gruntéw brak
jest metod obliczeniowych pozwalajacych rozwiazywa¢ konkretne zagadnienia deformo-
wania materiatéw z niestateczng charakterystyka wytrzymafosciowa. Nie ma jeszcze
dostatecznej liczby danych do$wiadczalnych z badan zjawiska niestatecznosci w ogdlnigj-
szych tréjosiowych stanach naprezenia. Nie pozwala to na opracowanie ilosciowe podstaw
teorii gruntéw majacych niestateczng charakterystykg. Opracowanie takiej teorii nie
rozwigzywaloby jeszcze sprawy teoretycznej analizy mechaniki konkretnych procesow
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urabiania, poniewaz skokowy przebieg tych procesow dla osrodkéw niestatecznych wy-
magalby dodatkowego opracowania metod rozwiazywania zagadnien brzegowych. W obec-
nej fazie rozwoju teorii proceséw urabiania zjawisko niestatecznosci musi byé z koniecz-
nosci pominigte. Przyjmujac dla rzeczywistych gruntéw warunek stanu granicznego bez
niestateczno$ci, otrzymamy w wyniku teoretycznej analizy proceséw urabiania pewne
uérednienie ich przebiegu. W przypadku pokazanym na rys. 2b otrzymaliby$my, zamiast
skokowego charakteru zdeformowanej powierzchni gruntu, us$redniong pewna linig
zastepcza.

Innym waznym, a dotychczas stabo opracowanym, zagadnieniem jest wplyw predkosci
odksztatcenia na opér gruntu przy deformacji. Przede wszystkim brak jest danych doswiad-
czalnych pokazujacych zmiane oporu gruntu w zaleznosci od prgdkosei odksztatcania dla
ztozonych stanéw napreZenia. Obszerniejsze badania w tym zakresie pozwolityby podjaé
probe teoretycznego opisu wplywu predkoset przy odksztatcaniu grantu. Mialoby to
podstawowe znaczenie dla ustalenia kryteriéw podobienstwa przy modelowych badaniach
proceséw urabiania. Jako najprostsza mozna by wysunac sugesti¢ uzaleznienia obu stalych o
i H w warunku Coulomba-Mohra od odpowiednio obliczonej zastgpezej predkosci od-
ksztalcania. Pewne préby opisu wlasnosci reologicznych gruntéw zawarto w monografii
[3]. Rozwazania te maja jednak raczej zwiazek ze zjawiskami pefzania gruntu przy posa-
dowieniu na nim budowli. Zjawiska te przebiegaja z bardzo maltymi predkosciami odksztal-
cania, znacznie mniejszymi od predkoéci wystepujacych przy mechanicznej obrébee
gruntow. Nalezy tu zwrdcié uwage, ze rowniez dla metali brak jest dostatecznej dokumen-
tacji dodwiadczalnej dla réznych proponowanych w teorii lepkoplastycznosci opiséw
zmiany wlasnosci przy réznych predkosciach odksztalcania.

3. Zwigzki miedzy naprezeniami a predkosSciami odksztaleenia

Sprawa wyboru zwiazkéw pomigdzy naprezeniami a predkosciami odksztalcenia ma
podstawowe znaczenie dla opracowania teorii urabiania gruntéw. Istnieje kilka koncepcji
budowy takich zwiazkéw. Zrédtowy przeglad tych koncepcji zawieraja prace [4, 5, 6],
a sprawie wyboru najbardziej odpowiedniej z nich dla teorii proceséw mechanicznego
urabiania gruntéw po$wigcono poprzednia prace [7].

Mozliwe sa dwie drogi eksperymentalnego badania przydatnosci tej czy innej koncepcji
zwiazkéw fizycznych do teoretycznej analizy proceséw urabiania. Pierwsza droga, to
badania typu podstawowego na aparatach tréjosiowych przy zastosowaniu cylindrycznych,
petnych lub rurkowych, prébek gruntu. Badania takie sa pracochtonne i chociaz z nauko-
wego punktu widzenia sa najbardziej odpowiednie nie wydaje sig, aby ta droga mozna
bylo uzyskaé niezbedng ilo§¢ danych do$wiadczalnych. Druga droga, to badania typu
weryfikacyjnego, polegajace na teoretycznym opracowaniu kinematyki gruntu dla wybra-
nych proceséw odksztalcania przy zastosowaniu réznych zwiazkéw fizycznych, a nastgpnie
na porébwnaniu tych rozwiazan z rzeczywista kinematyks otrzymana na stanowiskach
modelowych. Taka droge postepowania przyjeto w pracach [4] i [5], w zastosowaniu do
zagadnien wciskania stempli o réznych ksztattach. Badania tego typu bliZzsze procesom
urabiania gruntéw przedstawiono w pracy [7].
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Szczegolnie przydatny do badan modelowych okazal sie proces spietrzania gruntu,
analogiczny do procesu wystepujacego w pewnej fazie pracy zgarniaka. Rozwigzanie
teoretyczne dla tej fazy procesu jest bardzo proste (rys. 3), co znacznie ulatwia analize
wynikéw doswiadczalnych. Jezeli swobodna powierzchnia badanego o$rodka jest prosto-
liniowa, to rozwiazanie da si¢ wyrazi¢ elementarnymi wzorami.

Z réznych teoretycznych propozycji praw plyniecia dla gruntéw dwie majg charakter
zwigzk6éw ogdlnych obejmujacych dowolne stany napreZenia. Pierwsza, to prawo plyniecia
stowarzyszone z warunkiem stanu granicznego Coulomba-Mohra

] JoF

3.1 e,-jzlygu—'.

W zwiazkach tych zaproponowanych przez DRUCKERA 1 PRAGERA [8] utozsamiono potencjat
plastyczny z warunkiem stanu granicznego (2.1). Wynika z nich efekt ciaglego przyrostu
objetosci osrodka w procesie odksztalcania, co szczegdlnie przy znaczniejszych odksztal-
ceniach jest sprzeczne z wlasno$ciami rzeczywistych gruntéw. W teorii plaskiego stanu
plyniecia zwiazki (3.1) prowadza do pokrywania si¢ charakterystyk dla napreZen i pred-
kosci.

W drugiej propozycji praw plynigcia dla gruntéw [9, 4] przyjmuje sie jako jedng z za-
leznosci warunek niescisliwodci. Druga zaleznoscig jest pokrywanie si¢ kierunkéw giow-
nych tensora naprgzenia i tensora predkosci odksztalcenia. Tak sformutowane prawo
ptyniecia mozna ogodlnie zapisa¢ w postaci

. 1
(3.2) ) & = }'(Gij_?éijakk) .

Jest ono wiec identyczne ze zwigzkami Lévy’ego-Misesa dla o$rodkéw idealnie plastycz-
nych. Wyniki do§wiadczalne uzyskane w pracach [4] i [7] wykazuja, Ze koncepcja ta moze
by¢ bardzo przydatna przy analizie proceséw urabiania gruntéw. W przypadku plaskiego
stanu plyniecia charakterystyki dla pr¢dkosci beda teraz ortogonalne i nie beda pokrywaly
si¢ z charakterystykami dla naprezen,

4. Réwnania plaskiego stanu plyniecia gruntéw

Wiele praktycznie waznych proceséw urabiania gruntéw przebiega w warunkach
ptaskiego stanu plyniecia i z tego wzgledu teorii tego” stanu po$wieca si¢ wiele uwagi.
Zwykle przyjmuje sie taka orientacje ukladu wspélrzednych x, y, z, aby stan naprezenia
1 pole predkosci byly niezalezne od wspélrzednej z. O$ y skierowana jest pionowo w dot.
Stan plaskiego plyniecia opisany jest ukladem pieciu réwnan, mianowicie:

a) warunkiem stanu granicznego

1) (dx—dy)2+4":£y = (9x+0y +2H)2 Sian,

w ktorym, jak wspomniano w punkcie 2, wielkoSci H'1 ¢ mozna by uzalezni¢ od predkosci
odksztalcenia;
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b) réwnaniami ruchu

(4.2)

doy | 01y vy dv, ov,
Zy Cox (az Ty T, ) Y
¢) warunkiem niescisliwosci
00y du,
4.3) o T T 0;
d) warunkiem izotropii
dv, | dvu, dv,  dv,
it AN TR, 3 OO & 20 = 0.
@4 x k ay (c?x dy tg2¢p =0

Roéwnania (4.3) i (4.4) odpowiadaja zatozeniu prawa plynigcia (3.2). Wielkos$é g jest katem,
jaki tworzy kierunek wigkszego naprezenia glownego z osig x, a wigc nie jest nowa nie-
wiadoma, gdyz kat ten moZe byé okreé$lony przez skladowe naprezenia.

Perspektywy uzyskania rozwigzan dla konkretnych probleméw brzegowych sformu-
towanych dla powyZszego uktadu réwnan mozna oceni¢ przez poréwnanie z problemem
plaskiego plynigcia metali opisanym analogicznym, ale nieco prostszym uktadem réwnan.
Wiadomo (patrz np. [10]), ze dotychczas nie ma efektywnej metody rozwiazania dla
plaskiego plyniecia metali z uwzglednieniem sit bezwladnosci i czuto$ci materiatu na
predko$¢ odksztalcania. Mozliwa jest jedynie analiza quasi-statyczna, w ktorej pomija
sie rowniez efekty wzrostu oporu plastycznego przy zwigkszaniu predkosci odksztalcania.
Wynika stad, ze réwniez dla gruntéw mozliwe bgdzie obecnie uzyskanie rozwiazaf quasi-
statycznych. Wiekszos$¢ proceséw urabiania gruntéw przebiega z niezbyt duzymi predko-
$ciami i pominigcie sit bezwladnosci w réwnaniach (4.2) nie spowoduje godnych uwagi
bledéw. Pominigcie wplywu predkosci odksztatcania gruntu na jego op6r plastyczny moze
jednak nawet przy praktycznie stosowanych predkosciach urabiania daé znaczne odchy-
lenia. Trudnosé¢ t¢ mozna by czgSciowo ominaé oceniajac wstepnie $rednig predkosé
odksztalcania, jaka wystapi w rozpatrywanym procesie i przy takiej predkosci wyznaczyé
doswiadczalnie state H i o. '

W nastgpnych punktach zostang przedstawione przykiady quasi-statycznych rozwig-
zan dla praktycznych proceséw urabiania gruntéw. Beda one polegaly na rozwigzywaniu
zagadnien brzegowych dla wyzej podanego ukladu réwnan, w ktérym zamiast réwnan
ruchu (4.2) wystapia réwnania réwnowagi
aao‘x 4 Ity _ , day 31?, —

X Jy dy ox

W tym zmodyfikowanym ukladzie pola naprezen i predkosci sg sprzezone tylko przez
warunki brzegowe. Rozwigzanie réwnan dla naprezen przeprowadza sic w klasyczny
sposéb [1] metods charakterystyk. Réwnania rézniczkowe charakterystyk maja znana
postaé

(4.5) dy = tg(pte)dx, dot2otgedy = y(dyd-tgedx).

" (4.2a)
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Pomocnicze wielkoéci ¢ 1 ¢ sa okre§lone przez podstawienia

Oy .
. } = g(ltsingcos2p)—H, 1., = osingsin2g.
y
Roéwnania dla predkosdci maja charakterystyki ortogonalne o wspétczynnikach kierun-
kowych

(4.6) dx/dy = tg ((pj_—_%l—). :

A zatem charakterystyki dla naprezen i predkosci nie pokrywaja sie. Przyjeta proce-
dura budowania konkretnych rozwigzan polega na wyznaczeniu najpierw siatki charakte-
rystyk dla naprezen, a nastgpnie na wykre$lnym wyznaczeniu siatki charakterystyk dla
predkosci. Pole predkosci okredla si¢ budujac hodograf wedtug metod identycznych, jak
w teorii plastycznoéei (patrz np. [10]). Metode te zastosowano w pracy [4] rozwigzujac
zagadnienie wciskania sztywnego klina w suchy piasek. Postuzono sig¢ nig réwniez w pracy
[7] do analizy kinematyki oérodka idealnie sypkiego przy naporze pionowej éciany. W obu
powyzszych pracach otrzymano dobra zgodno§é wynikéw z badaniami eksperymental-
nymi.

W przypadkach biernego parcia gruntu, jakie zwykle wystepuja w procesach urabiania,
obszar odksztalcania ograniczony przez skrajne linie siatki charakterystyk pola predkosci
mieéci sig catkowicie wewnatrz obszaru pokrytego siatka charakterystyk dla naprezen.

Ponizej podamy kilka typowych przykladéw zastosowania teorii plaskiego stanu
plynigcia do analizy mechaniki gruntu przy urabianiu réznymi narzedziami. We wszystkich
przypadkach zatoZono wigc, ze swobodna powierzchnia gruntu jest walcowa, ale profil
jej moze mie¢ dowolng postaé.

Podobnie jak w teorii obrobki plastycznej metali [10], réZzne procesy urabiania gruntéw
mozna rozpatrywaé jako procesy niestacjonarne stosujac procedure kolejnych krokéw.
Zakladajac poczatkowa konfiguracje swobodnego brzegu, mozna wyznaczyé odpowia-
dajace jej pole predkosci. Pole to mozna uwazaé za niezmienne w okresie dostatecznie
malego przyrostu czasu. Taka przybliZona metoda umozliwia wyznaczenie deformacii
jakiej doznata swobodna powierzchnia gruntu w okresie tego przyrostu czasu. Nastgpnie
dla nowego ksztattu powierzchni buduje si¢ nowe rozwigzanie i nowa deformacje swobodnej
powierzchni. Procedure te mozna powtarzaé az do momentu, gdy dla jakiego$ stopnia
deformacji powierzchni niemozliwe juz bedzie zbudowanie rozwigzania teoretycznego.
Podany zostanie réwniez przyklad takiej sytuacii.

5. Rozwiazanie dla narzedzia typu zgarniaka [11]

Narzedzie zgarniajagce o przekroju pokazanym schematycznie na rys. 3 zamknigte
jest z obu stron §cianami réwnolegtymi do plaszczyzny rysunku. Sciany te uniemozliwia-
jace odksztalcenie gruntu w kierunku osi z stwarzaja warunki zblizone do plaskiego stanu
odksztalcenia. Przyjmijmy, ze narzedzie porusza sie z predkoscia v, o wektorze nachylo-
nym pod katem £(0 < 8 < B*) wzgledem poziomu. Zakladamy, Ze ksztalt profilu AB
swobodnej powierzchni gruntu w rozpatrywanej chwili jest znany.

11 Mechanika Teoretyczna
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Siatke charakterystyk dla naprezen pokazana na rys. 3a otrzymano przez rozwigzanie
zagadnienia brzegowego Cauchy’ego, okreslonego przez znane wartoéci o i p na swobodne;
powierzchni 4B. Siatka ta pokrywa obszar krzywoliniowego trdjkata 4BC. Potozenie
Jpunktow A i B_okres’[a warunek przechodzenia skrajnych charakterystyk 4C i BC przez
ostrze zgarniaka C.

Na rys. 3b przedstawiono siatke charakterystyk dla predkosci wyznaczona wykreslnie
na podstawie siatki charakterystyk dla naprezen. Obszar odksztalcania gruntu DEC
ograniczaja linie nieciggtosci predkosci EC1 DC. Czastki gruntu potozone na prawo od CE
pozostaja w spoczynku, a caly obszar na lewo od DC porusza si¢ jak sztywna cato$¢ wraz
z narzgdziem z predkoscia v,.

Konstrukeje hodografu (rys. 3c) rozpoczynamy od rozpatrzenia warunkéw zwartosci
w punkcie C, w ktérym predko$é od strony obszaru odksztatcanego musi byé skierowana
stycznie do CE. Ponadto skok predkosci na linii nieciagtosci CD musi by¢ do niej styczny.
Predko$é punktu C bedzie wiec przedstawial na ptaszezyznie hodografu punkt C’, przy
czym odcinek O'C’ jest réwnolegty do stycznej do CE w punkcie C, za§ O*C’' poprowadzono
réwnolegle do stycznej do CD w punkceie C. Obie linie nieciggltosci CE i CD reprezentowane
sg na plaszczyZnie hodografu odpowiednio przez tuki két C’E’ i C’D’. Predkosci
wewnetrznych punktéw tréjkata ABC znajdujemy przez poprowadzenie na hodografie
siatki linii ortogonalnych do charakterystyk predkosci. Te czeéé hodografu pokazano
w powigkszeniu na rys. 3d.
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Z hodografu wynika, ze kat 8 nachylenia predkosci #o do osi x nie moze byé¢ wiekszy
od kata p*, jaki tworzy styczna do EC w punkcie G z poziomem. Dla f > p* wektor
nieciaglosci predkoéci wzdtuz CD mialby taki sam zwrot, jak naprezenie styczne. Dysypacja
energii na linii nieciggtoSci CD bylaby wigc ujemna. Rozwiazanie tego typu dla f > f*
byloby niepoprawne. Przykiad ten wskazuje na konieczno$¢ zwrdcenia uwagi na zachowanie
warunku, aby dysypacja energii byla wszgdzie nieujemna. :

Jezeli profil powierzchni gruntu tworzy prosta nachylona pod pewnym katem do po-
ziomu, to charakterystyki dla naprezen i predko$ci wyznacza sie z prostych réwnan para-
metrycznych. Dla o§rodka bez spdjnosci, siatki charakterystyk dla naprezen i predkoscei
sktadaja si¢ z linii prostych. Rozwigzania te o duzym znaczeniu praktycznym przedsta-
wiono w pracy [7] wraz z weryfikacja do$wiadczalng. Otrzymano dobra zgodno$é teore-
tycznych i do§wiadczalnych pol predkosei dla suchego piasku i dla modelu oérodka zto-
zonego ze szklanych precikéw.

6. Rozwigzania dla lyzki Yadowarki [11]

Charakter pracy tyzki tadowarki zblizony jest do pracy zgarniaka omdwione] w po-
przednim punkcie. Rozwigzania teoretyczne sa jednak odmienne. Maksymalne obcia-
zenie tyzki powstaje w koncowej fazie procesu napetniania, a wiec dla tego ctapu pracy
rozwiazania beda mialy znaczenie techniczne. Ze wzgledu na inne uksztaltowanie lyzki niz
zgarniaka, przy probach zbudowania siatki charakterystyk dla naprezen takiego typu,
jak na rys. 3 przeciglibyémy charakterystyka CA $ciang tyzki, co byloby sprzeczne z istnie-
jacymi na niej warunkami tarcia. Z kilku mozliwych wariantdéw rozwigzan teoretycznych
dla pracy tyzki przytoczymy dwa najbardziej typowe.

Pierwszy przykiad przedstawia rys. 4. W siatce charakterystyk dla naprezen (rys. 4a)
linia 4 M, wynikajaca z rozwiazania zagadnienia brzegowego Cauchy’ego w trojkacie 4BM
nie przechodzi przez krawedz tyzki C. Pozostalzi cze$é siatki tworzy wachlarz CAM. Kat
wachlarza & wynika z warunku przechodzenia skrajnej charakterystyki przez punkt C.

Rozwigzanie statyczne tego typu jest mozliwe, jezeli wspdtczynnik tarcia g pomigdzy
gruntem a wewnetrzng powierzchnig tyzki jest dostatecznie duzy. Warunek lokalnej réwno-
wagi w punkcie 4 bedzie spelniony, jezeli |z, < uo,, gdzie ¢,1 7, sa odpowiednio napr¢-
Zeniem normalnym i stycznym dziatajagcym na $ciane. Dla danego p graniczna dopusz-
czalna warto$¢ kata wachlarza &* wynika z réwnoéci |z, = po,. Jezeli dla vzyskania
przechodzenia skrajnej charakterystyki wachlarza przez punkt C konieczny byltby kat &-
wigkszy od granicznej wartosci &*, to rozwiazanie tego typu nie spetniatoby warunkéw
statycznych w otoczeniu punktu 4. Dalej oméwimy typ rozwigzania dotyczacy takich
przypadkéw. :

Siatka charakterystyk dla predkosci inoze mieé wachlarz z biegunem w punkcie 4,
albo ograniczaé sie do krzywoliniowego tréjkata w zaleznosci od geometrii tyzki i swo-
bodnej powierzchni o$rodka. Na rys. 4b przedstawiono ten drugi typ siatki, a na rys. 4c
zbudowany na jej podstawie hodograf. Ma on.podobna budowe, jak hodograf podany
w poprzednim punkcie. Nieznaczna zmiana budowy wynika z faktu zmiany znaku krzy-
wizny linii nieciaglto$ci CD w punkceie S. Kazdy punkt tréjkata D'S'T’ na planie predkosci

11*
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przedstawia jednoczeénie predkoéci ruchu dwdéch réznych punktéw na plaszczyznie fi-
zycznej. Na przyklad punkty D i U, w ktérych nachylenie stycznej do charakterystyki DC
jest takie samo, sa na plaszczyZnie hodografu reprezentowane przez jeden punkt D' (U’) —
rys. 4d.

Jezeli wspolczynnik tarcia na wewngtrznej $ciance tyzki jest zbyt maly, to skrajna
charakterystyka wachlarza wychodzaca z punktu 4 pod katem &* nie przejdzie przez

Rys. 4

krawed? tyzki C. Na rys. 5 przedstawiono schemat rozwiazania takiego przypadku dla
gruntu idealnie spoistego, dla ktérego charakterystyki dla naprezen i predkoéci pokrywaja
sie.

Jak w poprzednim przypadku kat &* wachlarza bedzie okre§lony przez warunek tarcia
|Ty| = uo, nadcianie AF. Warunek ten wraz z charakterystyka 4N wyznacza jednoznacznie
siatke charakterystyk w obszarze AFCN. Polozenie punktu F wynika z warunku, Ze cha-
rakterystyka FC musi przechodzié przez ostrze tyzki C.

Obszar zalegajacy na lewo od FC porusza si¢ jak sztywna calo$¢ wraz z tyzka, a caly
masyw gruntu na prawo od BC pozostaje w spoczynku. Dla spelnienia jwarunkéw zwar-
toéci w otoczeniu linii styku AF konieczne jest wprowadzenie dodatkowej linii nieciagtoéci
predkosci FKLG. Sytuacje w tym miejscu po malym przesunieciu tyzki pokazuje rys. 3c.
Dolna i gbrna strona tej linii nieciggloéci sa reprezentowane na plaszczyZnie hodografu
odpowiednio przez tuki F'G' i F*G*. Odcinek F'F* przedstawia skok predkosci wzdtuz
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tej linii. Prosta O*F* jest poprowadzona réwnolegle do AF, poniewaz wzgledna predkosé
przedlizgu ofrodka po §cianie 1yzki musi by¢ do niej styczna. PredkoSci punktéw lezacych
na swobodnej powierzchni gruntu sg na hodografie reprezentowane przez punkty dwoch
tukéw B'G’ i G*A4*. A zatem w punkcie G tworzy si¢ na powierzchni uskok.

Rys. 5

Jezeli przyjaé, ze stan graniczny o§rodka opisany jest warunkiem Coulomba-Mohra
(2.1), to z wyzej podanym rozwiazaniem moga by¢ zwiazane rozne typy pdl predkosci.
Problem ten oméwiono szerzej w pracy [11].

7. Mechanika proceséw spychania gruntéw [12]

Przedstawimy teraz dwa typy rozwigzan zwigzanych z pracg lemiesza spychacza. Mozna
wyr6zni¢ dwie podstawowe fazy pracy lemiesza, mianowicie fazg poczatkowa (rys. 6a)
i fazg koficowa (rys. 6b). W fazie poczatkowej niejednorodne pole predkosci obejmuje
obszar ABE przylegajacy bezposrednio do $ciany lemiesza i oddzielony od nieruchome;j
czeéel gruntu wyraznie widoczng linia nieciagtoSci BE. W fazie konicowej oprocz obszaru
niejednorodnego ruchu ABCE pojawia si¢ obszar BCD przemieszczajacy si¢ jak sztywny
blok po poczatkowej powierzchni gruntu CD. Obszar BCD moze nie by¢ w stanie gra-
nicznym, co powoduje znaczne trudnoéci-w sformulowaniu zagadnied na wartoéci brze-
gowe. Obecnie nie udaje sie jeszcze otrzymaé rozwiazan dla tej koncowej fazy procesu.
RozwaZania nasze ograniczymy zatem tylko do fazy poczatkowej.
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Rys. 7

Stosujac metode kolejnych krokéw mozna przesledzié do$é znaczna czgéé przebiegu
poczatkowej fazy pracy lemiesza. Dla kazdego kroku wyznacza sig siatki charakterystyk
dla naprezen i predkosci, a nastgpnie po zbudowaniu hodografu okreéla zmiang ksztattu

powierzchni gruntu dla tego kroku. Stanowi to punkt wyjécia dla zbudowania rozwiazania
w nastgpnym kroku. . T - Co
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W zaleznoscei od ksztattu i potozenia lemiesza oraz formy powierzchni gruntu mozna
otrzyma¢ rézne typy rozwiazan dla poczatkowej fazy pracy lemiesza. W pewnych przypad-
kach na calej powierzchni lemiesza moze wystgpowaé prze§lizg gruntu. W innych przy-
padkach moga tworzy¢ sig obszary martwego materiatu przylegajacego do lemiesza na
cafej lub czgsci diugosei jego profilu. Ponizej podamy dwa przykiady takich rozwigzan.

Jako pierwszy omdéwimy przypadek, gdy przedlizg gruntu nastepuje na calej powierzchni
lemiesza. Lemiesz przesuwa si¢ na prawo z zadang predkoscig v,. Ksztalt swobodnej
powierzchni gruntu AM (rys. 7) jest rownieZ znany.

Rys. 8

Siatke charakterystyk dla naprezen przedstawia rys. 7a. Na jej podstawie zostala
nastepnie zbudowana wykreSlnie siatka charakterystyk dla predkosei (rys. 7b). Obszar
odksztalcania gruntu ograniczony jest linia nieciagla predkoéci EDCB, ponizej ktérej
czgstki gruntu pozostaja w spoczynku. ' _ _

Budowe hodografu (rys. 7¢) rozpoczynamy od punktu E rozktadajac predkosé lemiesza
2o na skladowa przeslizgu wzdtuz linii nieciagloéci EB (wektor O'E’) i wzdtuz powierzchni
lemiesza (wektor O*E’). Lini¢ nieciagto$ci EB reprezentuje na hodografie tuk kota E'B'.
W obszarze EDA pole predkoéci. jest okre§lone przez warunek, Ze predkosé przeslizgu
gruntu po lemieszu musi by¢é styczna do jego powierzchni, oraz przez dane na ED. Profil
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lemiesza reprezentuje na hodografie tuk E’A’. Punktowi osobliwemu 4 odpowiada na
plaszczyznie hodografu odcinek A'A®, a odcinek B'A* przedstawia predkoéei punktéw
swobodnej powierzchni gruntu BA. Predkoéé ruchu dowolnego punktu obszaru odksztal-
cania znajdujemy jako wektor taczacy biegun hodografu O’ z punktem hodografu odpo-
wiadajacym wybranemu punktowi na plaszczyZnie fizycznej. Dla wyznaczenia predkosci
ruchu czastek gruntu wzgledem lemiesza nalezy jako biegun przyja¢ punkt O*. Widoczne
jest, ze pole predkosci odniesione do lemiesza jest silnie niejednorodne. Fakt ten stwierdzono
réwniez do§wiadczalnie w badaniach modelowych przy uzyciu suchego piasku [14].

Rysunek 8 przedstawia inny typ rozwigzania, w ktérym pojawia si¢ martwy obszar
gruntu przylegajacy do czgéci profilu lemiesza. W rozwigzaniu statycznym (rys. 8a) cha-
rakterystyka RE wychodzaca z punktu R przechodzi przez ostrze lemiesza E. Podobna
sytuacja wystgpuje w siatce charakterystyk dla predkosci (rys. 8b),” w ktdrej charaktery-
styka EF wychodzaca z punktu E przecina kontur lemiesza w punkcie F. Obszar odksztat-
cania gruntu zawiera si¢ miedzy odcinkiem AF profilu lemiesza i charakterystykami FE
i EB. Obszar na lewo od FE stanowi martwa stref¢ poruszajaca sic jak sztywna caloéé
wraz z lemieszem. Oprécz obu linii nieciggtosci predkosci FE 1 EB pojawia si¢ trzecia linia
nieciggloéci FK, konieczna dla spelnienia warunkéw zwartodci w punkcie F,

Na planie predkosci (rys. 8c) znajdujemy promienie O'E' i O*E' tukéw E'B' i E'F’
reprezentujacych linie nieciagloéci EB i EF rozkladajac predko§¢ v, na sktadowe wzdluz
tych linii. Lini¢ nieciagloéci FX reprezentuja dwa réwnolegle tuki F’X" i F*K*. Swobodnemu
brzegowi 4B odpowiadaja na plaszczyZnie hodografu dwa tuki A¥K* i B’K’. W punkcie K
powstaje wigc uskok w procesie odksztalcania.

8. Uwagi koncowe

Rozwiazania przedstawione powyZej nalezy traktowad jako pierwszy krok w kierunku
zbudowania teorii proceséw mechanicznego urabiania gruntéw opartej na bardziej solidnych
podstawach. Obszerne badania do$wiadczalne [14] przeprowadzone na suchym piasku wska-
Zuja, Ze rozwigzania takie maja znaczeunie praktyczne przynajmniej dla o$rodkéw bezko-
hezyjnych. Dobra zgodno$é teoretycznych i doswiadczalnych pél predkoéei otrzymano
dla piasku w stanie luZnym. Nieco gorsza zgodno§¢ otrzymano dla piasku w stanie zagesz-
czonym. Niezbedne sa dalsze badania do$wiadczalune, przede wszystkim dla grutéw ze
" sp6jnoscig oraz dla gruntéw wykazujacych niestateczno$¢ krzywych naprezenie-odksztal-
cenie.
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Pesome

TIPOBJIEMbBI TEOPHH 3EMJIEPOYIHBIX IIPOIIECCOB

OG6CcyIalTCA BOUPOCHI, BBITEKAIOMIME M3 NONBITKA IOCTPOSHHA MATEMATHUECKOH TEODHH 3emie-
POMMBIX YIPOLIECCOB JIDH JIOMOLIM TAMENBIX CTPOMTENBHBIX 3eMIIEpOHHBIX mawmy. Hcecnemyiorea soa-
MOXHOCTH (hOPMYJIHPOBKE HauoJNiee YIPABHIILHOTO KDHTEPMA NPEHETPHOTO HANMPAMKEHHOTO COCTOSIHHS
¥ COOTBETCTBYIONIMX 3aBHCHMOCTEH MEXAY TEH3OPaMM HAIDPKEHMH B CKOpocTeH NehopMupoBaHus.
OTMmeuaeTcst, YTo B JaHHOM CTaJHN U3YYEHUA BOIPOCA IIPH PEIIEHUH NPAKTHYECKW HHTEPECHBIX NpoGiem
HeT BO3MOIKHOCTY YUMTBIBATh CHJIBI MHEPIMM M BIHAHME CKopocTeil medopmmposanusi. Jpyrue Tpyn-
HOCTH BO3HHKAIOT B CBASK C TeM, YTO ANA IPYHTOB C HEYCTOHUMBON XapaKTepPUCTHKON HANPSOKeHUE —
Iedopmainisa, crnoco® neopMupoBaHMA Cpebl IPH 3eMJIEPOHHBIX IIPONECCAX IOABEPTAeTCH CKAYKO-
00pasHbIM M3MEHEHNIM.

Hanaraercsi HECKONBPKO KBASUCTATHCTHYECKMX pELUEHU HEKOTOPBLIX NPAKTHUYECKHM MHTEPECHBIX
mpoueccos. IIpyn 3TOM NPeANONAaralOTCA: HECTKO-TUIACTUYECKAsA MOEN: MaTeprana Oe3 HeyCTOHUHBOCTH
XapaKTEPHCTHKH HaNpsikeHHe-NeopMalisa, HeacCOIMNUPOBAHHBLA 3aKOH TEUEeHMS, HECIKMMAEMOCTh
¥ M30TPOIHA.

Summary

PROBLEMS OF THE THEORY OF EARTHMOVING PROCESSES

Discussed are the problems resulting if an attempt is undertaken to build the mathematical theory of the
mechanics of earthmoving processes with the use of heavy construction machinery. Discussed are problems
of the choice of the most suitable limit state criterion for stresses and of the respective relations between
the stress and strain-rate tensors. It is pointed out that, at present, the inertia forces and strain rate effeets
cannot be accounted for in solutions of practical problems. Another difficulty arises from the fact that if
the stress-strain curve for a given soil is unstable, the deformation during earthmoving process proceeds
in a non-continuous manner.

Presented are several quasi-static solutions for some practical processes. The rigid-plastic model of
the material without instability in the stress-strain curve has been assumed. A non-associated flow rule
assuming incompressibility and isotropy of the soil has been introduced.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 pazdziernika 1971 r.



