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PLYTY PROSTOKATNE O JEDNOKIERUNKOWO ZMIENNEJ SZTYWNOSCI

KaroL H. Boipa (GLIWICE)

W pracy wykorzystano wiasno$ci operacji 7% [1] do rozwiazania réwnania rdzniczko-
wego plyty prostokatnej izotropowej o jednokierunkowo zmiennej sztywno$ci. Rozwa-
zania ograniczono do plyt o dwéch przeciwleglych krawedziach x = 01 x = a swobodnie

7y \

-"-IW/WWW——X’
L a

- gl
Rys. 1

podpartych, krawedzi y = 0 sztywno utwierdzonej i o dowolnych warunkach brzegowych
na krawedzi y = b (rys. 1).
Plyty o innych warunkach brzegowych na krawedzi y = 0 rozwiazuje si¢ tak samo.

1. Réwnanie wyijSciowe
_ Réwnanie rozniczkowe powierzchni ugigeia plyty nigjednorodnej w swej plaszczyznie
ma ksztatt [2]
(1.1) V2(DV2w)—(1—-»)L(D,w) =¢q,
gdzie
?’D 2w ., 0D 0w +£2£ Dw
x?ay? dxdy 0Oxdy ay*  ox*
W wielu przypadkach zmienno$¢ sztywnosci plyty moze byé wyraZzona z dostateczng do-
ktadnoS$cia réwnaniem
(1.2) D(y) = D6,

LD, w) =
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w ktorym 6 — stala, ktérg w kazdym poszczegdlnym przypadku nalezy tak dobraé, by
réwnanie (1.2) odiwarzalo mozliwie najwierniej rzeczywista zmienno$é sztywnosci ptyty.
Podstawiajac wyrazenie (1.2) do réwnania (1.1) znajdujemy

F*w 5w o*w 1 ( 3Bw Fw
A b " T
+ ——7 | +2Dod b Ind 373y + 57 ) +

yib I,
(1.3) Dyd (ax4 + %0y 2y

1 Pw 0w
+D0§y’bF(1n 0)? (v—a—;z— + 7 ) =q.

2. Rozwigzanie rownania (1.3)
Wprowadzmy operacje T* zdefiniowana réwnoscia [1]
/\ (T*He0)} = {&200))),
lemier
gdzie A jest pewna klasa funkcji okre$long w [1].
Poniewaz

ak+lw
YT e dla k+7/< 4,

wigc rownanie (1.3) z warunkami brzegowymi
W(Oa y) = 0’ W(a, y) = 0, w(x, 0) = 0’
sz(o, J’) = 0, le(a, y) = 0; W, (x’ O) =0

sprowadza si¢ do postaci operatorowej

2.1 T“/”)m"[(w(“) +252w" + st w) + %ln S(sw’ +s3w)+ biz (Ind)*(yw' +52 w)] =
-2 + s—Llné Wwy2 (X, 0)+wys(x, 0)+ —2—1n6w s (x, 0)
-Do b ¥ ) y > b » s 3
gdzie s jest operatorem rézniczkowym, z operatorowymi warunkami
w0 =0, w'(0)=0, w@=0, w'()=0.

Przyjmujac
q = Z qm Sin L Wy2 (x 3 0) = Z Am Sil’l Oy X5
mz1 mz1
N . . mam
Wy3 (x> 0) = Z Bm SIN &y X, w = Z Wi SIN Oy X, Oy = —a—s

mz1 nmz=1
z (2.1) otrzymujemy

2.2)  Tkymdy, [(oc‘,f, =202 s2+sM)+ % In O(—oZs+53)+ 517 (In 8)? (—va2, +s2)] =

= m 4, (S——%lné) +B.,.+2%1n6.
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Przedstawiajac operatory w,, w postaci

- 1
(23) Wy = Z Cl:lll's,,+1

nz=0

i uwzgledniajac, ze jezeli p(s) jest dowolnym wyrazeniem wymiernym operatora s

24) pls) = P2
I
to
Tp(s) = pls~0)
oraz ze kazdy wyraz szeregu (2.3) jest postaci (2.4), wartosci C,,, mozna wyznaczyé metoda
wspotczynnikédw nieoznaczonych. Nalezy w tym celu poréwnaé wspdtezynniki przy tych
. 1
samych potegach wyrazenia (s— ~b—1n 5).

Po wyznaczeniu wspdlczynnikdéw C,, rozwigzanie dane jest wzorem

B B o,
W= Cmn W Sinoy, X.

m=1 n=0

Stale A4,, 1 B,, wyznacza sie z warunkéw brzegowych na krawedzi y = b.
Jezeli obcigZenie nieciaglte ze wzgledu na zmienna y dane jest funkcja operatorows

J
q(x) = Z Zq,,,.hye Sin o, x,

=0 m>=1
gdzie h’: jest operatorem przesunigcia, to operatory w,, nalezy przyja¢ w postaci
J

1
(25) Wy = 2 2 C!mn hy‘ F .

=0 ux0
Po podstawieniu (2.5) do (2.2) nalezy poréwnaé wspéblczynniki przy tych samych opera-
torach przesunigcia i tych samych potegach wyrazenia (s— —lb—ln 6). Otrzymujemy wtedy j

niezaleznych zwigzkéw rekurencyjnych dla C,,y,.
Nalezy zwrdcié uwage, Ze teraz wspotczynniki C,,, /¢ nie sg juz operatorami liczbo-
wymi, zatem

T(I/b)mﬁ[cmm W Snl-;-l] = Clmn(T(l/b)lnﬁhy‘) :

] n41
(S‘— 'FIH(S)

Poniewaz [1]
Tozezqz — eAT“q:

gdzie 1 jest dowolna liczbg rzeczywista, a p dowolnym operatorem, to
T I8 pye — S¥eIb s,
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Wobec tego

1

(26) T(”b)mé[clmnh ey n+1] - Clm,. (Sy‘/bhy‘ 1

T ymed t
—-Z—lné)

Po wyznaczeniu wspdtezynnikéw C,,, operatorowe rozwiazanie przyjmuje postac

2.7 W= E 2 Z Crn —sma X,

mz1 120 1=

3. Przyklad

Jako przyktad zastosowania przedstawionego sposobu rozpatrzmy plyt¢ dowolnie
obcigzong wzdluz prostej y = y,. Poniewaz

q(x) = Z quhtsino,x,

mx1
to zgodnie z (2.5) operatory w,, przyjmujemy w postaci
1
(31) Wy = Z (COrnn+C1mnhyl) S,,+1"

nz=0
Podstawiajac (3.1) do (2.2) otrzymujemy

2am1 5

m—

3
2 (CO mn + Cl mn 5“/bhyl)

1 n+1 1 n +
nz20 — —
(s 5 In 6) (s 5 In 6)
1 2 a2 2 .
-52—(lnt3) — 20, 7 né 1
+ ] sl T | w1 1 n-3 | —
(s—-—b—lné) (s—Tlné) (s—Flné)
— ﬂ Y — __1_. ﬁ'_"_
=D, h +A,,,(s b Iné) +B,,+ 5 Inéd.
Z (3.2) znajdujemy natychmiast '
COmO = 07 COml = 09 COmZ = Ann COm3 = Bnn
Cimo =0, Ciyy =0, Cipp=0, Cima = 50‘%%’175

oraz dwa zwiazki rekurencyjne dla n > 4,

2

C!"ln = - ‘b_ln 6Clmn 1 + lzam 2 (II’I 6)2] Ctnm-—Z +2 i‘bﬂln 6 C!mn—a +

[”O‘m (ln 6)2 - am] Clmn— 4

(t=0,1).
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Rozwigzanie w rozpatrywanym przypadku ma postaé

[ N o Lrsinan dla 0< ¥ <y,

mz=1 nz0
w =

o] n __ "
| Z Z [COmn 7.);_'_ + Clmu '(y‘h‘-'zl)‘] Sin U X d]a 0 < Y1 < Y.

mz=1 nz0
Wprowadzajac oznaczenia
2
b

1 2 2 o,
Iné, 1, = F(]né) —2ay, A3 =-2—"Iné,

21= b

(3.3)

2
ha = o= S (nO),

zwigzki rekurencyjne mozna przedstawi¢ w postaci réwnan réznicowych rzedu czwartego
34 Cimrtat 2 Comry3t 2 Cpmpy2+ 23 Cimr g1+ A4 Gy = 0,

(t=0,1)
z warunkami poczatkowymi

Como = 0, Com1 = 0, Comz = A, Coms = Bn,

ClmO = 0; Clml = 0’ ClmZ = 0) C1m3 = ’_"D—O%"WE—
Po wprowadzeniu operatora [1]
3.5) Ty = ) Comh’
rz=0

otrzymamy réwnosci

1 1
—h—FO = 2 COmr+1hr; 'h_ZFO = Z C0mr+2hr’

r=0 rz=0
1
-h_:;_(FO—Ath) = Z C0mr+3 hr1
r=0
1
h_4(F0 —Amh2 —B111113) = Z COmr+4hr‘
r=0

Stad na podstawie (3.4)
1 A A
7!7(1"0—14,,,h2 — B, h3)+ }T;(I'O—A,,,hz)+ 722—1“0 + %I’o+14l’o =0
1 ostatecznie
(Bu+ Ay A+ A h?

(3.6) O TRt AR A h2 AR+

Po wprowadzeniu operatora

(3.7 I, = Z Cm b

r>0
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w ten sam sposdb znajdujemy
qm
Do oyub

RN AT W Ny N

Wyrazenia (3.6) 1 (3.8) nalezy rozbi¢ na utamki proste, ktére z kolei nalezy rozwinaé
w szeregi potggowe operatora przesunigeia. Otrzymane szeregi nalezy poréwnaé odpo-
wiednio z (3.5) i (3.7) i w ten sposob znalezé niewiadome Cyyy C oy

W obliczeniach praktycznych wygodniej jest jednak wyznaczy¢ kilka pierwszych wsp6t-
czynnikdéw szeregu (2.7) ze zwiazkdéw rekurencyjnych, nie szukajac ogélnej postaci tych
wspotczynnikéw. Przedstawiony sposéb moze by¢ z korzyécia stosowany, gdyZ niezaleznie
od warunkéw brzegowych na krawedziach y =0 i y = b oraz charakteru obciaZenia,
do wyznaczenia pozostajg zawsze tylko dwie state. Poza tym wyznaczanie wspdlczynnikow
z prostych zwigzkéw rekurencyjnych nie sprawia ktopotéw rachunkowych.

Metode t¢ mozna natychmiast rozszerzyé na szereg innych przypadkéw, np. na plyty
o zmiennej sztywnosci spoczywajace na sprezystym podtozu.

(3.8) I

4. Uwagi o alternatywnych rozwiazaniach réwnania (2.2)

Przyjmujac operatory w,, w postaci

J
1
Wy = 2 Z Glmn h¥ —ﬁ »
=0 n20 ( )

s+ 7Inc$

wartoéci G,,,, mozna takZze wyznaczyé metoda wspotczynnikéw nieoznaczonych. W tym
celu nalezy poréwnaé wyraZenia przy tych samych operatorach przesuniecia i tych samych
potegach operatora rézniczkowego.

Po wyznaczeniu wspdtczynnikéw G, rozwiazanie przyjmuje postaé

J
§ § "
v o— —yib 3
W= B Gy 07 T hYesino,, x.

mz1 nzl =0

Rozwigzanie to jest mniej przydatne do praktycznych obliczen od rozwiazania (2.7)
z powodu czynnika 6-*°. Poza tym zwiazki rekurencyjne dla G,., sa bardziej ztozone od
zwiazkow dla Cpy-

Operatory w,, mozna takZe otrzyma¢ w postaci zamknigtej. Istotnie, z (2.2) wynika

A 1
M in 8§+ — T—(1/b)Ind "
Aps+B,+2 5 Ino+ Dy T q»
_ S+ A 83+ 2,82+ A5+ A,
Wielkosei 4, (k = 1,2, 3, 4) okre$lone sg wzorami (3.3).
Rozwigzanie operatorowe dane jest pojedynczym szeregiem sinusowym

@1 Wi =

1
A,,,S+B,,,+214~"i]n S+ ——T-Ubymd g

4.2) W= sina,, x.

S4+ 11S3+}.2S2+/’{3S+ 14_
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Aby otrzymaé rozwigzanie w zwyklej, nieoperatorowej postaci nalezy wyrazenie (4.1)
roztozy¢ na utamki proste, a nastgpnie, korzystajac ze znanych wzoréw rachunku opera-
toréw [1], otrzymane wyrazenia przedstawi¢ w postaci funkcji zmiennej y. W tym przy-
padku trudnosci rachunkowe sa wiec takie same, jak przy wyznaczaniu ogdlnej postaci
wspotczynnikow C, . '
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Peswme

[IPAMOYTOJIBHBIE TITACTUHKHK C OQJHOCTOPOHHEN ITEPEMEHHOM JKECTKOCTBIO

PaGora comepykur TOUHOE peuteure KuddepeHyalbHOro YpaBHEHNs H30TPOMUON MUTACTHHKY ¢ Tie-
PEMEHHON YKECTKOCTHEO.

HcenenoBausl NpsMOYTONbHLIE IUIACTHHKH C HEKOTODBIMH KpacBbIMH YCAOBHAMK. IlnacTHHKH
C JAPYTHME KPaeBLIMH YCITOBHUAMY PpELIAIOTCA NOJoOHBIM 00pasoMm. PelreHHe monyucHo NpHW IOMOILH
oneparopoB MEKyCHHCKOrO B Byme JBOMHOIO CTENEHHO-TPHIOHOMeTpHUuecKoro papa. Koadduuuenrs:
3TOrO PsAA BHIUMCIFIIOTCS JI0 MPOCTHIM PEKKYPEHTHBIM (hOpMyNam.

Summary

RECTANGULAR PLATES WITH UNIDIRECTIONALLY VARIABLE RIGIDITY

The paper discusses a formally accurate solution of a differential equation of bending of an isotropic
plate with variable rigidity. The considerations concern rectangular plates with certain prescribed boun-
dary conditions. Plates with other boundary conditions are to be solved in a similar way. The solution in
the form of a double trigonometric exponential series has been obtained on the basis on Mikusifiski's
operators. The coefficients of the series are calculated by means of simple recurrent relations.

POLITECHNIKA SLASKA

Praca zostata zlozona w Redakcji dnia 17 maja 1971 r.



