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REDUKCJA STOPNI SWOBODY UKEADOW DYSKRETNYCH

Janusz BARAN, KrRzZYSZTOF M ARCHELEK (SZCZECIN)

Przy modelowaniu maszyn za pomocy ukfadéw dyskretnych bardzo wazna role od-
grywa dobér liczby stopni swobody modelu. Zwykle model charakteryzuje sie znacznag
liczbg stopni swobody, co utrudnia analize i obliczenia, a takze moze wplywacé na do-
ktadno$¢ obliczen. Stad dazno$¢ do modelowania maszyn za pomoca ukladéw dyskret-
nych o mozliwie malej liczbie stopni swobody. Nalezy jednakze pamietaé¢ o tym, aby
model opisywat zasadnicze cechy ukladu rzeczywistego. Redukcja stopni swobody musi
by¢ naukowo uzasadniona, nie mozna jej dokonywaé w sposéb dowoluy.
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Rys. 1. Typowe uklady czgSciowe

Jedna z metod redukeji stopni swobody ukladéw dyskretnych opracowat i przedstawil
RiwiN w pracy [I]. Metoda Riwina polega na redukcji ukiadéw czg§ciowych, charak-
teryzujacych sie duzymi czestotliwo§ciami drgan wilasnych. W wigkszosci praktycznych
przypadkdw, zakres czgstotliwoéel sit wymuszajacych jest taki, ze nie wymaga si¢ zna-
jomosci wyzszych czestotliwo$ci wlasnych ukladu. RiwiN wyznaczyl wzory redukcyine
dla dwéch podstawowych parametréw ukiadu, mianowicie masy i wspdlczynnika sztyw-
nosci. Przy obliczeniach charakterystyk dynamicznych modelu na maszynie matematycz-
nej konieczna jest znajomo$é wartosci wspotezynnikéw tlumienia, aby wspdtrzedne tych
charakterystyk przyjmowaly wartosci skonczone. W pracy przedstawiono modyfikacje
metody Riwina, dajaca mozliwo$¢ wyznaczania wzordw redukcyjnych dla wspdiczyn-
nikéw thumienia.

Kazdy uktad dyskretny mozna rozbié na dwa typowe uklady czgSciowe (rys. 1). Jeshi
wprowadzi¢ pojecie zespolonego wspolczynnika sztywnosci

) K; = kj-+ioh; =—el—‘+iwhj,
J
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gdzie: k; — wspodlczynnik sztywnosci,
e; — wspolczynnik podatnoéci,
h; — wspolczynnik ttumienia,
woéwcezas rownania réwnowagi ukladu czedéciowego pokazanego na rys. la przyjma postaé
— Ky (s — 1) = My,
2) et ¢4 K1 (9= @i )T Ko — @uy ) = 0,
Kl pp—prer) = — My

Dla drgai harmonicznych moment wymuszajacy i kat skrecenia wyrazi¢ mozna w po-
staci : .

(3) Mj = Mojeim” Q; = (pojei“” .

~ Podstawiajac wyraZenia (3) do réwnai (2), po dokonaniu prostych przeksztalced
otrzymuje sie
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gdzie: wq, — czestotliwoéé drgan wlasnych ukladu cze$ciowego typu a.
Po podstawieniu do wzoru (6) wyrazenia (1) uzyskuje sie

(7) . wgu_': 1 +iw(11k—l +hk) .
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Bezwzgledng warto$¢ czestotliwosci drgad wlasnych wyrazi¢ mozna zaleznoécia
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"Rzad wartoSci poszczegdlnych sktadnikéw wzoru (8) po podstawieniu parametréow
z tablicy 1 jest nastepujacy:
©) W}, ~ Y102 £ 0?08,

Z zaleznodci (9) wynika, iz dla @ << 10 rad/sek drugi skfadnik mozna pominaé bez

szkody dla dokladnosci wyniku. Wdéwcezas czestotliwo$é drgai wlasnych uktadu a wyz-
naczy¢ mozna z wzoru

(10 wf, = 1l
Jeerore
Postepujac analogicznie w przypadku ukfadu typu b, réwnania réwnowagi tego ukladu
napisa¢ mozna w postact
Je Pt Ki(@u— 1) = My,
S Prpr K Py — i) = — My .

Po podstawieniu zwiazkdéw (3) i uporzadkowaniu wyrazen, uklad réwnan (11) przyjmie
postaé

an
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gdi:ie: v, — czestotliwo$é drgan wlasnych ukladu czesciowego typu b.
- Uwzgledniajgc wyrazenia. (1) weé wzorze (13) uzyskuje sig

ST oh(Je+Jy 1)
14 W3y = Akl g TRk T TREL
19 ob exJiJist SiJksr
Bezwzgledna warto$é wyraZenia (14) wyznaczyé mozna ze wzoru
JetJee1)\? wh(Je+Jes ) 12
15 2| = ]/ R aY S + .
( ) Ia)Ob‘ (ek-]k-]k+1) .]ka+1

.Rzad wielkosci poszczegdlnych skladnikéw we wzorze (15) po podstaw1emu para-
metréw z tablicy 1 _]CSt nastgpujacy

as |w§y| = /10124 w2108 .

Z. oszacowania (16) wynika, ze dla o < 10* rad/sek drug1 sk}admk we wzorze (15)
mozna bez szkody dla doktadnosci wyniku pomina¢. Wdowczas czestothwosc drgan wla-
snych ukladu b bedzie mozna wyznaczy¢ ze wzoru

it Jker

17 Wi, =2
an ob exJiJiit
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Uklady czeiciowe a i b bgda sobie wiwcezas réwnowazne, gdy wo, = wop. Aby uklad
typu a mégt byé zastapiony ukladem typu b parametry ukiadu b musza spelnia¢ réwnania:

1
K
(18) J,ez_l & 6
Ko TR
1
Ky
(19) J£+1-=% k>
—
K, K
1 1 1
(20) 7{—’?—7(5:—}—7{?.

Po podstawieniu zwigzkéw (18), (19), (20) do ukfadu réwnan (12) uzyska si¢ réwnania
ruchu ukiadu zamienionego

. 1 1 Kit+ Ky o
Pos-, = (‘K:"l- KR)MO"+ (1 TR, wl, Poys
2D « © , )
_ w w
L

Poréwnujac uklad réwnan (21) z ukladem réwnani (5) latwo zauwazyé iz réznig sig
2

one miedzy soba o skladnik (1— =

Oa

). Jezeli spelniona jest nierdwnos¢ w? <€ wj, wéwczas

2
mozna przyjaé (1~ :))2 ) ~ 1 i uznaé, ze uklady réwnan (5) i (21) sa sobie réwnowazine.

Oa
Mozna postapi¢ odwrotnie, zastepujac uklad typu b ukladem typu a, wowczas para-
metry ukladu a musza spelniaé zaleznosci

(22) Jlfzjl,:_l'kaq-l,
1 Jp
23 = +1 ;
@3) Ky = KU
b
(24) ! Ji

K T KU
W wyniku podstawienia zwigzkéw (22), (23) i (24) do ukladu rdwnan (5) otrzyma sie
réwnania ruchu uvkladu zamienionego rézniace sie od ukladu réwnan (12) o skladnik

2
(1 —— ) Jesli spelniona jest nieréwno$¢ w? < w3,, wéwczas mozna uznaé, ze oba uklady
@op

Townan sa sobie réwnowazne,
Ogdlnie mozna napisac, ze

1
25 2
(25) @o Je’
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przy czym dla uktadu typu a

ep 1€
) ‘ ek_1tey

za$ dla uktadu typu b

N J= el

= e = g.
Jk+Jk+1 ¢

Przy redukowaniu liczby stopni swobody nalezy w pierwsze] kolejnosci redukowad
uktady czgsciowe charakteryzujace sie¢ matym iloczynem Je.

W rownaniach zamiany (18)-(20) i (22)-(24) wystepuje zespolony wspélezynnik sztyw-
nodci K. Podstawiajac wyrazenie (1) do kolejnych réwnai zamiany, mozna ustali¢ w jakim
zakresie czgstotliwos$ci skiadnik zawierajgcy wspdlczynuik tfumienia moze by¢ pominigty.

Podstawiajac do wzoru (18) zaleznoéé (1) i dokonujac prostych przeksztatcedh uzyska
si¢

(28) Jh = €k Ja4iw e"_1ek_l:]_._M]Jk'

s
e te; e;_11e; ey_1tek

Dla w << 103 rad/sek cze$€ urojona wyrazenia (28) mozna pominaé; uzyska sie wowcezas

(29) Jh=__% g

a a vk
€_,te;

Po podstawieniu wyrazenia (1) do wzoru (20) i dokonaniu prostych przeksztalcen
uzyska sie

(30) eh—iwh’e’ ey, —iwhi_ e, n ef—iwlhel
1+ (whf eh)? - 1+ (whi_yef_1) 1+ (whiei- 1)? .

Dla w < 10° rad/sek wyrazenie 14 (whje;)> &2 1 i wowczas zalezno$¢ (30) mozna
napisa¢ w postaci

(31 ex—iohjel = (ef_1+ed)—~iw(h_1efl  +hiel).

Postepujac analogicznie wyznaczy¢ mozna rownanie zamiany dla masy 1

€y
32 Jopr =—2—Ti
+1 a Yk
ey_1tey

Z poréwnania czeSci rzeczywistej i urojonej lewej 1 prawej strony réwnania (31) wy-
nikaja zwigzki

(33) ep = ef_y+ef,

b k-1 (€ 1)® - hu(ed)?
(34) hk — (6;2)2 *
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W przypadku zamiany ukladu b ukladem @ réwnania zmiany, po dokonaniu podsta-
wienia zwigzku (1) do wyrazen (23)~(24) uzyska si¢ odpowiednio dla o < 10 rad/sek.

(35) e, = J—%r e,
(36) of = Jk—jjk— e,
@ =i )

Przyktad: Przedstawiona metode redukcji stopni swobody zastosowano przy
obliczeniach charakterystyk amplitudowo-fazowych napedu gléwnego obrabiarki.

Naped gléwny frezarki Fula mozna zastgpi¢ modelem o o§miu stopniach swobody [2].
Postaé analityczna charakterystyki amplitudowo-fazowej dla kata skrecenia mierzonego
na wrzecionie jest skomplikowana. Ziozono$é charakterystyki amplitudowo-fazowej
poglebia sie ze wzrostem liczby stopni swobody. Dlatego tez przy obliczeniach praktycz-
nych (projektowych) daZzy sie do zastosowania mozliwie najmniej skomplikowanego
modelu, a wiec o mozliwie najmniejszej liczbie stopni swobody.

Dokonano redukcji uktadu o o$miu stopniach swobody do ukiadu o pigciu stopniach
swobody. Parametry uktadu wyjsciowego podano w tablicy 1.

Tablica 1. Wartosci parametréw okre$lajacych wladciwodei dynamiczne napedu
frezarki Fula

n = 180 obr/min
Lp.

J; kGm sek? h; kGm sek k; kGm/rad.
1. 25,7-10~3 0,18 7,53.103
2. 1,25.10-3 0,042 3,79-10°
3. 0,284.10-3 0,019 0,839.10°
4. 0,769.10-3 0,037 1,372.103
5. 1,45.10-3 0,0975 4,01-10%
6. 6,50.10-3 0,187 2,80-10°
7. 96,00. 10-3 0,72 5,25-103
8. 99,44.10-3 13,00 1,192.10°

W rozpatrywanym przyktadzie zastgpowal sie bedzie uklady typu a ukiadami typu b.
W tym celu najwygodniej jest postugiwaé si¢ metods tablicowa. W tablicy 2 podano
schemat modelu dyskretnego opisany warto§ciami parametréw J;, i;, e; oraz obliczone
wartoéci parametréow ukladéw cze$ciowych wedtug wzoréw (26) i (27). Z tablicy 2 wynika,
Ze najmniejsza warto$¢ iloczynu J;e; ma -ukiad czgsciowy typu a o masie J;. Uklad ten
zamieniono uktadem typu & o parametrach J¥, J¥*, e¥ 1 h% (tys. 2).
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Tablica 2
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| ! |
! ! | | T " 1
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Parametry ukladu obliczono na podstawie wzordw (29), (30), (33) i (34).

J:k — — —3 2
F= + oo > = 023310 [kGmsek?),
o — 0,051-10-% [kGmsek?],

€
e* = e,+e, = 1,454.10-3 [rad /kGm],

hye5+hael 0,042-0,264>4-0,019-1,192

5= o2 = 7 4542’ d = 0,014 [kGmsek].
xX
026‘4 o/ HJ ?/Z;?A/ﬂ/ﬂ [j HJ'? |:|JJ |j H I:l

004? 00/.9

Rys. 2. Schemat zamiany ukiadu typu a ukladem typu b przy redukeji ukiadu o o$miu stopniach swobody
Momenty bezwladnoséci J, i J¥ oraz J¥* i J, sumuje sie, uzyskujac ukliad czgSciowy
o momentach bezwladnoéci J; i J5 (vys. 2)
Ji = J,4+J¥ = 1,483.10~3 [kGmsek?],
Ji = J¥¥4J, = 0,820.10-3 [kGmsek?].

W wyniku zamiany ukladu czgéciowego typu @ ukladem typu b zredukowano liczbe
stopni swobody modelu napgdu gléwnego frezarki Fula o jeden, uzyskujac model o sie-
dmiu stopniach swobody.
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Przy dalszej redukeji stopni swobody postgpuje sic podobnie. W tablicy 3 podano
schemat modelu o siedmiu stopniach swobody, jego parametry oraz parametry ukladow
cze$ciowych. Najmniejsza warto$¢ iloczynu J;e; ma vklad czgéciowy typu « o masie J,.

Tablica 3
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S S S
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Rys. 3. Schemat zamiany ukladu typu a uktadem typu b przy redukcji ukladu o siedmiu stopniach swobody

Tablica 4
270610° 09310% 1,4510% 65010° 960040 994040°
1 ha ha ha hs hs
003 o0 00975 gi87 077 13,00
I T T T
AT ! ,! ! !
szﬁ% 09151U3| 05M0° | 11840° | 6070% | 50.2:4°]
| | | I
— } ,L T -+ ¥
J-e 145408 | 04245 | B 547476 | 5
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1 l 1 : | . | _r | —
_ Ek.Bis | | ! I I
e—§k+ek+1 0,510° i0,186-103:0,11+8-1ﬁ°}D,?erlﬁsl 016:3% !
: T 'h I‘
Jk-e 047108 | 0.27- 10610961051 11916“' 1591(7“}
1 l J
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Uklad ten zamieniono uktadem typu 4. Schemat zamiany pokazano na rys. 3. Uzyskano
model o szeéciu stopniach swobody. W tablicy 4 podano schemat modelu o szeéciu stop-
niach swobody, jego parametry oraz parametry ukladéw czeéciowych. Najmniejsza war-
toé¢ iloczynu J;e; ma ukiad czgsciowy typu a o masie J5. Uklad ten zamieniono ukladem

/45/0‘1
AN A AN/
mzm’ 025/0 [”j l:”:‘[ H H
17037 ww

Rys. 4. Schemat zamiany uktadu typu a ukladem typu b przy redukcji ukladu o szeéciu stopniach swobody

270607 130407 758707 9600107 9940107
Jy

158710° Z 09750° % 3w % g0 5 0800

by hy hs I hs
aqoi30 00266 9167 4972 1300

Rys. 5. Model ukiadu o pigciu stopniach swobody

Tablica 5. Parametry modelu o 5 stopniach swobody

n = 180 obr/min
Lp.
JikGmsek? h; kGmsek k;kGm/rad
1. 27,06-10-3 0,013 0,63-103
2. 1,314-10-3 0,0266 1,020-103
3. 7,58.10-3 0,187 2,80-10&
4. 96,00-10-3 0,720 5,25-103
5. 99,40.10-3 13,00 1,192-103

Tablica 6. Czgstotliwo$ci drgann wlasnych napedu gléwnego frezarki Fu-la przy predkosci obrotowe
n = 180 obr/min

Czestotliwosei drgad wlasnych w Hz
MODEL
foo | e | S | S | hes | S | for
8
masowy 10,6 19,8 53,2 102,6 227,2 346,6 387,6
5
masowy 10,6 19,7 53,2 102,6 187,2 — —

14 Mechanika teoretyczna
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Rys. 7. Charakterystyka amplitudowo-czestotliwoéciowa modelu o o$miu stopniach swobody napedu

gtownego frezarki Fu-1a przy predkosci obrotowej n = 180 obr/min
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Rys. 8. Charakterystyka fazowo-czgstotliwosciowa modefu o o$miu stopniach swobody napedu gl(’)wnego

frezarki Fu-la przy predkosci obrotowej n = 180 obr/min

[2t11



212 J. BARAN, K. MARCHELEK

typu b. Schemat zamiany pokazano na rys. 4. Uzyskano w ten sposéb model o pigciu
stopniach swobody (rys. 5), ktérego parametry podano w tablicy 5.

W tablicy 6 podano wartosci czestotliwo$ci drgan wlasnych modelu o o$miu oraz mo-
delu o pieciu stopniach swobody, obliczone metoda HOLZERA [3] na maszynie matema-
tycznej.

AWy 10 fragf6m]
-9 -7 -5 -3 - o 1 2 3 4 s U0 aghbn]

T
55 262] 2035 69
% -7

2/

20 -9

19 -5

Ay 70 aahkm]

4 -4 43 17 P s 0000 Utey-10"ragfk6m]

t
g Q06 ORAE g

10
P

9
98

Rys. 9. Charakterystyka amplitudowo-fazowa modelu o pieciu stopniach swobody napedu gtéwnego
frezarki Fu-la przy predkosci obrotowej n = 180 obr/min

Na rys. 6, 7 i 8 pokazano wykresy charakterystyki amplitudowo-fazowej, charakte-
rystyki amplitudowo-czestotliwosciowej i charakterystyki fazowo-czgstotliwosciowej mo-
delu o o§miu stopniach swobody, natomiast na rys. 9, 10 i 11 pokazano te same charak-
terystyki dla modelu o pigciu stopniach swobody. Charakterystyki obliczono na maszynie
matematycznej.
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Rys. 10. Charakterystyka amplitudowo-czestotliwo$ciowa modelu o pigciu stopniach swobody napedu
gtownego frezarki Fu-1a przy predkosci obrotowej n = 180 obr/min
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Rys. 11. Charakterystyka fazowo-czestotliwosciowa modelu o pigciu stopniach swobody napedu glowncgo
frezarki Fu-1a przy predkodci obrotowej n = 180 obr/min

. [213]
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Wnioski

1. Z poréwnania uzyskanych wynikéw dla redukcji uktadu o o$miu stopniach swobody
(tablica 6 oraz rys. 6-11) wynika, ze proponowana metoda daje dobre wyniki dla celow
praktycznych w zakresie czestotliwosci o < 10° rad/sek. W zakresie czgstotliwo$ci w > 103
rad/sek wystepuja rozbiezno§ci zaréwno w przypadku czgstotliwosci drgafh wiasnych
(tablica 6), jak w przypadku charakterystyk fazowo-czestotliwosciowych. Wynika stad,
ze dla czestotliwosci w > 10° rad/sek nie moZna pomija¢ cztondéw urojonych we wzorach
redukcyjnych.

2. Réznice w wartosciach rzednych charakterystyk amplitudowo-czestotliwosciowych
(rys. 7 i 10) rosna ze wzrostem czestotliwosci /. Wynika to z powodu malejacej doktadnosci
obliczen na maszynie matematycznej. Zastosowanie dokiadniejszej maszyny matematycz-
nej powinno daé wyniki praktycznie zgodne, szczegdlnie w zakresie o < 10® rad/sek.

3. Przyjecie w proponowanej metodzie idei kolejnej redukcji uktadéw czeSciowych
o najwyzszych czestotliwosciach drgatt wlasnych jest uzasadnione, poniewaz amplitudy
drgan w rezonansach o duzych czestotliwosciach sa wielokrotnie (nawet kilkaset razy)
mniejsze od amplitud drgan w rezonansie podstawowym, ktéry wystepuje zwykle przy
jedne) z niZzszych czestotliwosci drgan wlasnych.

4, Wyznaczenie wzoréw opisujacych wspdiczynniki tlumienia zastgpczego ukladu
cze§ciowego ma duze znaczenie praktyczne, poniewaz umozliwia zastosowanie maszyn
matematycznych do obliczen charakterystyk dynamicznych.
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Peaome
NIPUBEOEHWUE CTEINEHEN CBOBOILI NUCKPETHBLIX CUCTEM

B paGote comepykuTcss BrAoameHerHsl meron O. . Pusnana mpuseneHus creneHei cBoBOLbI Muc-
KpeTHbIX cucrem. IIpy BBEACHHM MOHATAA KOMIIEKCHOrO KO3((HULHEHTA YKECTKOCTH TIONYUEHBI (GOPMY-
JIBY IS DpUBELCHIT Ko3(hORIuenToB 3aTyXanud. I1pe/ICTaBICHHbIH METON IIPHBEIEHNsI CTENeHel CBO-
Gonpl MPUMEHEH [NA PACUETd aMITUTYAHO-(bas0BbIX XapaKTepUCTUK TJIABHOTO MpHBOAA cranxa Fu-la.

‘Ha ocroBe HONIyUYeHHBIX Pe3yIETATOR HAKAEHO, UTO NPENaracMbIil METOH HaeT XOPOmMe I HPaK-
THUECKHX nesielf pesynsTaTel B guanasoHe w < 10% pan/cex.
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Summary

REDUCTION OF THE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM IN DISCRETE SYSTEMS

The paper presents a modification of Rivin’s method of reduction of the number of degrees of freedom
of discrete systems. By introducing the notion of a complex rigidity coefficient the reduction formulae for
the damping coefficients are obtained. The method is then applied to the calculation of the amplitude-phase
characteristics of the main drive of the Fu-la milling machine. The results of these calculations indicate
that the proposed method is practically accurate and applicable in the frequency range of w << 10° sec—'.
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