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1. Wstep

Materialy modelowe czule optycznie, stosowane w badaniach analizy naprezen, na-
leza do réznych grup stalych polimeréw wielkoczasteczkowych. Cechg charakterystyczna
polimerdw jest zalezno$¢ ich wlasnoséci mechanicznych od czasu. Przejawia si¢ to we wzro§-
cie odksztalcen przy stalym naprezeniun w probie pelzania, spadku naprgzen w prébie
relaksacji, jak réwniez zalezno$ci charakterystyki o = o(¢) od predkosci odksztalcenia.
Podobnie badania w warunkach zmian cyklicznych czy dynamicznych wykazuja efekty
op6znienia fazowego i lepkiego thumienia. Efekty te zaleza od wartoSci naprezen lub od-
ksztalcen, jak i temperatury.

W zakresie matych naprezen czy odksztalcer, kiedy zachowanie sie¢ polimerdw jest
liniowe, istnieje bogaty material doswiadczalny i dobrze opracowane teoretyczne podsta-
wy opisu. Znacznie mniej sa poznane efekty fizykalnie i geometrycznie nieliniowe. Tym
ostatnim efektom poéwieca sie obecnie coraz wiecej uwagi.

Lepkosprezystym, mechanicznym wlasnoéciom polimerdw towarzyszy zazwyczai za-
lezno$é ich cech optycznych od czasu. Ten ujemny efekt w badaniach modelowych stanu
naprezenia cial sprezystych jest zwykle omijany przez realizacje niewielkich wartoSci
naprezei w badanych modelach, kiedy wplyw czasu moze byé pominigty. Wzrost zaintere-
sowania mozliwos$cia wykorzystania materialéw czulych optycznie do badania rzeczy-
wistych materialdw poza zakresem sprezystym — przez wykonanie czulych optycznie
pokry¢ — jak i rozwéj badan na modelach ciat spr¢zysto-plastycznych (fotoplastycznosc),
czy lepkosprezystych, spowodowal konieczno$é¢ dokladniejszego poznania ich cech z uwz-
glednieniem wplywu czasu. Spoéréd wielu prac moZna tu wymieni¢ [1, 2, 3, 7, 11, 15,
17, 18, 21]. Przewage stanowia prace operujace podejéciem fenomenologicznym. Fizyczna
interpretacja zjawisk obserwowanych poza zakresem sprezystym nie jest dotychczas
calkowicie wyjaSniona. W analizie fenomenologicznej daja sie wyrdzni¢ dwie grupy opisu:

a) opis empiryczny,

b) opis oparty na pewnym modelu ciala, waznym dla dowolnego stanu odksztalcenia
czy napreZenia,

W niniejszej pracy podj¢to probe fenomenologicznego .opisu efektéw mechanicznych
i optycznych polimetakrylanu metylu (metaplex) poddanego dziataniu wysokich naprezeri.

) II pagroda na og6lnopolskim konkursie na prace do$wiadczalne z mechaniki, zorganizowanym
przez Oddziat Gliwicki PTMTS w 1970 r.
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Rozwazania przeprowadzono w oparciu o badania do$wiadczalne jednoosiowego roz-
ciagania przy zadanej historii napr¢zenia — pelzaniu.

Badaniom cech mechanicznych polimetakrylanu metylu poéwigcone sg m.in. prace
[2, 8], a cech optycznych [2]. Prace te dotycza jednakze albo opisu empirycznego, albo
prostych programdéw obcigzen, czy tez niewielkich wartosci naprezen. Odnosi sie to takze
do wiekszosci badan przeprowadzonych na innych materialach czutych optycznie.

W niniejszej pracy zwrocono szczegdlna uwage na zbadanie wplywu zloZonej historii
obcigzenia i mozliwo$¢ opisania zaobserwowanych efektow w ramach ogdlnej koncepcji
zwigzkdéw lizycznych cial z pamigcia.

W pracy ograniczono si¢ do zagadnienia jednowymiarowego. Zaproponowane podejécie
moze by¢ jednak rozszerzone w dalszych pracach na stany ztozone.

Uzyty material — polimetakrylan metylu — nie jest stosowany na czule optycznie po-
krycia i modele pracujgce w zakresie plastycznym. Wydaje sie jednak, ze przeprowadzone
w pracy badania i sposdb ich analizy moga by¢ pomocne w badaniach takich materialéw
jak celuloid i zywice epoksydowe, pracujacych poza zakresem czysto sprezystym.

2. Opis do$wiadczen

Badania przeprowadzono na wycigtych z jednej plyty prébkach o ksztalcie «wiosetkay,
przy zachowaniu stalego kierunku wycinania probek. Diugo$é czeéci prostokatnej prébki
wynosita 120 mm, a jej przekrdj 10X S mm.

Badane prébki zostaly umieszczone w przestrzeni pomiarowej polaryskopu o rozpro-
szonym zrédle monochromatycznego §wiatla sodowego. Zadany program jednoosiowego
rozciagania realizowano za poSrednictwem ukladu dZwigniowego zapewniajacego plynne
przykladanie i zdejmowanie obciazenia. Badania przeprowadzono w temperaturze po-
kojowej.

Efekty mechaniczne — osiowe wydluzenie probek — mierzono za po$rednictwem eks-
tensometru zegarowego Schoppera o bazie pomiarowej 50 mm i dzialce elementarnej
1/100 mm. Efekty optyczne — dwdéjlomno$é wymuszong — mierzono prostopadle do
szerszego boku przekroju probki metoda kompensacji goniometrycznej Sénarmonta. Do-
kladnoéé tej metody szacowaé mozna na okolo 0,02 rzedu izochromy. Pierwszy pomuiar
efektu optycznego i wydluzenia prébki wykonywano po uplywie jednej minuty od zmiany
obciazZenia, a nastepne pomiary po uplywie 2, 5,15 i 30 minut oraz I, 2 i ewentualnie 4
godzin. Wszystkie badane probki wykazywaly nieznaczny, wstepny efekt optyczny okoto
0,2 rzgdu izochromy. Stwierdzono, ze kierunek odksztalcen wstepnych byt staly i réwno-
legly do podhuznej osi probek. Efekt ten uwzgledniono w pomiarach.

Doséwiadczenia wykonano dla zlozonych programéw obciazed obejmujacych pelzanie
aktywne przy stalym naprezeniu, pelzanie odwrotne po zdjeciu obciazenia i pelzanie do-
datkowe po ponownym przylozeniu obcigzenia. Wartosci zastosowanych naprezen oraz
czas ich trwania przedstawia rys. la i b. Maksymalny czas trwania doswiadczeni przy sta-
lym obciazeniu wynosit 240 min. Odciazenie wykonywano dla czaséw ¢; = 30,901 180 min.,
a ponowne obciazenie dla jednego czasu ¢, = 180 min.
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Zastosowane programy obciaZenia mozna podzieli¢ na trzy grupy opisane zaleznoécia-
mi:
(21a) 1. <0
2.1b) II. 7<0, o(n)=0; 0<7
2.1c) M. <0

, o(r)=0; >0, o(r) =0,

<ty, o(ry=o09; T>1, 0o(r)=0,
, o(m=0;, 0<t<t,, o) =0 H<TXI,,
o(t) =0, T>1t,, o0o(r)=0,.

Dla kazdej warto$ci naprezenia i jego historii zbadano 3 prébki.
Na rys. lc i d przedstawiono schematycznie ksztalt spodziewanych krzywych pelzania

a b

Go=450 kG/cm? o :
I 0=450kG
I 350 o =350 kB/em?

==~~~

1
0 80 240 t,min
t) ()

240 ¢ min 30

Rys. 1

mechanicznego oraz przyjete oznaczenia. Z rys. lc i d wynikaja nastgpujace zaleznosci:
(2.29) e(t—1,) = e()—elt—1,),
(2.2b) e (t—1) = €./ (t—1)—e&,.(t—1,).

Identyczne zwiazki zachodza dla efektu optycznego — rzedu izochromy — przy przy-
jeciu oznaczen n., n, 1 n,.

3. Wyniki badan i ich analiza

Zarejestrowane w trakcie do§wiadczen wartoéci wydhuzen osiowych i1 rzedu izochromy
pozwolity skonstruowa¢ odpowiednie krzywe pelzania mechanicznego i optycznego.

Na rys. 2 przedstawiono przykladowo krzywe mechanicznego pelzania aktywnego,
odwrotnego i dodatkowego w funkcji czasu dla warto$ci naprezenia o, = 350 kG/cm?.
Przedstawione na tym rysunku odksztalcenia obliczono jako nieskonczenie male, co jest
uzasadnione niewielka ich wartoécia. Podobna postaé krzywych uzyskano dla pozostalych
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wartoéci napreZzenia. Z rys. 2 wynika, ze badany material wykazuje wyrazne efekty reolo-
giczne zaréwno podczas dzialania, jak i po zdjgciu obcigzenia. Istnienie wyraZznych wlasnos-
ci lepkich réznych gatunkdw PMM wykazano m.in. w [2], [8]. Wartoéci odksztalcen
dla czaséw t =s =1 min. mozna traktowaé jako natychmiastowe. Porownujac odksztal-
cenia odwracalne dla réznych czaséw odcigzenia mozna stwierdzi¢ ich wzrost ze wzrostem
czasu {,. Podobnie odksztalcenia dodatkowe sa tym wigksze, im diuzszy jest czas odcia-
zenia ¢, .

Analogiczne krzywe pelzania optycznego dla o, = 350 kG/cm? przedstawia rys. 3.
Rysunek ten dowodzi, ze efekty optyczne — dwdéjtomnod$é wymuszona — maja réwniez
charakter reologiczny. Jakosciowo sa one zupelnic podobne do efektéw mechanicznych.

Wyrazny reologiczny charakter cech mechanicznych i optycznych badanego polimeta-
krylanu metylu nasuwa podstawowe pytanie, czy efekty te mieszcza si¢ w ramach zwigzkéw
fizycznych liniowych wzgledem napreZenia. W odniesieniu do efektéw mechanicznych jest
to réwnoznaczne z pytaniem, czy moga byé one opisane zwigzkami liniowej lepkospre-
zystoséci. W przypadku pozytywnej odpowiedzi dobranie whasciwej postaci prawa fizyczne-
20 nie nastrecza trudnosci.

Zbadanie, czy zachowanie danego materialu odpowiada zachowaniu liniowego ma-
teriatlu lepkosprezystego najwygodniej jest przeprowadzi¢ w oparciu o zasade superpo-
zycji Boltzmanna, ktéra dla przypadku jednowymiarowego pelzania wyraza si¢ naste-
pujacym wzorem:

3.1 e(1) = [J(t—1)a(v)dv.
0

Zwiazek (3.1) jest zarazem jedna z réwnowaznych postaci prawa fizycznego liniowego
materialu lepkosprezystego. Wystepujaca pod calka funkcja J jest zwana funkcja pelzania
1 ma nastgpujaca postac

(.2) (1, o) &5 90)

Go
Dla liniowego materialu lepkosprezystego funkcja pelzania jest zalezna jedynie od czasu
1 reprezentuje wiasno$ci mechaniczne materialu. Funkcje pelzania mozna definiowad dla
dowolnego programu odcinkowo stalego naprezenia, tzn. dla odksztalcen aktywnych, od-
wrotnych i dodatkowych. W efekcie otrzymuje sie

d_cf gc(t’ UO) d_e('é‘,.(t*—fl > 00)

(33) Jc(t’ UO) U—O, Jr(t_tl) Oo) = T >
Ja(t—tz, 0_0) d=cf Ea(t_tZ, JO) ,
Oo

przy czym dla materiatu liniowego wszystkie te funkcje musza by¢ sobie réwne dla od-
powiednich czaséw ¢ =s gdzie s =t—t, lub s = t—1t,. Z powyZszego wynika, ze dla
sprawdzenia liniowoéci wystarczajace jest obliczenie odpowiednich funkcji pelzania i ich
wzajemne poréwnanie oraz stwierdzenie czy sa one niezaleZne od naprezenia.
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W przypadku analizy efektéw optycznych mozna zdefiniowaé analogiczne funkcje pet-
zania optycznego
ef H,(I—1,,
3.4 K.(2, 0p) & f‘ig’ﬁaﬂ, K (t—1,, 00) def u

Op 0o

det n(t—1,, 04)
Ki(t—t3, 00) = =2 2=
0

ktére dla liniowego zachowania si¢ winny by¢ sobie réwne i niezalezne od naprezenia.
Na rys. 4 przedstawiono funkcje mechanicznego pelzania aktywnego w zaleznosei od
czasu. Dla kazdego z przyloZonych naprezei otrzymano inng warto$¢ J., co $wiadczy
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Rys. 4

o nieliniowos$ci cech mechanicznych materiatu w prébie aktywnego pelzania. Charakter
nieliniowos$ci przedstawia rys. 5, na ktérym wykre$lono zaleznos$¢ J. = J.(o,) dla kilku
czaséw t. Dla materialu liniowego przebieg zaleznosci powinien mieé¢ postaé prostych
réwnolegtych do osi . Nachylenie krzywych J,. = J.(o,) moze byé miara nicliniowosci.
Zalezno$¢ funkcji odwrotnego pelfzania J, od naprezen, dla dwéch czaséw odcigzenia
7, == 90 min. i 180 min. przedstawia rys. 6, na ktérym wykre$lono dla poréwnania funkcje
Je. Z rys. 6 widaé zalezno$¢ funkceji J, od naprezenia jak i jego historii —im diuzszy
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jest czas trwania obcigzenia tym funkcja J, osiaga wyzsze wartosci. Wartosci funkcji J,
sa takze wieksze od warto$ci funkeji J,.

Dla programu dodatkowego obciazenia funkcje dodatkowego pelzania J, w zaleznosci
od czasu § = I—1, przedstawia rys. 7. Na rys. 7 wida¢, ze funkcja J, osiaga rézne wartofci
dla réznych czaséw odciazenia t; i tego samego czasu dociazenia 7,. Rézni sig¢ ona takze
od funkeji J. 1 J..

Ke [40‘3 rz.iz.cm*/kG]
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Powyzsze fakty prowadza do wniosku, Ze wlasnoéci mechaniczne badanego polimeta-
krylanu metylu sa w zakresie zrealizowanych obciazen wyraznie nieliniowe. Nieliniowo$¢
jest zalezna od warto$ci naprezenia i jego historii.

Analogiczne wnioski mozna wyciagnaé rozpatrujac dwéjlomnosé wymuszong materiatu
w oparciu o przedstawiona na rys. 8 funkcje optycznego pelzania w zaleznoséci od czasu,
zaleznoéé K, = K, (0,) (rys. 9)i K. = K,(s), K, = K,(5) (rys. 10).

Poréwnujac efekty mechaniczne i optyczne dla réznych programdéw obciazen fatwo
zauwazy¢ catkowita jakosciowa ich zgodno$é. Na przyklad odksztalcenia odwracalne
i odwrotny efekt optyczny sg tym wigksze, im diuZszy jest czas trwania obciazenia. Nasu-
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wa to przypuszczenie, ze istnieje bezpodrednie sprzezenie pomigdzy tymi efektami. Dla
zbadania tego przypuszczenia przedstawiono na rys. 11 zalezno$é odpowiednich funkcji
pelzania mechanicznego i optycznego. Punkty na rys. 11, odpowiadajace parze funkcji,
uzyskano dla réznych naprezen i réznych czaséw nie zaznaczajgc wartoéci oy i # na ry-
sunku. Pomijajac pewien rozrzut wszystkie punkty ukladaja si¢ wzdiuz jednej prostej
przechodzace] przez poczatek ukiadu. Przyjmujac, ze rozrzut wynikéw spowodowany jest
jedynie niedokfadnoscia pomiaréw, lub pewnymi réznicami poszczegdlnych prébek, mozna
stwierdzié, ze pomigdzy odksztatceniami osiowymi a dwdjlomnoscia wymuszona istnieje
wprost proporcjonalna zalezno$¢. Identyczny wynik dla polimetakrylanu H 222 otrzymat
ABAaUD [2], w zakresie odksztalceni aktywnych do &, =~ 0,03, Nalezy zaznaczyé, ze wplyw
zmiany grubosci prébki na warto$¢ rzegdu izochromy mieéci si¢ w granicach doktadnosci
pomiardw.

Jezeli pomiedzy &, i n istnieje proporcjonalno$¢ dla dowolnej historii naprgzenia to
o zmianie dwdjlomnosci powinna decydowac jedynie deformacja ciata, tzn. w prébie relak-
sacji nie moze mie¢ miejsca zmiana rz¢du izochromy. Dla sprawdzenia tego wniosku wy-
konano proste badanie relaksacji zatrzymujac odksztalcenia w probie pelzania zaraz po
przylozeniu obeigzenia (4 = 1 min.), wywotujacego naprezenie o, = 400 kG/cm?2. Zaob-
serwowano minimalna zmiane rzedu izochromy, wynoszaca 2% dla odksztatcen okoto 0,017.
Wynik ten, aczkolwiek w badaniu nie rejestrowano naprezen, a wige relaksacji mechanicz-
nej, wydaje si¢ potwierdza¢ wniosek uzyskany z badan pelzania.

Nalezy ponadto zaznaczy¢, ze powyzsza analiza dotyczyla przypadku jednoosiowego
rozciagania pryzmatycznego preta, gdzie pordwnano efekt optyczny jedynie z odksztalce-
niami osiowymi. Nie zbadano wplywu odksztalcen poprzecznych, czy tez ogdinie pelnego
stanu deformacji ciata. Dla przypadku stalej wartoéci wspotezynnika Poissona odksztalce-
nia poprzeczne nie ingeruja jednakze jako$ciowo w przedstawiona na rys. 11 zalezno§¢.

4. Matematyczny opis zaobsexwowanych efektow

Z przedstawionej w p. 3 analizy rezultatéw badan wynika niemozliwoé¢ opisania
obserwowanych efektéw przez prawa fizyczne liniowe wzgledem naprezenia. Odnosi sig
to zaréwno do cech mechanicznych, jak 1 optycznych. Zaobserwowana proporcjonalnos¢
odksztalcen i rzedu izochromy pozwala jednakze na rozpatrzenie postaci prawa nielinio-
wego jedynie dla jednej z tych wielkosci; bedzie ono takie same i dla drugiej z doktaduoscia
do wspélczynnika proporcjonalnoscei. Ponizej ograniczymy si¢ do opisu cech mechanicz-
nych.

Zlozone, nieliniowe wiasnoéci mechaniczne stalych polimeréw w badaniach pelzania
stanowily przedmiot szeregu prac do$wiadczalnych i teoretycznych [4, 6, 9, 13, 22]. Za-
sadniczym ich celem bylo poznanie charakteru nieliniowo$ci oraz podanie zwiazku fizycz-
nego opisujacego zaobserwowane efekty. Opierajac si¢ na tych pracach, za najogdlniejsze
prawo fizyczne prostego materiatu lepkosprezystego Z pamiecia’’ mozna uzna¢, dla przy-

D Material prosty zdefiniowany jest jako material, dla ktorego tensor naprezenia Fi; w danej chwili ¢
axi(X, 7) (

2alezy jedynie od historii gradientu deformacji Fj; = X
Y

por. np. [16]).



252 A. DReSCHER, B. MICHALSKI

padku jednowymiarowego, nastgpujacy zwigzek:

4.1 £(t) = G[ﬁ’@][

dr

p do2)
dr
jest ciagly 1 liniowy otrzymujemy calkowa reprezentacj¢ Bolztmanna liniowego materialu
lepkosprezystego (3.1). Dla funkcjonalu ciaglego i nieliniowego GREEN i RivLIN [5] za-
proponowall nastgpujaca aproksymacje funkcjonatu G, bedaca nieskonczonym szeregiem

calek wielokrotnych

gdzie G jest funkcjonalem, predkoscig zmiany napre¢zenia. Jezeli funkcjonat G

{

42) ()= [Lu—T)o(t)dr,+ [ [ L(—1,1—v)6(r,) () dr, dTy+
Q 00

! {
T f } I{t—1,, -, t—1)o(Ty) ... 6(z)dry ... doi+ ...
6 0
Sens fizyczny wyrazenia (4.2) mozna wyrazi¢ nastgpujgco: kolejna przyczyna P;, wyste-
pujaca w chwili 4, zmienia efekt wywolany nastgpna przyczyna P, ; wystepujaca w chwili
t;, 1. Pierwsza calka okresla liniowy efekt dzialania przyrostéw naprezenia do(z;), druga
catka zloZzony efekt dziatania przyrostéw do(;) 1 do(z;,,), itd. Jadra calkowe J,, ..., J;
sa funkcjami materialowymi odpowiedniej liczby argumentéw ¢— 1;, nie posiadajg jed-
nakze w przeciwienstwie do reprezentacji liniowej zadnej interpretacji fizyczne;j.

Zwiazek (4.2) znalaz} szerokie zastosowanie w opisie nieliniowych cech lepkosprezy-
stych polimeréw, zaréwno dla przypadku jednowymiarowego, jak i zlozonego stanu na-
prezenia, kiedy postaé (4.2) jest znacznie bardziej skomplikowana (np. [10, 13]). Zainte-
resowanie tym opisem spowodowane jest mozliwos$cia ujecia dowolnie zloZzonych (cia-
glych) efektéw nieliniowych wzgledem wartosci naprezenia 1 jego historii. Poprzez odpo-
wiedni dobér liczby i rzedu wyrazéw mozna teoretycznie zawsze dostatecznie dobrze
opisaé¢ wyniki doswiadczen. Z drugiej jednakze strony przyj¢cie znacznej liczby wyrazéw,
zwlaszcza wyzszych rzedow, prowadzi do koniecznosci przeprowadzenia ogromnej liczby
zlozonych doswiadczen potrzebnych do wyznaczenia jader catkowych, liczby do$wiadczent
praktycznie niewykonalnej. LockerT [10] wykazal, ze dla przypadku przyjecia trzech
pierwszych wyrazéw (4.2) niezbedna jest liczba do$wiadczen 34-3n+1/2n2, gdzie n ozna-
cza liczbe chwil 7;, na ktérg podzielony jest interesujacy nas przedzial czasu t, dla kto-
rego poszukiwany jest opis zachowania sie badanego materiatu. W efekcie nie zostaly
dotychczas w peini wyznaczone funkcje materialowe dla zadnego z badanych polimeréw.
Badania ograniczaly si¢ do jakosciowej analizy mozliwosci zastosowania prawa (4.2)
dla réinych materialéw, lub wyznaczenia pewnych, szczegdlnych przekrojow hiperpo-
wierzchni 7;. .

Sytuacja ta spowodowala wzrost zainteresowania pewnymi aproksymacjami (4.2), ktére
ograniczyltyby liczbe niezbednych badan. Propozycje takie podali m.in. ONAT [14], Pre-
KIN i ROGERS [19], STAFFORD [20], DRESCHER i KwAszczyNskA [4]. Istotg tych aproksy-
macji jest albo rozdzielenie cech nieliniowych na pewne kombinacie cech liniowych, albo
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dobranie takiej postaci jader catkowych, by mozna je byto catkowicie wyznaczy¢ z kilku
podstawowych badan.

Ponizej rozpatrzymy mozliwos$¢ opisu zaobserwowanych mechanicznych efektéw w ra-
mach ostatniego sposobu aproksymacji reprezentacji (4.2).

Rozwazmy najprostszy program dos$wiadczalny okres$lony zwigzkami (2.1a). Calkujac
(4.2) przez czgéci otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie na odksztatcenie aktywne

4.3) ec(t, 00) =T (Doo+Ta(t, )+ ... +J(r, .., Db+ ...,

skad dzielac przez g, otrzymujemy
1, B
(4.4) ff(dka") = J.(t, 60) = T (T2t oot oo Ti(ly ooy D)ol ..
(4]

Lewa strona (4.4) okres$la funkcj¢ pelzania aktywnego zdefiniowana w p. 3. Z (4.4) wy-
nika, ze przy przyjeciu okreslonej liczby wyrazéw (4.2), funkcja pefzania aktywnego wy-
nikajaca z reprezentacji (4.2) ma wzgledem napre¢zenia postaé paraboli n-tego stopnia.
Z zaleznoéci (4.4) mozna ponadto wyznaczyé postaé¢ funkcji materiatlowych J; dla réw-
nych argumentéw ¢— t;; funkcja J, jest wyznaczona catkowicie. Okre$lenie funkcji mate-
rialowych dla nieréwnych argumentdéw ¢—t7; wymaga, jak wspomniano, innych badan
o zloZzonym programie obcigzenia.

Zalézmy za [20], ze jadra wyZszych rzedéw mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
funkcji jednej zmiennej

(4.5) Jt—t s t—1) =L, (t— 1) L({—7T2) ... Li{t— 7).
Z warunku symetrii /; wzgledem argumentéw wynika, ze
(4.6) Jl(t—"lfl, vy t—'L',') :L(t—'[)i,

co oznacza, 2¢ kazde jadro catkowe J; jest funkeja tylko jednej zmiennej. Po uwzglednie-
niu (4.6) reprezentacja (4.2) bedzie miata nast¢pujaca postad:

@7 &)= [T (t~s@dr+] [ L0~ De(@)de] + . + [[ Le—Do@dd]+ ...
0 0 [}

W efekcie zaloZzenia (4.5) do wyznaczenia funkcji materialowych L; wystarcza program
doé$wiadczalny (2.1a), dla ktdrego z (4.7) otrzymuje sie

(4.8) J(t, 00) =T, ()+Ly(1) 00+ ... +L(tYob + ...

Opierajac sie na doswiadczalnej zaleznosci J, = J.(0,) moina okreslié wiasciwg liczbe
i rzad wyrazéw (4.7) dajacych zadane przyblizenie wynikéw badan.

Z powyzszego wynika, Ze przy zaloZeniu do opisu dowolnego materialu prawa fizycz-
nego (4.7) jego wlasnosci dla dowolnego programu obciaZenia sa z géry calkowicie okreslo-
ne zwiazkiem (4.7) i wartosciami funkcji materiatowych L; wyznaczonych z podstawowego
programu badan. Zalozenie (4.5) nie pozwala zatem na uwzglednienie efektéw pojawiaja-
cych si¢ w coraz to bardziej zlozonych programach badar. Jest to podstawowe ogranicze-
nie powysszej aproksymacji ogélnego prawa fizycznego (4.2). Zwiazek (4.7) jest jednakze
zwiazkiem nieliniowym zardwno wzgledem wartosci naprezenia, jak i jego historii. Mozna
zatem przypuszczaé, Ze opisuje on, przynajmniej jakosciowo, szereg efektéw obserwowa-



254 A. DRESCHER, B, MICHALSKI

nych dos$wiadczalnie. Zagadnienie to rozpatrzymy ponizej po uprzedniej iloéciowe]j ana-
lizie (4.7) dla zrealizowanego programu badan (2.1a).

Opierajac si¢ na wynikach badafi przedstawiajacych zaleznoéé J, = J,.(gy), (rys. 5),

mozna zauwazy¢, ze nieliniowo$¢ wzrasta gwaltownie dla wiekszych wartoéci naprezen.
Dla naprezen nizszych od zrealizowanych (o, < 200 kG/cm?) nalezy spodziewad sie za-
chowania materialu prawie liniowego. Dla takiego przebiegu zaleznosci J, = J.(0,) wie~
lomian (4.8) bedzie musiat zawiera¢ szereg wyrazoéw bardzo wysokiego rzgdu. Celem obni-
Zzenia rzedu wyrazéw wprowadzimy dodatkowa aproksymacj¢ opisu, zaproponowang
w pracy [4]. Aproksymacja ta zaklada mozliwoéé rozdzielenia zachowania si¢ materiatu
na obszar liniowy i nieliniowy. Granica obu obszardw jest pewna warto$¢ napreZenia
o(t) = o* niezalezna od historii napreZenia i spelniajaca rolg stalej materiatowej. Na wy-
kresie J, = J.(0,) odpowiada to poziomemu przebiegowi krzywych J. od oo =0 do
oo = 0¥,
Zachowanie sie materialu w obszarze liniowym o(t) < o*, okreslone jest liniowa repre-
zentacja Boltzmanna (3.1). W obszarze nieliniowym zaklada si¢ superpozycje odksztalcen
liniowych wynikajacych z historii catkowitego naprezenia o(7) i odksztalcen nieliniowych
okreslonych zwiazkiem typu (4.2) dla historii nadwyzki naprezenia o(z)" = o(z)—o™*.
Prowadzi to do zwigzku

49)  e(t) = [J(t—ve@dr+ [ [ Kalt—1y, t—12)6"(x,)& (1) d7, dry+
0 00

t t

tot [ [ Kl—ys s =10 (1) oo & (T Ty o dih
4] V]

Uwzgledniajac oba zalozenia upraszczajace (4.5) i (4.9), otrzymamy nastepujacy propono-
wany zwiazek fizyczny wazny dla obszaru nieliniowego:

(4.10) 8([)=f]l(t—r)é'a(r)dr—i—[sz(t_T)d,(T)dT]z_l_
0 0

o+ [ L= & @as] + ..,
0

gdzie funkcje L; maja inne warto$ci od wystepujacych w wyrazeniu (4.7).

Liczbe i rzad wyrazéw (4.10) okreSlono w oparciu o przedstawione na rys. 5 wyniki
badan programu (2.1a), dla ktérego odksztalcenia aktywne i funkcja pelzania aktywnego
wynikajace z (4.10) maja nastepujaca postac:

4.11) e(t, 0o) "—"Jl(t)00+L2(t)2062+ ‘|‘LN(t)i06i
72 1i

(4.12) J1.(t, 0o) =J1(t)—|—L2(t)2i;°——|— e L) Z° +o.
0 4]

Przyjeto, ze wystarczajace przyblizenie krzywych do$wiadczalnych daje nastgpujaca postaé
(4.10):

@13) &)= [L(t—vs@drt | [ L—D)§ @] +[ [ Lt—ns ],
] V] 0



REOLOGICZNE, MECHANICZNE 1 OPTYCZNE WEASNOSCI 255
przy zaloZeniu o* = 150 kG/cm?. W tablicy 1 przedstawiono liczbowe wartosci funkeji

materialowych, a na rys. 12 poréwnanie punktéw do$wiadczalnych z przebiegiem teore-
tycznym.

e [1075cm? k6]

125
/o =240’
100
t=120'
Krzywa teorelyczna / t=60'
75 /
Punkt dodwiadczainy /
|
; t=15'
50 =
: ! 1
2‘50 s 200 ' 400 600
6o [KG/em?)
Rys. 12
Tablica 1
Imin Jy  10°em? kG L, - 10*cm?/kG L; - 10%cm?/kG
1 3,55 2,0 0,78
15 3,88 2,53 1,15
60 4,10 2,73 1,35
90 4.19 2,91 1,40
120 4,25 3,03 1,43
150 4,27 3,08 1,45
240 4,35 3,42 1,49

Przed ilosciowym poréwnaniem wartodci odksztalcenn wynikajacych z (4.13) z wynika-
mi doswiadczen dla ziozonych programéw (2.1b) i (2.1¢) zbadamy jakoéciowe cechy pro-
ponowanego opisu. Jako pierwsze zagadnienie przeanalizujemy wzajemny stosunek od-
ksztalcent aktywnych i odwracalnych. Z (4.13) dla (2.1b), po wykorzystaniu (4.11) w mys$l
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(2.2a), odksztalcenia odwracalne wyraza si¢ nastepujacym zwigzkiem:
(4.14) &t 1y, 00) =T (t—11) 0o+ Ly (t)* 00> + Ls(2)*06°
— [Ly ()= Ly (t—1 )06’ — [Ls(t)— Ls(t—t)° 05’
Wyrazenie (4.14) mozna zapisaé, oznaczajac f—¢; = 5, W postaci
(4.15)  &.(s, t1, 00) = J((5) 0o+ La(5)* 00> +Ls(5)° 06’ +2La(s) X
X [La(s-+t1)— Ly(5)]06®> +5Ls(s+#,) Ls(s) {[Ls(s+21)— Ls(s,)* +
+Ls(s+11) Ls(s)[Ls(s+¢1)—Ls(5)]} 00°.
Wykorzystujac (4.11) otrzymamy
(4.16)  &.(s, t1, 0o)—&c(s, 0o) = 2Ly(8)[Lo(s+11)— La(s)] o0
+5Ls(s+1;) Ls(s){[Ls(s+1,)—Ls ()PP +
+Ls(s+1,) Ls(s){Ls(s+11)—Ls(s)]} 00’
Rdéwnanie (4.16) okresla roznicg pomiedzy odksztalceniami odwracalnymi dla czasu
s == t—1t,, i odksztalceniami aktywnymi dla czasu ¢ =s. JeZeli funkcje L,(f) 1 Ls(t) sa
dodatnie monotonicznie rosnace, co jest spetnione dla analizowanych wynikéw doswiad-
czalnych, to prawa strona (4.16) jest zawsze dodatnia. Oznacza to, Ze przewidziane przez
(4.13) odksztalcenia odwracalne sa wigksze od odksztalceft aktywnych dla ¢ = s. Ponadto
dla s == const réznica &,—e, rodnie ze wzrostem ¢, . Wynika stad, ze zwiagzek (4.13) opisuje

jakoséciowo obserwowane doswiadczalnie efekty. Mozna wykazaé, ze identyczne jako$ciowo
wnioski otrzymuje si¢ dla dowolnej liczby i rzedu wyrazéw (4.10).

W podobny sposéb mozna poréwnaé odksztalcenia dodatkowe i aktywne dla progra-
mu (2.1¢c). Z (4.13) wykorzystujac (2.2b), (4.11) i oznaczajac t—1t, = s otrzymuje si¢
(4.17)  eu(s, ty, ta, G0)—&(5, 00) =2L4(5)[Lay(s+1,)—La(s+1,—1))] 00

+5Ls(s)[Ls(s+t)— Ls(s+1,—1 )] {[Ls(s+22)—Ls(s+12—1)]* +
+2L5(s)[Ls(s+t2)—Ls(s+t,—1,)]*+2Ls(s)* X
X [Ls(s+13)—Ls(s+13—1,)]+Ls(s)*} 05’
Przy tych samych warunkach na funkcie L,(¢) i Ls(¢) jak powyzej odksztalcenia dodatko-

we sa wigksze od aktywnych. Dla #, = const i s = const réZnica g,— &, ro§nie ze wzrostem
t,. Odpowiada to wlasnosciom badanego materialu.

Jako ostatnie zagadnienie rozpatrzymy program dodatkowego obciaZenia opisany
zwiazkami

4.18) <0, o(x)=0; O0<t<{, o@r)=0 T>t, 0(7)=a0,.
Program ten, cho¢ nie zrealizowany w omawianych do$wiadczeniach, jest czesto stosowa-
ny w badaniach cech lepkosprezystych polimeréw (np. [4, 9, 22]). Z (4.13) dla (4.18)
po wykorzystaniu (4.11) i oznaczeniu f—¢, =5 otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenie na
roznicg odksztalcen dodatkowych i aktywnych:
(4.19) &4(s, 1y, 00)—e.(s, 00) = (a—2)J, () 0o+ L,(s) 0o [2(@— 1) Lo(s+11)os+
+a(a—2)Ly(s)ao]+5(a—1)Ls(s) Ls(s+1,)00 00 [ Ls(s+1,)%06° +
+2(a—1) Ls(s) Ls(s+1,)%06* 60 +2(a—1)*Ls(s)*Ls(s+1,) 0605+
+(a—1)*Ls(s)03]+ [(a—1)°—11Ls(s) 3.
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Z (4.19) wynika, ze znak réznicy ¢,—eé. jest zalezny od warto$ci a. Mozna jednakze oceni¢,
jak dla dowolnego a = const i s = const zmienia si¢ ¢,— &, wraz ze wzrostem ¢,. Z (4.19)
widaé, ze dla wzrastajacego ¢, wzrasta réwniez e,— &, tzn. odksztalcenia dodatkowe zwiek-
szaja si¢. Wniosek ten jest tym istotny, Ze dla szeregu materialéw obserwuje si¢ dla pro-
gramu (4.18) malenie odksztalcen dodatkowych, («umocnienie» materiatu) ze wzrostem
czasu dociazenia, przy réwnoczesnym zwigkszaniu si¢ odksztalce odwracalnych dla pro-
gramu (2.1b) ze wzrostem czasu odcigzenia (4.9). Zwiazek (4.13) lub ogdlnie (4.10), nie
moze zatem opisaé efektow obserwowanych przy dociazeniu takich materiatéw, jezeli
funkcje L;(¢) sa dodatnie i monotonicznie rosnace.

Tlo$ciowe poréwnanie odksztalcen odwrotnych dla programu (2.1b) i odksztatcerr do-
datkowych dla programu (2.1¢) wynikajacych ze zwiazku (4.13) z wynikami do§wiadczer
przedstawiaja rysunki 13 i 14. Na rys. 13 poréwnano funkcje odwrotnego pelzania J, =

Ja[107%cm?k6] -
7

9,107 5cm¥/k6]
100 T
Punkty doswiadczalne
. t,=180’
o 't1 - QU ! & P ~
=90’ t,=180"
Krzywe teorelyczne o 14=90, t,=180
——— §=60’ é
%5 5710 14=30", t,=180'
5 =
“\ Krzywa. teoretyczna
50
4
—‘J - .
p—— Punkty do$wiadczalne
L4 11=90', tz"”BUI
o t1=30', t2=’1801
2,50 200 4zw 30 5 0
0y [kG/em?] $[min]
Rys. 13 Rys. 14

= J,(0p), a na rys. 14 funkcje J, =J,(s). Z rysunkéw tych widaé, Zze dla procesu odwrot-
nego pelzania istnieje bardzo dobra zgodnoéé. W przypadku pelzania dodatkowego ob-
serwuje si¢ pewna niezgodnoéé. Wyniki do§wiadczen lezg powyzej wartosci przewidywa-

nych przez (4.13); réznice sa tym wieksze im diuzszy jest czas odcigZenia, nie przekraczaja
jednakze 15%.

5. Uwagi koficowe

Opierajac sig na poréwnaniu zaproponowanego w p. 4 opisu fenomenologicznego cech
mechanicznych polimetakrylanu metylu z wynikami doé$wiadczen mozna przyjaé zada-

3 Mechanika Teoretyczna
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walajaca jego zgodnos¢ w zakresie zrealizowanych programéw. Dla innych, bardziej zlo-
zonych programdw obciazenia, mogg jednakze pojawic si¢ efekty jakosciowo lub iloscio-
wo niezgodne ze zwiazkiem (4.13), [por. uwagg o programie (4.18)].

Nalezy tu podkreslié, ze przyjeta aproksymacja (4.5) ogdlnego prawa (4.2) jest jedynie
jedna z mozliwych aproksymacji. W pracy [20] pokazano inne mozliwosci, réwniez po-
zwalajace na wyznaczenie funkcji materialowych z najprostszego programu badaf (2.1a);
réznice pojawiaja si¢ przy programach zlozonych. Przyjeta aproksymacja jest z nich jed-
nakze najogdlniejsza — wilasnosdei materialu zalezg nieliniowo od wartosci 1 historii na-
prezenia. Wybdr wiladciwego opisu, jak i ilosci jego wyrazow (efekty wyzszych rzedéw),
zalezy od zadanej dokladnosci, przedzialu czasu, wartosci 1 historii naprezenia.

Zaktadajac stusznos$¢ szczegdlnej, wprost proporcjonalnej, zaleznosci dwdjtomnosci od
odksztatcen osiowych bez wzgledu na histori¢ i warto$¢ naprezenia prawo fizyczne wiazace
cechy optyczne i mechaniczne bedzie mialo identyczng postaé z (4.13), po zastapieniu
w nim odksztalcenia przez rzad izochromy. W miejsce mechanicznych funkcji materiato-
wych J1 L wchodzi¢ beda funkeje optyczne, liczbowo identyczne z dok}adnoscia do wspot-

czynnika proporcjonalnoscia = % Otwarte pozostaje jednak zagadnienie postaci pra-
wa dla zloZzonego stanu deformacji; wymagane sg tu dodatkowe badania.

Podobne jakoS§ciowo wyniki — liniowa proporcjonalnoéé dwéptomnosei 1 odksztalcen
osiowych przy pelzaniu — uzyskatl takze AMBa-Rao [1] dla Catalinu 800 i CR-39.

Rozpatrujac otrzymane wyniki z punktu widzenia zastosowania ich w badaniach modeli
ciat sprezystych jako pierwszy wniosek nalezy stwierdzi€, Zze polimetakrylan metylu dla
naprezein powyzej okolo 150 kG/cm? wykazuje wyrazne nieliniowe cechy mechaniczne
i optyczne. Dla mniejszych naprezen jego zachowanie jest, jak zbadano w pracach [2, 8],
liniowe, jednakze réwniez zalezne od czasu. Wobec lagodnego przejécia z zakresu linio-
wego do nieliniowego doktadne ustalenie granicy obszardw jest praktycznie niemozliwe.
Powstaje takze pytanie, czy polimetakrylan metylu posiada obszar zachowania czysto
sprezystego. Oznacza to, ze stosowanie tego materiatu w badaniach modelowych wymaga
uwzglednienia efektow czasowych, co nie zawsze jest brane pod uwage. W badaniach
elastooptycznych wystepuje tendencja stosowania stosunkowo duzych naprezen w mode-
lach wykonanych z materialéw posiadajacych na ogét cechy reologiczne. Odnosi sig to
takze do zastosowania polimetakrylanu metylu na modele badane tensometrycznie lub
metoda siatek w zastgpstwie rzeczywistych materialow sprezystych jak np. stali.

Przeniesienie wynikéw pomiaréw odksztalcen z modeli lepkosprezystych na spreZyste,
jak i wynikéw pomiaru dwojlomnosei, wymaga spelnienia szeregu postulatéw odnosnie
cech materiaty modelowego i warunkéw brzegowych zadania. Opierajac si¢ na pracach
[11, 21] mozna w skrécie podaé, ze dla materialéw liniowo lepkosprezystych [mechanicznie
i optycznie] sciste przeniesienie wynikéw jest mozliwe, jezeli materiat lepkospreZysty
i sprezysty sa niesciSliwe. Przy spelnieniu tego warunku odksztalcenia czy dwéjlomnosé
sa w kazdej chwili proporcjonalne do wartosci dla ciala sprezystego, jezeli warunki brze-
gowe mozna przedstawié¢ w postaci iloczynowej: u;(x, £) = Ui(x)g(), t:(x, 1) = T:{(x)f(?)
tzo. w postaci iloczynu funkceji miejsca 1 funkeji czasu (por. analogi¢ sprezysto-lepkospre-
zysta Alfreya (np. [12]). Dla warunkéw brzegowych w innej postaci, ale dla materiatu
nie wykazujacego nieustalonego plyniecia lepkiego (brak trwalych odksztalcen zaleznych
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od czasu) mozna wykorzysta¢ wartosci asymptotyczne (dla 7 — o), ktdre sg niezalezne
od wezesniejszych historii naprezenia czy odksztalcenia.

W przypadku materialéw nieliniowo lepkosprezystych zagadnienie to jest znacznie
bardziej zfozone i nadal otwarte. Wydaje sig jednak, ze dla pewnych materiatéw, dla ktd-
rych wartosci asymptotyczne sa skofczone i niezalezne od historii naprezenia istnieje
mozliwo$¢ ich wykorzystania do modelowania cial nieliniowo sprezystych. Nalezy tu za-
znaczy¢, ze takie zachowanie przewiduje zwigzek (4.13), jezeli funkcje J i L maja poziome
asymptomy. Ceche te posiada takze ogéine prawo (4.2), jezeli kazde z jader calkowych
ma dla kazdego argumentu skoriczong granicg dla t — oo.

Zaobserwowana proporcjonalmos¢ dwdéjtomnosci i odksztalceri osiowych w polimeta-
krylanie metylu sugeruje mozliwo$¢ wykorzystania pomiaréw wzglednego opdznienia do
okredlenia odksztalcen modelu np. w zastgpstwie metody siatek. Konieczne jest tu jednak-
7e wyjasnienie wplywu odksztalcen poprzecznych. Interesujace jest takze zbadanie postaci
zaleznos$ci n = n(¢) dla réznych diugosci swiatla. '
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Pesmome

PEOJIOTMUYECKUE MEXAHUYECKUE M OIITUUECKHE CBOKCTBA ITIOJIMMETUII-
~-METAKPUJIJIATA B YCJHIOBUAX CJIOXXHOM F.CTOPHMM HATPYXKEHM S

B paBore npeacTaniieHbl MCCIIENOBAHMS BIVSHHS HCTOPHM HarPY3KH Ha ONTHUECKHE H MEXaHHYECKHE
CBOMCTBA NoNuMeTHIMeTaKpHIIaTa, MccnenoBanus GblIM NPOBEAEHEI NPH PA3IHMYHBIX IPOrpamMMax Ha-
TPYYKEHHsA TPH KOMHATHONM TEMIEPATYPEe M COCTOSJIM B ONpeAeNIEHHHM aKTHBHOH IOJN3Yy4ecTH MaTepHasa
o BIUABHEM NOCTOSTHHO HarpysKu paamllmox“( BEJHYMHBI, OﬁpaTHOﬁ NOJIZYYECTH NOCJIE PA3rPYrKEHUA
H J0GaBouYHON NoJjsyuectH. Pe3ynpTaThl OGCYM(AEHBI € TOUKH 3PEHUA JIMHEHHOCTH OCHAPYIM(EHHLIX
athbheKTOB, B CMBLICIE YAOBJIETBOPEHHA NpUHHUMNY cynepno3uuuy Bonsumanna, Iposepka ocynuecrsisi-
nack depes (PYHKILHIO [OJN3YUYeCTH.

AHaNH3 pe3ynsTaTOB UCCJIENOBAHUI NOKa3aJl, YTO MaTepHasl UMEET CHJIBHO HEJIMHEHHYIO XapaKTepu-
CTHKY, TAK C TOYKH 3PEHHS ONTHUECKHX, KaK M MexaHHYeckHx cBoHCcTB. HenmumneliHOCTh XapaKTePHCTHIH
MaTepuana yBeJHMUHBAETCA C POCTOM HArPy30K ¥ YBEJIMUEHHEM NPOAOJDKHUTESBHOCTH BPEMEHH NEHCTBHA
Harpysxy. Pe3yneTaThl HCIBLITAHMIA IOKA3BIBAIOT, YTO C YAOBJIETBOPHTENEHOH TOUHOCTEIO MOYKHO IPHHATH
CyINECTBOBaHMEe ONHOZHAUHON NPAMO MPOMOPLIMOHANLHON 3aBUCHMOCTH MEXKAY (DYHKUMSMH OITFHUECKOH
¥ MEXaHHUECKOH NON3yuecTy. DTO 03HAYAET, UTO ONTHUECKUE 3(hheKThI 3aBHCAT TONBKO OT Aechopmariuii.

Bropast yacte paGoThl NOCBAILNEHA MATEMATHUYECKOMY ONMMCAHKIO CBOMCTB MATEpHANa, OCHOBAHHOMY
Ha INPUMEHEHMH MHTErpANkHOro npejcrasienust I'puna-Pusnuna. B paGoTe npepnoykena anmpoxcuma-
THs OMMMCAHMA, 3AKJIOYAOLIAACA B noxGope Tako# (hopmMbl MHTErPAJIEHBIX SIfiep, KOTOpasi obecreunBacT
HX ONPCIAeNMMOCT, U3 HEGOJBIIOr0 UHC/IA OCHOBHBIX ONBbITOR. BTopast anmpoxcumanus, mpeiyiorKeHHas
ABTOPAMN, 3aKJIOYAETCA B Pa3HENEHMH I[OBENEHMS MaTepHayia Ha JIHHEHHYIO M HeJMHEeNHYIo 06JacTh.
OnpenxeneHbl UMCIIEHHBIE 3HAYCHMA (DYHKUMH MaTepHanos.

Summary

RHEOLOGICAL MECHANICAL AND OPTICAL PROPERTIES OF A POLYMETHYL-
-METACRYLATE UNDER CONDITIONS OF COMPLEX LOADING HISTORY

The paper delas with the experimental investigations of the influence of the history of loading on the
mechanical and optical propertics of poly-methylmetacrylate under uni-axial tension. The investigations
were carried out for various loading programmes at room temperature and embraced active creep at various
load levels, recovery creep after unloading and additional creep. Test results have been analyzed from the
point of view of linearity of observed effects in the sense of fulfilment of the Boltzmann superposition
principle.

Analysis of the test results proves that the material under consideration is strongly non-linear both
with respect to the optical and the mechanical properties, the degree of non-linearity being greater for
higher load values and longer duration of the load application. Comparison of the functions of optical
and mechanical creep seems to indicate that a proportional relationship exists between the function of
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optical creep and the function of mechanical creep. This means that the optical cffects depend on the de-
formation only.

The second part of the paper includes the mathematical description of the non-linear properties of
material based on the application of the Green-Rivlin integral representation. An approximate description
has been suggested consisting in the selection of such form of the integral kernels that they could be comp-
letely determined from several basic investigations. An additional approximation has also been used con-
sisting in the separation of the behaviour of material into linear and non-linear region. Numerical values
of the material functions have been calculated.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
WARSZAWA
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