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Badaniu zagadnienia stabilnoéci przeplywu réwnoleglego ze zmiennym profilem pred-
kosci (przeplyw §cinajacy) po§wigconych bylo wiele prac analizujacych tak bezdysy-
patywne [1, 2, 3], jak i dysypatywne [4] ukiady hydrodynamiczne. Zagadnienie to
bylo takze badane dla ukladéw magnetohydrodynamicznych. Dla hydrodynamicznego,
bezdysypatywnego, warstwowego przepltywu nieéci§liwego dostatecznym warunkiem sta-
bilnosci jest spelnienie w calym obszarze przeptywu nieréwnosci J(z) > /4 (gdzie J(z) =
= liczba Richardsona dla danego przeplywu). Okazalo si¢ przy tym (poréwnaj [2]), ze
moduly urojonych predkosci fazowych dowolnych moddéw niestabilnych zawarte sg w pot-
kolu, ktdérego promien okresSlony jest przez granice zmian wartoéci predkosci przeply-
wu U(z).

W ramach magnetohydrodynamiki zagadnienia stabilnoéci przeplywu warstwowego
byly rozwazane przede wszystkim dla uktadéw bezdysypatywnych w jednorodnym [5, 6, 7],
jak i niejednorodnym zewngtrznym polu magnetycznym. Szczegdlnie rozlegle badano
niestabilnoé¢ przeplywu ze schodkowa funkeja profilu predko$ci, tzw. niestabilno§¢ Kel-
vina-Helmholtza [5, 7].

AGRAVAL [8], dla bezdysypatywnego przeptywu z ciaglym profilem predkosci U(z)
1 gestodci o(z) znalazl, Ze predkoéci zespolone modéw niestabilnych réwniez leza w pewnym
potkolu, analogicznie jak dla przeplywu hydrodynamicznego, przy czym -promien tego
pétkola zredukowany jest przez wplyw zewnetrznego pola magnetycznego. Przy polu ma-
gnetycznym spelniajacym w calym obszarze przepltywu warunek: A4 > (Uppe—Upia)/2
(gdzie A — liczba Alfvena dla przeplywu), przeplyw pozostaje stabilny dla dowolnych
liczb Richardsona.

Pewna charakterystyke przeplywu typu écinajacego podal WieLicHOW [9], rozwazajac

- asymptotyczne rozwigzania réwnan pfzep}ywu z uwzglednieniem lepkosci i skonczonej
przewodnosci elektrycznej (dla duzej magnetycznej i hydrodynamicznej liczby Reynoldsa).
Analizg modéw niestabilnych przeprowadzit WieLicHOw dla nieskoficzonej przewodnosci
elektryczne;.

W przypadku przeptywu plynu o skonczonym przewodnictwie elektrycznym w zew-
netrznym polu magnetycznym — ptyn dyfunduje poprzez linie sit pola burzac tym samym
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stabilizujacy wplyw tego pola, z jakim mamy do czynienia przy nieskonczonej przewodnos-
ci elektryczne;j.

Interesujace jest jakie wlasnosci posiadaja mody niestabilne dla przeplywu ze skon-
czonym przewodnictwem elektrycznym i jak pole magnetyczne zmicuia kryterium sta-
bilnosci takiego przeptywu.

PoniZej rozpatrzymy przeptyw ze zmiennym profilem predkosci ptynu nielepkiego
i niesci§liwego o skonczonym przewodnictwie elektrycznym w zewngtrznym jednorodnym
polu magnetycznym. Zatozymy przy tym, ze przeplyw jest ograniczony dwiema réwnole-
glymi, sztywnymi plaszczyznami o doskonalym przewodnictwie elektrycznym.

Magnetohydrodynamiczne rownania przeptywu ptynu nieSci§liwego, nielepkiego o skon-
czonym przewodnictwie elektrycznym maja postaé

2
0 %—}-Q(UV)U — —Vp+—£’;%(V><H)><H——g@7x; P Vo =0; Vxu=0; VxXH =0,

ot
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gdzie u — wektor predkoscei przeptywu; H — wektor pola magnetycznego; p — cinienie,
A — wersor sity grawitacyjnej; g — przyspieszenie grawitacyjne; o — przewodnictwo elek-
tryczne, p — przenikalno$¢ magnetyczna.

Do rozwazan ustalimy kartezjanski uktad wspétrzednych x, y, z, kierujac o§ x zgodnie
z zewngtrznym jednorodnym polem magnetycznym Hg. Przyjmiemy réwniez, ze kierunek
predkosci przeptywu niezaburzonego jest zgodny z Hy, a jej warto$é zmienna w kierunku
prostopadlym do przeptywu, tzn.| U = [Uy(2), 0, 0]. Ponadto zakladany, ze gesto§¢,
ci$nienie, jak i przewodnictwo elektryczne przeplywu niezaburzonego, sa zmienne wzdluz
08i z, tzn. g = po(2), Py = po(2) i 0 = o(2).

W celu zbadania stabilnoSci tak okreslonego przepltywu postuzymy si¢ teoria liniowa.
Zalozymy, e w wyniku zaburzen wartoéci parametréw przeplywu ustalonego doznaly
matych przyrostéw, mianowicie

@ u=VUo+u, H=Hetk, p=po+p, ¢=00t0,

przy czym, poniewaz parametry przeptywu niezaburzonego sa jedynie funkcja z, zaburze-
nie f dowolnego parametru w roztozeniu na mody normalne ma postad

©) I’ = f@)explitksx+kyy—kct)],

gdzie k., k, —skladowe wektora falowego (rzeczywiste), zas ¢ jest predkoscia fazowa
zaburzenia (w ogdlno$ci zespolona). W ramach analizy liniowej znak czeéci urojonej pred-
kosci okre§la nam narastanie (Ime > 0) lub tlumienie (Ime < 0) zaburzenia.

Podstawiajac do ukladu réwnan (1) wyrazenia (2) i linearyzujac, otrzymujemy uktad
réwnan na wielko$ci zaburzen parametrdéw przeptywu, przy czym poszukujemy rozwigzan
w postaci (3). Po przeksztalceniach i wyeliminowaniu réznych niewiadomych otrzymujemy
(por. [4, 9]) dla skladowej u, zaburzenia predkoéci przeplywu i k., — pola magnetycznego
nastgpujacy uklad réwnan:
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Po wprowadzeniu nowej zmiennej w = u,/ W, W= Uy—c i przejSciu do wielkoSci bez-
wymiarowych
h!
/* S z W"= == * —
YT H, U,’ U, 0.’

k*, k%, k¥, D* = d(k, k., k,, D),

gdzie U., o., d— odpowiednie wielkosci charakterystyczne dla predkosci przeplywu,
gestosei 1 diugoscei (w dalszym ciagu opuszczaé bedziemy gwiazdki przy wielkoSciach bezwy-
miarowych), réwnania (4) przybiora postac '

k2
0A*(D*~k*)h = D[pW?>Dw]—oW?2k?w— G—k~2~ (Do)w,

©) 1 i
- . 2_ 1.2
h=w R W (D2—=Kk*,
gdzie:
uH? \'? .
4= drgU? — charakterystyczna liczba Alfvena,
U.d .
R, = " — magnetyczna liczba Reynoldsa,
d
G= % — liczba grawitacyjna.

Stabilnoé¢ uktadu opisanego réwnaniami badaé bedziemy przy konkretnych warunkach
brzegowych. Przyjmiemy, Zze przeplyw ograniczony jest dwiema sztywnymi, wzajemnie
réwnoleglymi plaszczyznami o doskonalym przewodnictwie elektrycznym, potozonymi
symetrycznic wzglgdem plaszezyzny xy (tzn. z = +d) przyjetego ukiadu kartezjariskiego.
Tak wigc, na granicy znika¢ musza skiadowe normalne zaburzen predkosei i pola magne-
pycznego. Otrzymujemy stad, ze na granicy (w jednostkach bezwymiarowych przy z = +1)

(6) w=0; h=0.

Jak wpomniano wyzej dla moddw niestabilnych urojona czgéé ¢; zespolonej predkosci
fazowej zaburzenia jest dodatnia. Aby scharakteryzowaé pewne wiasciwosci tych moddw,
pomndézmy réwnanie (5);, przez w (w — sprzezona warto$¢ do w) i scatkujmy stronami
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w przedziale zmian z (—1 < z < +1). W wyniku catkowania przez czgéci, przy wykorzys-
taniu warunkéw brzegowych (6), otrzymamy zalezno§é
+1 +1 +1
7N — [ AED—k)hdz = [ oWAH|Dwl+kwdz- [ G(D)wldz,
—1 —1 ~1
gdzie |+| oznacza modut danej wartosci.
Wykorzystujac rownanie (5), jak 1 warunki (6), catke z lewej strony rownania (7) prze-
ksztalcimy nastepujaco:
+1 +1
[ A2ow(D*—k*hdz = — [ A%[|Dw]*+k|w|*]dz—
—1 —1
+1 +1
— [ A%[iS—k*ISPUD>—k)hPdz+ [ A%DIS(D*—k?)h)|*dz,
1 =1
gdzie S = W/[(R.k.|W2.
Réwnanie (7) przyjmuje wiec ostateczna postaé

+1 +1
- f A% [iS—k2|S|2]|(D? — k) hi2dz+ f A2 DIS(D*— k) h)|2dz —
—1 —1
® " -
— [ etar—wanowi iz~ [ 650D g
-1 -1 ¥

Uwzgiedniajac, ze W = U—c = (U—c¢,)—ic;, z rownania (8) po przyrownaniu jego

czefcl urojonych otrzymamy zaleznosé
+1
©) _[ [U~c,]{ R O R 2ci0lDwl K2 } 7 =0.
Dla moddw niestabilnych ¢; > 0, a wigc wyrazenie w nawiasie klamrowym' réwnania (9)
jest dodatnie w calym obszarze przeptywu; a zatem dla tych moddéw cze$é rzeczywista
predkosci fazowej winna byé ograniczona warunkiem
Unin < & < U

gdzie U, — minimalna, za§ U,,, — maksymalna warto$¢ predkosci przeptywu w prze-
dziale ograniczajacym przeplyw —1 < z < +1. Powyzsze ograniczenie na ¢, jest iden-
tyczne, jak w przypadku przeptywu plynu o nieskoniczonym przewodnictwie elektrycznym
[8, 9], jak i w przypadku przeplywu hydrodynamicznego [2].

Pordwnujac czgsci rzeczywiste réwnania (8) otrzymujemy z kolei zwiazek

+1 +1
ks R+ s
f A@[W][@Z%Z)hﬁdﬁ f A20| D[S(D?—k4)||2dz =
- x 1
(10) +1 +1

. k?
= f o[A2—(U—c, >+ || Dw|*+ k2| w|?]dz + f G—EZ—(DQ) |w|3dz.

—1 -1 u
Dla modéw niestabilnych (¢; > 0) lewa strona réwnosci (10) jest dodatnia. W przypadku
przeptywu gdzie Do << 0 (wzrost gestosci zgodnie ze zwrotem sily grawitacyjnej) drugi



CHARAKTERYSTYKA STABILNOSCI PRZEPLYWU PLYNU 437

czton po prawej stronie réwnosci (10) jest réwniez dodatni. Znak pierwszego cztonu pra-
wej strony, przy ustalonym profilu predkoéci U(z), zalezy od wartosci liczby Alfvena,
jak 1 od predkosei fazowej moddéw niestabilnych. Czlon ten bedzie dodatni dla moddéw
o duzych predkosdciach narastania ¢; > (U~ Ui,), @ wige rownosé (10) dopuszcza
istnienie tych moddéw przy dowolnej wartoéci liczby Alfvena. Wynika stad, Zze w przypadku
skonczonej przewodnosci elektrycznej, zewngtrzne pole magnetyczne nie moze w pelni
zabezpieczy¢ przeplywu przed wystapieniem niestabilno$ci. Przy doskonatym przewodnic-
twie elektrycznym réwnanie (10) sprowadza si¢ do réwnania dyskutowanego przez Agra-
wala [8] (lewa strona staje si¢ rowna zeru) i wtedy wyraznie widaé, ze pole magnetyczne
moze stabilizowaé przeplyw.

Pelna charakterystyka moddéw niestabilnych sprowadza sig do dokladnego zbada-
nia réwnan (5), co jest rownoznaczne z badaniem problemu wlasnego dla operatora linio-
wego czwartego rzedu o zmiennych wspdiczynnikach. Wiadomo, Ze jest to problem bardzo

trudny.
' Zbadamy wigc powyZsze réwnania w pewnym granicznym przypadku, mianowicie
dia slabego pola magnetycznego 4 <€ 1 i dobrej przewodnoéci elektrycznej R, > 1 przy
zaburzeniach o duzej liczbie falowej k > 1.

W tym granicznym przypadku réwnania (5) upraszczaja sig w wyniku dopuszczalnego
przyjecia, ze A2D%h < A*k*h oraz D*h/R,, < k*h/R, (przyjmujemy bowiem dla ma-
fych zaburzen matosé ich pochodnych), do postaci

2

k
: —A%k*h = D[pW?Dw]—p W2k2w—-G(Dg).k—2w ,
an , x

k
h=w+ti Rk, Wh

Z réwnania (11), otrzymujemy

o
. W B [(U c)—l—z(c, RoF. )]

w=
ik . 2
W— kam [(U—C‘,.) (cl+ R k. ) ]

a nastgpnie podstawiamy to wyrazenie do pierwszego z réwnan (11), przy czym wprowa-
dzamy nowa zmienna zdefiniowana jako
F=wi?y

s'belniajqca identyczne warunki brzegowe, tzn. F(—1) = F(41) = 0. Tak uzyskane réwnanie
mnoZymy stronami przez F i catkujemy w przedziale ograniczonosci przeplywu (-1, +1D).
W rezultacie otrzymujemy zalezno$é :

w= G()w,

+1 +1
| f oWI(|DF2+k2|F|*|dz+ -:1):- f D(eDU)|F|*dz+
+ f e PR =0,
gdzie J(z) = — RACO RSN Richardsona.

e(DU)?
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Przyréwnujac czgd¢ urojong réwnania (12) do zera oraz uwzgledniajac postaé G(z),
otrzymujemy :

(13 ‘ j o\ DF[*+2|FJ2)dz+ f RS [J -i--:-——f;k;ff]dzlﬂ,

gdzie

[(U—c..)2+c][1+ I ]

[(U—c)2 Fcz(l-{- ,Ii 2R ) ]

Poniewaz dla moddéw niestabilnych ¢; > 0, pierwszy sktadnik w nawiasie klamrowym
réwnania (13) jest dodatni, to (przyjmujac, ze DU # 0 w calym obszarze przeptywu) przy
spetnieniu warunku

14 M =

A%k*M 1

DUy ~ 4

w calym obszarze przeptywu, mody niestabilne wystepowaé nie moga. Oczywiscie tak jest
w granicznym przypadku 4 € 1, R, > 1, k > 1. Warunek (15) latwo przechodzi w wa-
runki stabilnoSci przeplywu uzyskane poprzednio. Przy 4 = 0 warunek (15) redukuje si¢
do kryterium stabilnoéci w przeptywie hydrodynamicznym [1, 2, 5]. Natomiast przy zalo-
Zeniu R, — oo warunek (15) sprowadza sie do uzyskanego przez Agravala kryterium przy
stabym polu magnetycznym.

Analizujac (15) widzimy, ze wplyw slabego pola magnetycznego jest stabilizujacy,
tzn. stabilnoéé przeptywu moze byé oczekiwana przy liczbach Richardsona mniejszych niz
1/4. Na stabilno$¢ wplywa takze wielko§¢ M, ktéra zalezy réwniez od predkosci narastania
zaburzenia c;.

(15) J+

. . . . k?
Dla modéw niestabilnych o bardzo duzych predkoSciach narastania ¢; » % waru-
X 4vm

nek (15) przybiera postaé identyczna, jak w przypadku nieskoficzonego przewodnictwa
elektrycznego.

Z postaci zaleZnoéci M(z) okre§lonej przez (14) wynika, ze dla danego modu niestabil-
nego charakteryzowanego przez k, ¢,, ¢; (przy zatozeniu DU # 0; R, = const w calym
obszarze przeptywu), dM/0z = 0 w punkcie rezonansowym zo(—1 < z, < +1) — okreé-
lonym przez warunek U(z,) = ¢, (predko$é fazowa modu réwna si¢ predkosei przeptywu
w tym punkcie). W punkcie tym M(z) przybiera wartoé¢ minimalng (92M/dz* > 0) w ob-
k2
ciki R,
bilnych M,,,(c;) < 1, przy czym M,,,, osiaga wartosci wigksze dla modéw o duzych pred-
koéciach narastania ¢; > k2/k, R,,, natomiast mniejsze dla modéw o matych predkoéciach
narastania. Aby mody niestabilne wystapi¢ nie mogly, nieréwno§¢ (15) winna by¢ spelnio-
na w calym obszarze przeplywu (réwniez w punkcie z,); widaé wobec tego, ze skoficzone
przewodnictwo ogranicza stabilizujacy wplyw pola magnetycznego (M., < 1) na mody

o duzej liczbie falowej k do przeplywéw z wigkszymi liczbami Richardsona.

~1
szarze przeplywu réwng M, = (1 -+ ) . Widaé, ze dla dowolnych modéw niesta-
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Reasumujac powyzsze stwierdzamy, Zze skonczona warto$¢ przewodnictwa elektrycz-
nego w przeplywie réwnoleglym modyfikuje warunki stabilnoéci tego przeplywu.

Dla modéw niestabilnych, ktérych propagacja jest dopuszczalna, cze§é rzeczywista
predkosci fazowej winna by¢ ograniczona warunkiem U, << ¢, < U,,,. Warunek ten
jest identyczny, jak w przypadku przeptywu z doskonalym przewodnictwem elektrycznym
czy tez przeptywu hydrodynamicznego.

Zewnetrzne pole magnetyczne nie moze zabezpieczy¢ w pelni przeplywu z dowolnym
profilem predkosci U(z) przed wystapieniem niestabilnodci, gdyz przy dowolnej wartosci
liczby Alfvena dopuszczalna jest propagacja moddw niestabilnych o dostatecznie duzej
predkosci narastania ¢; > (Upax— Upin)-

Przeprowadzona anpaliza przypadku ze slabym zewnetrznym polem magnetycznym
A < 11idobra przewodnodcig elektryczna R,, > 1, pokazala, ze dla modoéw o duzej liczbie
falowej k > 1 pole magnetyczne wykazuje efekt stabilizujacy przeptyw typu $cinajacego.
Uzyskane bowiem kryterium (15) pokazuje, ze przeplyw moze by¢ stabilny przy liczbie
Richardsona mniejszej niz 1/4.
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XAPAKTEPUCTHUKA YCTONUNBOCTY TEUEHHNSA C ITEPEMEHHLIM ITPOGUIIEM
CKOPOCTEM XUIOKOCTHU C KOHEUHOI 3JIEKTPOIIPOBOIHOCTLHIO
B MATHUTHOM IIOJIE

B paGore n3yuaercst yeTOMUMBOCTS TEUCHHA CO CABUIOM IIPOBOAAIICH XHUIKOCTH BO BHELIHEM OXHO-
POHOM MArHMTHOM nosne. V3 ypaBHennii MarHuTHON THAPOHHAMUKH NOJIYUEHO YCIOBHE ONA KeHCTBH-
TeNbHOoA yacTH Ga3oBOll CKOPOCTH HEyCTOHUMBBIX BOSMYINECHAHM. PaccMoTpeH ciryuail co cnabeim Mar-
HUTHBIM MOJIEM H XOPOIIeH NPOBOIMMOCTEIO, JIIA KOTOPOIO MOJIYYEHO JOCTaTOYHO YCIOBHE YCTONYHBOCTH
TeueHWH MO OTHOIICHWIO K BOSMYILEHRAM C COJBUIMM BOJHOBLIM UHCIIOM.
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Summary

STABILITY CHARACTERISTICS OF FLOW WITH VARIABLE VELOCITY PROFILE FOR
A FLUID WITH FINITE ELECTRICAL CONDUCTIVITY IN A MAGNETIC FIELD

The problem of stability of dissipative shear-flow of a fluid with finite electrical conductivity is investi-
gated in the presence of applied uniform magnetic field. Starting from the magneto hydrodynamic equa-
tions, the condition for the real part of the coinplex phase velocity of instability modes is obtained, The
analysis is also carried for the case of weak magnelic ficld and very high electrical conductivity. In such
a case the sufficient condition for stability has been formulated.
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