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1. Wprowadzenie

W teorii konstrukcji plastycznych wyodrgbniaja si¢ ostatnio w.oddzielna dyscypling
studia dotyczace geometrycznej nieliniowoscl. Obejmuja one badania wplywu, jaki na
udZwig konstrukcji maja zmiany w jej geometrii, zachodzace w trakcie odksztalcenia
plastycznego. Wiazg si¢ z tym $cidle badania dotyczace przeskoku i statecznosct procesu
deformacji.

Z punktu widzenia leorii konstfukcji sztywno-plastycznych jest rzecza szczegolnie
interesujaca wyjasnienie zachowania sig¢ plyt i powiok bezposérednio po osiagnieciu przez
obciazenie intensywnoéci towarzyszacej rozpoczeciu sig procesu plastycznego plynigcia,
tzn. po osiggnigciu obcigZzenia granicznego w sensie klasycznej teorii nosnosci granicznej.
Chodzi o stwierdzenie, czy rozwiazanie takie jest stateczne, tzn., czy proces deformacji
'Dowoduje' «geometryczne» wzmocnienie, czy ostabienie konstrukeji, i jaki jest przy tym
ilosciowy przebieg zjawiska. Skutki geometrycznej nieliniowosci staja si¢ — w przypadku
konstrukcji sztywno-plastycznych — tatwe do wyodrgbnienia 1 do interpretacji.

Wiasciwe opisanie geometryczne nieliniowego zachowania sig konstrukcji wymaga
rozrézniania jej pierwotnego ksztaltu oraz jej aktualnej konfiguracji. Proces moze by¢
rozpatrywany konsekwentnie przy zastosowaniu wielkosci odniesionych badZ do stanu
nieodksztalconego, badz do aktualnej konfiguracji w jaka ukladaja si¢ czastki materialne
konstcukcji w przestrzeni w trakcie jej odksztalcania, a wigc odpowiednio w opisie ma-
terialnym lub w opisie przestrzennym. Zwykle jednak inzynierskie teorie dotyczace geo-
metrycznej nieliniowosci nie rozrézniajg wyraznie tych dwéch opiséw. I tak, pewne wiel-
kosci odniesione do stanu odksztalconego (np. naprezenia) taczone sa ze zwigzkami kine-
matycznymi odniesionymi do konfiguracji poczatkowej, a réwnania rownowagi sprowa-
dzane sa do ukladu nieodksztalconego w oparciu o dodatkowe zatozenia. Prowadzi to do
nieuniknionych w tym stanie rzeczy paradokséw.

Wewngtrznie spdjna teorie gecometrycznie nieliniowych konstrukcji plastycznych uzys-
ka¢ mozna wychodzac z uktadu réwnan opisujacych duze odksztalcenia oérodka ciaglego.
Szczegblnie przydatny jest tu opis materialny, chociazby dlatego, ze warunki brzegowe
dane sa zwykle dla pierwotnej geometrii konstrukcji. Wprowadzajgc okreslone zatozenia

1) Referat problemowy wygloszony na 13 Konferencji Mechaniki w Jaszowcu, wrzesien 1970.
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upraszczajace wlasciwe przejéciu od osrodka trojwymiarowego do dwuwymiarowej za-
krzywionej przestrzeni otrzymuje sig, w sposéb naturalny, uklad réwnan geometrycznie
nieliniowej teorii konstrukeji. Dodatkowe zatozenia dotyczace rzedu wielkoéci poszczegdl-
nych sktadowych tensoréw naprezen i odksztalcenn prowadza w konsekwencji do okre$lo-
nych teorii przyblizonych. Tego typu podeiscie zastosowal FUNG [21], uzyskujac réwnania
teorii Kdrm4na dla plyt sprezystych.

Zalety materialnego opisu w mechanice konstrukcji omawiali BUDIANSxY [5] oraz
ILANCE | SOECHTING [28]. W pracy .[44] zastosowano ten opis dla uzyskania zwiazkdéw
typu Karména dla powlok. Podobny problem podjeli PIETRASZKIEWICZ [40] oraz SHRIVA-
STAVA i GLOCKNER [47]. Szczegbélowa dyskusje zwiazkdw nieliniowej teorii powlok prze-
prowadzita Duszek [17], wyja$niajac uproszczenia wprowadzane przez rézne przyblizone
teorie umiarkowanych ugigé. Materialnego opisu procesu plaskiego plastycznego plynigcia
dotyczy praca ArciSz 1 RYCHLEWSUEGO [2], zawierajaca analize otrzymanego ukladu
rownan.

Niniejsza praca podaje zasady lagrange’owskiego przedstawienia teorii powlok plas-
tycznych. Omdéwiono wielkosci tensorowe wystgpujace w takim opisie, podano odpo-
wiedni uklad réwnan réwnowagi oraz powierzchni plastyczno$ci. Praca zawiera ponadto
przeglad rozwigzan i wynikéw doswiadczen dotyczacych efektéw geometrycznego wzmoc-
nienia i przeskoku w powtokach plastycznych. Stosowane oznaczenia zestawione sa w kon-
cowej czeéci pracy.

2, Zaleinoci podstawowe

Odniesiony do ukladu zwigzanego z konfiguracja nieodksztalcona stan napreZenia
czastki X w poloZeniu x, x = x(X, t) opisuje si¢ symetrycznymi tensorami: odksztalcen
Greena Fy; 1 naprezen Pioli-Kirchhoffa Sk;.

Tensor odksztalcenia Ex; wyraza si¢ poprzez gradient wektora przemieszczenia w naste-
pujacy sposéb

(2-1) 2Ex; = Ux;L—f‘UL;K—f‘GRMU;RKUﬁ~

Pomigdzy tensorem naprezen Cauchy’ego oj; a tensorem Pioli-Kirchhoffa zachodzi za-
lezno$é

(2.2) 000 = S¥Exl g xly,

przy czym dla materiatu niescidliwego gesto$é o = g, .
Plastyczne plynigcie materiatu scharakteryzowane jest przez funkcje dysypacji. Na jed-
nostke objetosci niescisliwego materiatu dysypacja wynosi

(2.3) .D = G'Udlj = SKLEKL

odpowiednio w opisie przestrzennym i w opisie materialnym, przy czym Eyx; = dEx./dt.
Zalezno$¢ (2.3) wskazuje, e tensory SXI i Ey, stanowia wlaéciwy uklad zmiennych dla

opisania procest plastycznego plyniecia, jako ze FExy, 2nika tozsamo$ciowo w ruchu sztyw-
nym.
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Réwnania opisujace réwnowage elementu materialnego zajmujacego, okreslong po-
zycje w przestrzeni, przyjmuja we wspdlrzgdnych Lagrange’a nastepujaca postaé

(2.4) [(O¥ +U%) S¥R), 5 = 0.

Stosujac twierdzenie o zamianie calek objetosciowych na powierzchniowe otrzymuje sié
z (2.4), ze naprezeniowe warunki brzegowe w nieodksztalconym ukiadzie okreSlone sa
zalezno$ciami

(2.5) (S SMEURIng = TE.

Z (2.4) i (2.5) wynika, z¢ pola napr¢zen i przemieszczen sa sprz¢zone réwnaniami réwno-
wagi. '

Warunek plastycznoéci w klasycznych teoriach formutowany jest w sktadowych prze-
strzennych tensora napreZenia. Tak wigc warunek Hubera—Misesa
(2.6) 30! o —cio] = 203

przyjmuje w opisie materialnym, dla materialu niescisliwego, nastgpujaca postaé

(27) BSKLSRSCKR CLS‘—(SKLCKL)Z = 20'(2),
gdzie
(2.8) Cyr = X ¥l g = 2Ex+Gxe

jest tensorem deformacji Cauchy’ego.

Forma zalezno$ci (2.7) wskazuje, Ze (2.6) nie stanowi wiasciwej postaci warunku plas-
tycznosci dla materialnego opisu skonczonych odksztalcen o$rodka idealnie plastycznego,
jako ze (2.7) zawiera réwniez odksztalcenia (por. [2]). Na podstawie jednak (2.3) wielko$-
ciami opisujacymi proces odksztalcen plastycznych sa tensory Skp i Ex.. Tak wiec, dla
materialu izotropowego ogdlna postaé réwnania konstytutywnego powinna wyrazaé
si¢ nastgpujacym zwigzkiem tensorowym '

(2.9) SK = w0+ BEK+-yER EX,

gdzie «, £,  sa funkcjami niezmiennikéw tensora predkosci odksztalcenia. Dla materiatu
plastycznego zwiazek konstytutywny (2.9) musi byé¢ jednorodna funkcja stopnia zerowego
wzgledem czasu. Wynika stad, Ze niezmienniki tensora napreZenia zwigzane sa dodatkowa
zaleznodcia, przedstawiajaca warunek plastycznosci

(2.10) F(SK, SKSE, SKSLSE) = 0.

W przypadkn warunku Hubera—Misesa w (2.7) nalezy wigc zastapi¢ Cky przez Ggr, nie
za$ transformowaé do ukladu nieodksztalconego warunek plastycznodci sformulowany
w wielkoéciach eulerowskich. Z fizycznego punktu widzenia warunki f(a}, oio¥, ¢'oio}) =
== 0 oraz (2.10) przedstawiaja odmienne materialy.

Dla teorii postugujacych si¢ (2 10) stowarzyszone prawo plyniecia i postulat Druckera
przyjmuja odpowiednio postaé, [22]

oF

@2.11) Egp = 4
AV

, SKLEx =0,

przy czym /A > 0.



338 A. Sawczuk

Teorie powlok zakladaja, ze stan napreZenia i odksztalcenia moze by¢ z dostateczna
dokladno$cia opisany przez rozpatrzenie dwuwymiarowego zagadnienia dla pewnej (za-
krzywionej) powierzchni odniesienia. Naprezenia i odksztalcenia wystgpujace w punkcie s
powtoki (rys. 1) odniesione sg do ukiadu wspdlrzednych x,, x, zwigzanych z powierzchnia
$rodkowa powloki.

X3

Rys. 1. Powierzchnia $rodkowa powloki w konfiguracji poczatkowej i oznaczenia baz

Przy opisie materialnym wielko$ci stowarzyszone z czastka w poloZeniu x przesuwane
sa przy zastosowaniu translatora g% do pierwotnego potozenia czastki X. Wielkosci te
sa nastgpnie przesuwane do bazy okreslonej przez 4y, A; na nieodksztatconej powierzchni
odniesienia X3 = 0, przez wprowadzenie translatora

(2.12) Wi = 85— X3B
przy czym Ay Ay =0, Ay-A;=1.

3. Zalozenia

Rdwnania teorii umiarkowanie duzych przemieszczen powlok formulowac begdziemy
w oparciu o szereg zalozen, z ktérych czeéé stanowia klasyczne przyjecia teorii cienkich
powtlok.

a) Rozpatrujemy powloki cienkie, dla ktérych stosunek grubosci do mniejszego pro-
mienia krzywizny 2H/R,,,, < 1, a wigc

3.1) p o, p=1.
Oznacza to, ze wplyw drugiego czlonu w (2.12) jest pomijalnie maly.
b) Odksztalcenia styczne w kierunku poprzecznym do grubosci powloki moga byé
pominigte
(3.2) E, s =< 0.

Niekonsekwencje wynikajace z tego zaloZenia oraz teoria oderi odchodzaca przedyskuto-
wane sa w [17].
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¢) Naprezenia normalne w kierunki grubosci powloki sa niewielkie w poréwnaniu z po-
zostatymi napreZeniami i moga by¢ pominigte w réwnaniach réwnowagi wewngtrznej
i w wyrazeniu na dysypacje energii, tzn.
(3.3) 033 ~ 0,
z wyjatkiem powierzchni ograniczajacych.

d) Materiat jest izotropowy i idealnie sztywno-plastyczny w konfiguracji poczatkowej
oraz niesci§liwy.

e) Przemieszczenia rozkladaja si¢ wzdhuz grubodci liniowo. Odpowiednie sktadowe
w bazie Ap, Az s3
G4 Up= VX3, U*=W, B=0,

gdzie Vy, W, Br sa funkcjami okre§lonymi na powierzchni §rodkowej X3 = 0. Bardziej
ogdlng teorig dla przypadku f; # O opracowata Duszek [17] (por. tez PIETRASZKIEWICZ
[40)).

f) Diugos¢ L fali przemieszczenia jest dostatecznie duza w poréwnaniu z gruboscia
powloki, tak ze

L

Zatozenie to umozliwia oszacowanie czlondw zawierajacych pochodne kowariantne.
' g) Przemieszczenia normalne W i styczne Vr sg rzedu

(3-5) IVA|F| = O(J%—), |VV|PI == O(K)

(3.6) -HH:=0(I), %=O(£), e < 1.

4. Miary odksztalcenia
Przy ograniczeniu si¢ do pola przemieszczen (3.4) sktadowe tensora odksztalcen (2.1)
przyjmuja postac
2E,p = 2+ 2 p X* (ﬂO]Aﬂ?F+BA¢ﬁmBF0ﬂO) (X3)2 ’
(4.1) 2E 3 = W|A+ﬂA+BZ V0+ﬂoV1ﬁ—"ﬂ¢B?,W+ (Bgﬂw+ﬂwmﬂ¢)X3 =0,
o 2E33 = ﬂwﬂ(p’
gdzie A,p 1 %4y oznaczaja odpowiednio wydluZenie oraz zmiang krzywizny powierzchni
odniesienia i okre§lone sa przez )
24sr = 2V uiry—2Byp WA+ W 4 W p+ B BEW > +VEV oo+
“2) +BE VBV —BY Vo rW—BEV oy W BasV oW+ BroV oWy,
2tgr = 2ﬂ(AI1‘)+ ﬂom V&“‘}‘ﬁwwVﬁ“Bwaw—Bngm '“ﬂom B%W—“ﬂ«p[ng W
+2BEBor W+ B W, Vot BUW Vo + BiBEV s fo+ BBV fo -

W ramach zatozen (3.5) i (3.6) otrzymaé mozna zwiazki przyblizone, w zaleznoéci od
rzgdu wiclkosci zachowywanych w (4.1)-(4.2) cztonéw wyrazonych przez L/R, HJR
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i V,/R oraz wzajemnego stosunku tych parametréw, R = R,,,,. Sposrdd szeregu zesta-
wow wielkoscl kinematycznych zbadanych w [17] przytoczmy wyniki odnoszace sie do
dwdch teorii.

Przypadek 1,

L H . W Vo, 3
_"R—" 0(6), ?-0(6 )’ _ﬁ'“0(6)1 72“—‘0(8 ), e® < 1.

Miary odksztatcenia wynosza wéwczas
2&1[‘ = 2V((,1r)”2341r””+ VVM VVW,

(4.3) o ®
Xar = — Wur‘ BA[I"VrD_BA Vrpw-

Przypadek 2,

L H W Vo N
'R' - 0(1)> _k‘ — 0(6)’ T - 0(6): "ﬁ - 0(8 )> e <1

odpowiadajacy teorii Donnella [9]
(4.4) 2840 = 21/(A\P)_—2B;IFW+ W|A W|1‘_I"B$B<PPW2>
. Hap = /3(,4|1‘),

a do wyznaczenia sktadowych g, jest do dyspozyciji zaleznodé
(4.5) Ba( ‘Sf'—BZW) = WIA"BZ)Vm-

W stosunku do miar odksztalcenia liniowej teorii powtok [35], [26], [52], [19] zaleZnoéci
(4.3) réznia si¢ jedynie ostatnim czlonem w wyrazeniu na A,,. Stanowig one zwigzki
inZynierskiej teorii, odpowiednika teorii Karména dla plyt (MusHTARI i GaLiMOV [34],
VoLMir [51]). Zastosowany sposéb ich otrzymania podkres§ia zardwno lagrange’owski
charakter teorii umiarkowanie duzych ugieé, jak i rzad wielkosci pomijanych cziondw.

Przyrosty odksztalcen, wehodzace do wyraZzenia na dysypacjg energii wewngtrznej (2.3),
w materialnym opisie sa

: d . d .
(4.6) A'A[':—ZZJ[" Kdl":EKAI"

5. Sily wewnetrzne

Z chwilg gdy wybrane sa miary odksztatcenia, odpowiadajacy zestaw sit wewngtrznycy
nie moze byé dobierany dowolnie. Do okreélenia whasciwego zestawu powierzchniowych
tensorow sit wykorzystuje sie funkcje dysypacji (2.3). Przy wykorzystaniu zalozenia (3.1),
dysypacja przypadajaca na jednostke nieodksztalconej powicrzchni §rodkowej powloki wy-

raza si¢ wzorem
H

(5.1) D= [ (S¥E;p+25E,3+5%Ey3)dX?.
~H

Wyznaczajac S32 z (2.2) przy wykorzystaniu (3.4) oraz pamigtajac o zatozeniu (3.2)
otrzymuje si¢

H
(5.2) D= [ (Eyr—EsWaW,)STdxX®.
—H
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Oszacowujac drugi czton w poréwnaniu z pierwszym okazuje si¢, ze w przypadku 1 jest
on rzedu czlonéw pomijanych w dotychczasowych rozwazaniach, a wigc ostatecznie
H

(5.3) D= f SAFEJI‘dxa = NAF}"JP_"MAF’%AI',
ZH

gdzie A1 # 4 zdefiniowane sa w (4.6), podczas gdy

H H
(5.4) N = [ S97dxs , MAT = [ SUTX3dXO.
ZH

—H

Stanowiq one powierzchniowe tensory sit wewngtrznych w powtoce, odniesione do konfi-
guracji nieodksztalconej. Przy ugieciach o rzad wigkszych od gruboéci powloki wplyw
zmian geometrii nie jest pomijalny w (5.2). Odpowiednie uogdlnione sity i vogdlnione
predkosci odksztalcenia ulegng modyfikacji [17].

Dla inZzynierskiej teorii rozpatrywanej w przypadku 1 fatwo stwierdzié, oszacowujgc

poszczegdlne wyrazy w (4.1), ze E,p = 0(—§)' Tak wiec Gy, ~ Cg; i nie ma roznicy mie-

dzy warunkam’ plastycznosci (2.6) i (2.7). Przy ustaleniu powierzchni plastycznodci
F(N*T, M4T) = 0 nie ma wigc potrzeby rozrézniania opisu materialnego i opisu prres-
trzennego.

W teoriach uwzgl¢dniajgcych przemieszczenia normalne o rzad wieksze od grubodci

. H v e o

powloki, tzn. gdy np. 7 0(e), TIF = 0(e), 3 <€ 1 wystapia réZnice w wyraZeniu na waru-
nzk plastycznosei. Je$li za obowiazujacy dla materialu uznaé warunek plastyczno$ci
okreslony w opisie przestrzennym, np. (2.6), wowczas (2.7) przyjmuje nastepujaca postaé
(5.5) 3G 10(Gro—4BpyW) ST S*? —[(Gur—2B W) ST = 203.

W konsekwentnej teorii wykorzystujacej opis materialny naleZzaloby postugiwaé si¢ odpo-
wiednia formg zaleZnosci (2.10).

6. Réwnania réwnowagi

Réwnania réwnowagi (2.4) sprowadzaja si¢ do nastgpujacego ukiadu
6.1) (S04 U ST+ UT, §30), 4+ (S*3+ U ST34- U S33)., = 0.
(6.2) (SPHUS S+ U S®), 0+ (S33-8B3 UL U2, 84%),, = 0.
Wykorzystujac zatozenia (3.1) i (3.4) i sprowadzajac powyzsze zwiazki do bazy nieodksztal-
conej powierzchmi $rodkowej, otrzymuje sie réwnania przyblizonej teorii. Konsekwentnie
pomijajac w nich cziony tego samego rzedu wielkosci, co pominigte w zwigzkach kinema-
tycznych i w wyrazeniu na dysypacje otrzymuje sie dia przypadku 1

SIAI{"___B}S413_|_(ﬂASF3)]F_|_S133A =0,

(Wia SO+ S+ BarSH -+ (W4 S +832+ BRV 554%)5 = 0.

Catkujac te réwnania na grubosci nieodksztatconej powloki w celu otrzymania zwiazkow
réwnowagi wyrazonych w wielkosciach (5.4), dochodzi si¢ do zaleznosci

(6.3)
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(6.4) NF—BLQ"+(BQ") r+P? = 0,

(6.5) M&P—Q¢ =0,

(6-6) Q|[I"'+BAI"NAP+(PV|/JNAP)|P+P =0,

gdzie

(6.7) PA == [SM]EH, P =[S+ u/gA Sda'i‘BﬁoVwSAS]fn
oraz

(68) ﬂo = - Io—Bg VA'

Inny zestaw przyblizonych rownani podano w [44].

Powyisze zaleznoéci stanowig ukiad przyblizonych réwnan réwnowagi rozpatrywanej
teorii umiarkowante duzych ugieé. Réwnanie (6.5) ma postaé znana z liniowej teorii,
podczas gdy w (6.4) i (6.6) pierwsze dwa czlony odpowiadaja liniowemu przybliZzeniu,
Roéwnania liniowego przyblizenia opisuja Scile réwnowage elementu powloki w aktualnej
konfiguracji, jesli traktowaé przepisane rozniczkowanie kowariantne jako rézniczkowanie
w bazie odksztalconej powloki i gdy tensor krzywizny dotyczy aktualnej (nieznanej) kon-
figuracji. Réwnania rownowagi wyprowadzane w inzynierskich teoriach dla powlok wy-
niostych zatrzymuja z reguly tylko dwa pierwsze czlony w lewej czgéci (6.4) (por. [11],
[34]), oraz omoéwienie nieliniowych teorii przez WozZNIAKA [52]). Zwigzki (6.4)~(6.6) sto-
suja sie rowniez w przypadku uwzgledniania zmian gruboéci przez przyjecie f; # 0 w (3.4).
Odpowiedni uklad rownadn réwnowagi i warunkoéw brzegowych w opisie materialnym
wyprowadzita Duszek [17]. Podane tam zostaly réwnieZ zestawy rownan dla kilku przybli-
zonych teorii powlok walcowych i kulistych, zapisane w odpowiednich ukladach wspdt-
rzgdnych.

7. Powloki walcowe

Istniejace rozwiazania dotyczace duZzych ugieé powlok plastycznych uzyskane zostaty
przy uproszczonych rownaniach réwnowagi i zlinearyzowanych powierzchniach plastycz-
noéci. Stosowano powierzchnie plastycznosci wlasciwe przestrzennemu opisowi. Przyto-
czymy niektdre rozwiagzania zaréwno dla wskazania charakteru zmian wynikajacych
z uwzglednienia «duzych» ugieé, jak i dla poréwnania stosowanych nieliniowych teorii
ze zwiazkami wynikajacymi z konsekwentnego lagrange’owskiego przedstawienia teorii
powlok. Przytoczone rozwiazania nie obejmuja obszernego dzialu powlok wiotkich,
tzn. rozpatrywanych jako membrany. Przeglad metod i rozwigzan z tego zakresu podat
Orkisz [38].

Walcowa powloke przegubowo zamocowang na koncach i poddana réwnomiernemu
wewngtrznemu cisnieniu rozpatrywala Duszexk [13-15], korzystajac z nastgpujacego
ukiadu réwnan (rys. 2)

7.1 n,=0, m/—2Rnw'+2an,—2up =0,
. 2 . wl!
(7.2) A=+ (—L— ww, A=W, = SR %, ~ 0,
, d
(1.3) ne=1, 0<n <yYl-m, ()=—
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gdzie
4 x—£ u—y_ w-—z A -—HKx
(7.) —L’ _L’ _‘A, x T 2 >
K, _ P4 s
o =5 > R = A/H, p—To, @ =

N M,

ny

—_ N—07 my _70 »
natomiast M, = o H?, Ny = ooH, a 0, oznacza granicg plastycznosci.

Stosowane réwnania réwnowagi i miary odksztalcenia odnosza si¢ do przypadku 1.
Réwnanie (7.1) odpowiada zwigzkom (6.4)—(6.6) przy pominigciu czlondéw pochodzacych
od rzutu sity poprzecznej na kierunek tworzacej, podczas gdy (7.2) otrzymuje si¢ z (4.3)
i (4.6). Warunek plastycznoéci stanowi fragment powierzchni granicznej opisanej na $cis-
tej powierzchni dla materiatu Treski, a wprowadzonej w [12].

W powloce pojawiaja si¢ dwa obszary, odpowiadajace réznym fragmentom powierzchni
plastycznosci, w zaleznoéci od tego czy zachodzi nierdwno$é (7.3) czy tez ni = 1—m,.
Polozenie granicy migdzy tymi dwoma obszarami okre§la parametr & Wykorzystujac
stowarzyszone prawo plynigcia (por. [23], [37]) 1 spelniajac wymagane warunki cigglosci
na granicach stref znajdujacych si¢ w odmiennych stanach napre¢zenia otrzymuje si¢ naste-
pujace réwnanie okreslajace przyrost obciazenia, [18]

_ldr _ 60-(-HYP2r2(1-68
Y &  [2-Y(1—-9N{3¢[1—Y(1—§]—-YE3}

gdzie Y = a(p—1), natomiast & okresla umowny czas. Tak wiec dY/dé = op.

Réwnanie (7.5) wskazuje na przyrostowy charakter problemu duzych ugieé powlok:
obciaZenie zmienia si¢ ze wzrostem parametru odmierzajacego uptyw czasu. Parametrem
takim moze by¢ np. réwniez ugiecie w, w wybranym punkcie, wg = wo(£). Jednak, jak
zauwazyt WaszczyszyN [50], wybdr ugiecia jako umownego czasu nie zawsze jest wskaza-
ny, gdyz w przypadku wystgpowania przeskoku ugiecia czasem cofajg si¢. Problemy kons-
trukcji plastycznych w przyrostowym sformulowaniu rozpatrywal ONaT [37).

Zalezno$¢ (7.5) pozwala na zbadanie statecznosci procesu. Mozna stwierdzié, ze p =0
dlap=1oraz ze p >0 dla 0 < £ < 1, a wiec w rozpatrywanym przypadku nastgpuje
geometryczne wzmocnienie. Numeryczne rozwigzanie (7.5) podano w [18], gdzie znalezé
mozna rownieZ wyniki dotyczace powloki zamocowanej.

Przyblizone rozwiazanie rozpatrywanego zagadnienia, polegajace na wyznaczeniu
gornej granicy zalezno§ci przyrostu obciazenia od przyrostu ugiecia podata Duszek [15].
Granica ta okre$lona jest przez

(7.6) Y =oa(p~1) = 14-wiR?,

gdzie woR = Wo/H. Wyniki (7.5) i (7.6) przedstawiono na rys. 2. Dla poréwnania podano
tam réwniez rozwiazanie blonowe i proste odpowiadajace powloce o §ciance tréjwarstwo-
wej [14].

Rozwiazanie dla powloki warstwowej wskazuje na niestateczno$é zaleznosci obcig-
zenie—ugigcie. Wniosek ten potwierdza analiza powlok tréjwarstwowych przeprowadzona

(1.5)
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Rys. 2. Wzmocnienice geomctryczne dla powlok walcowych: a) noénoé¢ graniczna, b) oszacowanie [13] dla
$cianki petnej, ¢) rozwigzanie przyblizone 18], d) rozwiazanie bezmomentowe, €) rozwiazanie bezmomen-
towe dla $cianki trojwarstwowej oraz ABC — oszacowanie [13]

przez LEPIKA [30-33] oraz przez Kurra [27]. Rozpatrujac zagadnienie sprezysto-plastycz-
nego zachowania si¢ konstrukeji pod dzialaniem ciénienia i sity podiuinej w przypadku
przyjecia warunku Treski wykazano, Zze proces szybkiego narastania ugieé rozpoczyna si¢
znacznie ponizej obciazenia granicznego. Oznacza to, ze no§nosci granicznej, wyznacza-
nej z klasycznej teorii, towarzysza juz ugigcia wykraczajace poza zakres dopuszczalnosci
liniowej teorii powlok. Dalszych przykladéw tego typu dostarcza praca WASZCZYSZYNA
[50], gdzie zagadnienia spreZysto-plastyczne rozpatrywane sa konsekwentnie w nielinio-
wym sformulowanin. Efektu geometrycznego wzmocnienia walcowych zbiornikéw cis-
nieniowych dotyczy szereg prac GiLLA i wspotpracownikéw [1], [8], [9], [10], [4i]. Cecha
charaktervstyczng tych prac jest rozpatrywanie wplywn zmian geometrii powloki krok
po kroku. Poszukuje sie tam kazdorazowo nos$nosci graniczngj dla powloki o geometrii
zmienionej wskutek odksztafcen plastycznych wywolanych na poprzednim kroku obcia-
Zenia,

Rozwiazania wynikajgce z nproszezonej teorii duzych ugigé pordéwnamy z dostgpnymi
wynikami doswiadczen na temat zachowania si¢ zamocowanych powtok. Materiatu dostar-
czaja badania AUGUSTI'EGO i D’AGosSTING [3], [4], SAVE’A 1 JANASA [42] oraz PERRONE’A
[39]. Badania [4] dotycza zakresu ugie¢ mieszczacych si¢ w zatozZeniach teorii umiarkowa-
nie duzych przemieszczen. Spoéréd dziewieciu przedstawionych przypadkéw typowe
wyniki dotyczace ¢« = 2,82 i « = 1,25 poréwnano na rys. 3 z wynikiem typu (7.6) dla po-
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wloki zamocowanej, [13]. Linig przerywana oznaczono wynik podany przez teorie no$nosci
granicznej dla doktadnej powierzchni granicznej Treski, [23].

Z rys. 3 widaé, Ze wzmocnienie geometryczne jest istotne. Charakter przebiegu krzywej
dodwiadczalnej w pewnym zakresie ugie¢ odpowiada rozwiazaniu teoretycznemu. Materiat
badanych powlok wykazywat dluga platforme¢ plastycznosci tak, ze wzmocnienie materiatu
nie wnosilo istotnego wpltywu w rejestrowana zalezno$¢ obcigZenie—najwicksze ugiecie.
Krzywa 2 odpowiadajaca rozwiazaniu teoretycznemu rozpoczyna sie powyzej linii 3,
gdyz rozwigzanie dla duzych ugie¢ korzystato 2 powierzchni granicznej opisanej na doktad-
nym warunku plastycznoéci Treski dla powiok. '

D - . _
T o=125 //’ il
3l 2 i
1 3 J
S S i B .
1 I -
ol
“C)
1 ; |
0 2 4 6

8
Wy [mm]
Rys. 3. Zaleino$é: obciazenie — najwicksze ugiecie dla walcowych powlok plastycznych, 1) doswiadcze-
nia [4], 2) oszacowanie [13], 3) no$nos$¢ graniczna

Badania do$wiadczalne «efektu brzegowego» w zakresie plastycznych odksztalcen
przeprowadzali KLEPACZKO i KONIG [25]. Dod$wiadczenia SCHROEDERA i RANGARAJANA
[45] nad polaczeniami powlok walcowych wykazuja wystgpowanie efektow, ktore moga
by¢ wyvtlumaczone zmianami geometrii konstrukcji.

8. Powloki kuliste

Na przyktadzie powlok kulistych mozna zilustrowaé obydwa, charakterystyczne dla
geometrycznie nieliniowych teorii zjawiska, mianowicie: wzmocnienie geometryczne oraz
niestateczno$¢ procesu odksztalcenia konstrukcji. Drugie z nich, tzn. zjawisko przeskoku,
zwykliSmy dotychczas kojarzyé z konstrukcjami wykazujacymi cechy sprezyste.
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Istniejace studia dotyczace geometrycznego wzmocnienia ogramiczaja si¢ do malo
wynioslych powlok, aczkolwiek CAPURSO [6] podal réwnania przyrostowe bez tego ograni-
czenia. Komplet zwigzkéw geometrycznych i réwnan réwnowagi przyblizonej teorii
bardzo stabo wyniostych powlok kulistych podala Duszex (15, 16], korzystajac przy wy-
prowadzeniu z zasady prac przygotowanych, a wigc uzyskujgc wewnetrznie zgodny kom-
plet zalezno$ci

(8.1) (rnp) —ng =0,  Al(rmy) —mg) + [ (r+w)'+p =0,
Jo = W -HWr+w'w', x, = —-hw",
(8.2) . . .
Ao = ulr, g = —hw'lr,
gdze
% U H R P4
”‘7’ l‘——A—, 1—-—22, =7 P—]\'—Yo’

(8.3)

oy d

{ ) - 71

a bezwymiarowe sily i krzywizny zdefiniowane sa jak w (7.4). Wielkosci geometryczne
i konwencja znakéw dla sit i obcigzen podane sy na rys. 4.

Dla powtloki przegubowo zamocowanej na obwodzie 1 obcigZzonej réwnomiernym
ciSnieniem od strony wklestej, kontynuacja procesu odksztalcenia plastycznego jest mozliwa
przy narastajacym cisnieniu. Ma wigc miejsce wzmocnicnie geometryczne. W powloce
tworza si¢ dwa obszary. W przypadku stosowania warunku plastycznoéei Treski w czesei

U r

Rys. 4. Geometria malowyniostej powloki kulistej

centralnej 0 < r < & realizuje si¢ stan blonowy miy == m, = 0, podczas gdy w poblizu
podpory, & < r < ¢, wystepuje stan zgigciowy taki, ze my = nZ—1, a pozostale wielkosci
okredlone s3 réwnaniami réwnowagi. Ze wzrostem ciénienia strefa blonowa powigksza
sie. Wyczerpanie nosnoéci w sensie klasycznym, tzn. rozpoczecie sig ruchu sztywno-plas-
tvcznej powtoki odpowiada, w tym przypadku, mato wyniostej konstrukcji i niewystgpo-
waniu strefy btonowej, £ = 0.
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‘Wazrost ci$nienia potrzebny do utrzymania procesu odksztalcenia plastycznego powloki
zilustrowany jest na rys. 5 dla dwéch przypadkow powlok o pelnej §ciance, wykonanych
z materiatu Treski [16]. Podobnie jak to mialo miejsce dla powlok walcowych, ugiccia
rzedu gruboéci §cianki zmieniaja w sposéb istotny udzwig konstrukeji. Zalezno$é sita —
najwigksze ugiecie zdaza asymptotycznie do prostej odpowiadajacej rozwigzanin blono-
wemu otrzymanemu stosownie do przyblizonej teorii membran. Nalezy zaznaczyé, ze
przyrost wzmocnienia geometrycznego zalezy w duzym stopniu od warunkdéw brzegowych
powloki i przy okreSlonej swobodzie przesuwu na podporze przyrost ten moze nawet nie
wystqpic’. Zagadnienia tego typu badane byly dla plyt [7], [24], [43], [49].

WD=2H

_ o= RE/AH
| 1
0 .. : 01 . 0,02 03

0

A

Rys. 5. Wzmocnienie geometryczne dla: matowyniostych powlok kulistych, a) rozwiazanie [16], b) rozwia-
zanie bezmomentowe

Aby umozliwi¢ zilustrowanie zjawiska przeskoku, ktéremu towarzyszy zmniejszenie
sity potrzebnej do utrzymania plastycznego plyniecia konstrukcji nalezy omowié metode
oszacowania zalezno$ci obcigZenie-ugiecie w geometrycznie nieliniowej teorii. Sciste
tozwigzanie zagadnienia przeskoku plastycznego dla powlok nie jest dotychczas znane.
Dla sprezysto-plastycznego modelu odksztalcenia badanie przeskoku jest‘réwniez utrud-
nione z uwagi na koniecznoéé¢ uwzglednienia zjawisk odciazania: obszary pierwotnie plas-
tyczne mogg znaleZ¢ si¢ w stanie sprezystym, przejsciowo lub ostatecznie, [50].

Oszacowania niestateczno$ci konstrukcji sztywno-plastycznej moga byé dokonywane
przy wykorzystaniu zasady prac przygotowanych. W zastosowaniu do plyt podejscie
takie stosowane bylo w [43]. Ogdlne sformulowanie metody w konsekwentnym opisie
materialnym, tzn. stosujgc tensor naprezen Pioli-Kirchhoffa (2.2) oraz tensor odksztatcen
Greena (2.1), podali L.ANCE 1 SOECHTING [28].

Zasada prac przygotowanych w teorii skonczonych odksztalcenn ma postaé

(84) f SKLEKLdV = f TKUKdS
| 4 S

Pola naprezen i predko$ci odksztatcenh wehodzace do (8.4) nie sg teraz niezalezne. Nieza-
lezne sa tylko odpowiednie wielko§ci z opisu przestrzennego, natomiast S¥- i przemiesz-
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czenia Uy zwiazane sa réwnaniami réwnowagi (2.4) oraz odpowiednimi zaleznoSciamij
przedstawiajagcymi warunki brzegowe. Tak wigc stosujac (8.4) nalezy dobierac lacznie
SXL | Ug spelniajace (2.4), a nastepnie dobiera¢ niezaleznie pole predkoSci przemieszezen
Uy, spelniajace kinematyczne warunki brzegowe. Réwnowaino$é zapisu (8.4) i zapisu
eulerowskiego zasady prac przygotowanych wynika z (2.3).

Przy zaloZeniu stuszno$ci postulatu Druckera w formie (2.11), zaleznos$¢ (8.4) pozwala
sformulowad nastepujaca zasade

(8.5) [ D(EaV = 2 [ TXU dS.
| 4 N

gdzie A jest mnoznikiem jednoparametrowego obcigZenia. Jesli 2 > 1 konstrukcja jest
stateczna, natomiast A < 1 oznacza, Ze nastepuje przeskok plastyczny do stanu, w ktérym
znowu 4 > 1.

Jako przyklad zastosowania zasady prac przygotowanych (8.4) do zbadania przeskoku
rozpatrzymy powloke o geometrii, jak na rys. 4. Na podporze dana jest swoboda przesu-
wUu poziomego

(8.6) ue)#0, w)=w()=0, u0)=0.
Przyjmujemy warunek plastycznoscei w postaci
3.7 ni+my=1,
tzn. rozpatrujemy Stany naprezenia na jednym ptacie hiperpowierzchni plastyczno$ci
Treski, [23]. Wykorzystujac stowarzyszone prawo plynigcia (2.11) otrzymuje sig, zgodnie

z (8.7), ze A, = #, = 0. Tak wigc zgodnie z wigzami (8.6) pola predkoéci przemieszczen
i pole ugi¢C sa

r . p r . df{rr 8
(8.8) w=a(1—7), w=6(l—?), u=?(7_?,),

Ponadto (2.11) daje ny = —u/(2hw"); znajac natomiast rng, mozna z (8.7) okre§lié m,,
w zaleznoéci od wielkosci geometrycznych 1 kinematycznych. Pozwala to na przedstawienie
dysypacji wewngtrznej w postaci D = D(Ex;). jak to jest wymagane przez (8.5).

Po dokonaniu catkowan w (8.5) otrzymujemy, w przypadku rozpatrywanej teorii przy-
blizonej okreslonej zwigzkami (8.1) 1 (8.2),

pe* PRy 3(1 , 4
(3.9 =, 0t |t g,
gdzie
R}  ¢? R —W,
(8-]0) a —“E‘: ‘i—;l_, 6_7’ 6— H .

Poniewaz dp/dd < 0 dla 0 < 6 < 3 obcigZenie zmniejsza sig przy narastajacych ugie-

ciach, a wigc nastgpuje przeskok. Obciazenie wzrasta ponad wielkoéé poczatkowej noé-
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noéci granicznej dla § = %a. Zalezno$c (8.9) przedstawiona jest na rys. 6 dla dwéch war-

toéci o charakteryzujacych wymiary powloki.
Z réwnan réwnowagi (8.1) nalezy jeszcze wyznaczyC n, i m, spelniajgce warunki brze-
gowe zadania i okre$li¢ parametry geometryczne, dla ktdérych spelnione sq wymagania

Rys. 6. Oszacowanie przeskoku plastycznego dla matowyniostej powtoki kulistej

réwnowagi i ewentualne ograniczenia na zakres stosowalnoséci profilu naprezen znajduja-
cego sig na boku (8.7) hiperpowierzchni plastycznoéci. Z uwagi na ilustracyjny cel rozpatry-
wanego przykladu szczegSléw tych nie analizujemy. Niestatecznos$é procesu deformacii
plastycznej powlok rozpatrywal SzaBLy [48] dla nieco odmiennej teorii niz okre§lona
w (8.1)1 (8.2), a ktdrej zaleznosci podane sa w [51].

Zjawisko przeskoku plastycznego wymaga poglebionych studiéw dla sprecyzowanych
teorii. powlok, gdyz iloSciowe wyniki zaleza od charakteru wprowadzanych uproszczen,

Dla wyniostych powlok kulistych zjawiska geometrycznego oslabienia konstrukeji
1 przeskoku plastycznego badat do$§wiadczalnie LEckiE [29]. Czasza pétkulista o promieniu
3" i grubos$ci 0,5"" obciazona byta si'a skupiona przyloZong poprzez sztywna tarczg. W ta-
kich przypadkach obszar plastyczny moze nie obejmowac calej powloki i przeskok dotyczy
tylko fragmentu konstrukcji, podobnie jak to ma miejsce w powlokach sprezystych. Lo-
kalno$¢ przeskoku dla powlok kulistych wykazuja réwniez badania SCHROEDERA i SHER-
BOURNE’A [46]. Krzywe do$wiadczalne zaleznoSci sita — najwieksze ugiecie, uzyskane w oma-
‘wianych badaniach [29] przytoczone sa na rys. 7 dla kilku przypadkéw $rednicy centralnej
tarczy. Wyniki te wskazuja, ze odksztalcenia sprezyste maja istotny wptyw na wielko§é
obcigzenia, przy ktérym nastepuje przeskok. Dla plyt zjawisko to badal Janas [24], pro-
ponujac przyblizona metode ilosciowej oceny wplywu odksztalcen sprezystych na obcia-
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Rys. 7. Dos$wiadczalna zalezno$é obciazenie-ugiccic dla sprezysto-plastycznej powloki [29], Qo — no$nosé
graniczna

zenie przeskoku. Teoria i technika obliczeniowa rozwinigta przez WAszczYSzYNA [50]
dla spreZysto-plastycznych powlok umozliwia uzyskanie iloSciowych wynikéw dotycza-
cych przeskoku tego typu konstrukcji.

9, Zakonczenie

Teoria powlok plastycznych rozwija si¢ obecnie w kierunku uwzglednienia geometrycz-
nej nieliniowo$ci. Aczkolwiek w zakresie teorii no§noéci granicznej liczba rozwiazan zu-
petnych jest ciagle niewielka, to nie ma jednak zasadniczych trudno$ci w rozwiazywaniu
konkretnych zadan, gdyZ réwnania problemu sa znane i zasadnicze twierdzenia, stanowiace
podstawe do rozwigzan przyblizonych, sa ustalone. W dziedzinach innych niz no$nos¢
graniczna sytuacja jest znacznie mniej wyjas$niona.

Roéwnania teorii umiarkowanie duzych ugie¢ sa jednak, w zasadzie, ustalone. Nalezy
oczekiwaé, Ze badania przyniosa w przyszlosci rozwiazania problemow poczatkowo-
brzegowych dla réznych przyblizonych teorii i umozliwia ustalenie zakresu ich zastosowania.

Szczegolnie interesujace, zaréwno ze stanowiska teorii, jak izastosowan w konstrukcjach,
jest studium zjawiska przeskoku plastycznego i niestatecznosci procesu plastycznego ply-
nigeia konstrukeji,

Jednym z probleméw badawczych o podstawowym znaczeniu jest sformulowanie

"i uvzasadnienie twierdzen pozwalajacych oszacowywaé je§li nie rozwiazanie problemu
przyrostowego, to odksztalcong posta¢ powloki plastycznej lub inne elementy rozwiazania
takiego przyrostowego problemu.

Wyjaénienia wymaga réznica pomiedzy plastycznoécia w konfiguracji nieodksztaico-
nej a plastyczno$cia w konfiguracji aktualnej, tzn. okreflenie w jakim stopniu nalezy w te-
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orii konstrukcji uwzglednia «anizotropie» spowodowang duzymi odksztatceniami. Wigze
sie z tym rowniez konieczno§é rozwigzania zagadnien poczatkowo-brzegowych dla réznych
warunkéw plastycznosei, podobnie jak to miato miejsce w problemach brzegowych teorii
nosnoéci granicznej.

Odmienne zagadnienie stancwi analiza sprezysto-plastycznego zachowania si¢ kons-
trukcji przy wystgpowaniu duzych przemieszczen i duzych odksztaleefi. Sformulowania
i zbadania wymagaja tu rownicz zwigzki podstawowe, gdyz addytywnoéé odksztalcen
sprezystych i plastycznych w takich przypadkach nie zachodzi.

Nie mozna pomingé wsrdd problemdéw badawczych opracowywania metod i technik
numerycznego rozwiazywania zagadnien.

Pominiete w tym artykule takie problemy, jak dynamika powtok plastycznych, mecha-
nika powlok wiotkich, uwzglednienia wzmocnienia materiatv stanowia inna grupe waznych
technologicznie i konstrukcyjnie zagadnien.

Oznaczenia

XL, L=1,2,3 wspbirzedne punktu materialnego w konfiguracji nicodksztal-
conej,

x,i=1,2,3 wspélrzgdne polozenia punktu w konfiguracji odksztal-
conej,

Gy, 8k wektory bazy, odpowiednio w konfiguracji nieodksztalco-
nej i odksztatcone;j,

Gy, &kl odpowiednie tensory metryczne,

Gar tensor metryczny nieodksztalconej powierzchni,

gk = GKg, translator z bazy Gk do bazy gg,

AA, Ag,A =l,2

wektory bazy na nieodksztalconej powierzchni $rodkowej
X3=0,

ué translator z bazy Ggy do bazy na powierzchni $rodkwej,

= det 7 wyznacznik translatora,

Asr tensor metryczny powierzchni $§rodkowej nieodksztalconej
powloki,

Bar drugi tensor podstawowy mnieodksztalconej powierzchni
$rodkowej powloki,

Ruyin najmniejszy promien krzywizny nieodksztalconej powtloki,

ng jednostkowy wektor normalny w konfiguracji nieodksztal-
conej,

) rézniczkowanie kowariantne dwupunktowych tensoréw,

) kowariantne rozniczkowanie w bazie powierzchni Srodkowej,

ol skladowe tensora naprezen Cauchy’ego,

SKL skladowe tensora naprezen Pioli-Kirchhoffa,

U= UKGyg = UdA 1+ WA,
72

wektor przemieszczenia,

skladowe przemieszczenia stycznego do powierzchni, odnie-
sione do bazy na powierzchni §rodkowej,

w przemieszczenie normalne do powierzchni §rodkowej,

y4 wektor powierzchniowy przemieszczef stycznych do powierz-
chni srodkowej,

Ckr tensor deformacji Cauchy’ego (réznica metryk),

Exy, tensor odksztalcen Greena,
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10.

11.

13.

14,

15.

16.

17.
18.

19.

EKL przyrost tensora odksztalcen Greena,

Aar tensor wydiuzen powierzchni $rodkowej,

*AI tensor zmian krzywizny powierzchni $rodkowej,

MAL, NaT powierzchniowe tensory Pioli-Kirchhoffa wypadkowych sit
i momentéw w powloce,

Q4 wektor sily poprzeczne;j, _

D gesto$¢ dysypacji (na jednostke nicodkszaiconej powierzchni
$rodkowej powloki),

2H grubo$é $cianki powloki,

dij tensor predkodei odksztalcen (eulerowski).
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Pesome

BOTIPOCBI TEOPHMH YMEPEHHO LOJIBUIMX ITPOTHUEOB
JKECTKO-TUIACTHYECKHX OBOJIOYEK

B paGoTe mpe/ICTARNEHBI OPHHL{HILI OCTPOCHAS YPABHEHMI TEOPHIT 0BOJIOUEK B JArPAHILCBOM OMH-
caHuu. PaccmMoTpeHh! TEH30pPHbLIE BENIHUHHLI XAaPDAKTEPHbIE UL STOrO OMWUCAHNS, IPHBOMSTCH CHCTEMBI
YPABHEHHH HECKONMHPKHMX BAPUAHTOR NPHOMDKEHIBLIX Teopuil ymepenHo OOMNBUIHX NPOruBOB YKECTKO-
MIaCTHMECKHX obonouex, ‘

Han oBsop palor mo npobiemMaM reOMETPUUCCKOrO YIPOUHECHMST M IPOIIEIKHBANKA TITACTAYECKIX
obonouex,

Summary
MODERATELY LARGE DEFLECTIONS THEORY OF RIGID-PLASTIC SHELLS
Paper concerns the Lagrangian description of shell equations. Appropriate kinematic and dynamic
tensors entering the field equations are defined and discussed. Specific approximate theories of moderately
large deflections are presented. The seccond part gives a survey of existing solutions regarding geome-

trical strengthtening and snap-through m perfectly plastic shells.
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