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1. Naprezenia momentowe

W ostatnim dziesiecioleciu zanotowa¢ mozna w §wiatowej literaturze naukowej z dzie-
dziny mechaniki ogromny wzrost zainteresowania tematyka teorii o$rodkéw typu Cosse-
atéw wzglednie cial stanowiacych ich uogdlnienia lub modyfikacje. Wszystkie te teorie,
ktérych nie bedziemy tu szczegdtowo wyliczaé i klasyfikowaé, posiadaja jedna wspdlna
ceche: zakladaja one mianowicie, ze wzajemne oddzialywania poszczegdlnych czeéci
oérodka — oddziatywania kontaktowe —nie daja si¢ sprowadzi¢ do prostego wektora
naprezen sifowych i wymagaja wprowadzenia si} kontaktowych wyzszego rzedu, migdzy
innymi naprezenn momentowych. Innymi stowy, ukfad sit réwnowazacy oddziatywanie
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odrzuconej czesci ofrodka otaczajacego element V o powierzchni S (rys. 1) skiada sig
z wektoréw sit P i momentéw Q; zakiada sie zarazem, Ze granice

. Aap . 4Q

lim = 2

im A5 lim 1S
przy AS zmierzajacym do zera istnieja i nie sa tozsamosciowo réwne zeru przy dowolnym
wyborze dostatecznie gladkiej powierzchni A4S. Granice te oznaczamy odpowiednio

.o4ap . 4Q
(1.1) lim —— =p, lim = =q,
AS—~>0 AS P AS—>0 AS q
n n

przy czym p jest klasycznym wektorem naprezenia (naprezenie sitowe), a q — wektorem
napreZenia momentowego. Indeks n wskazuje, ze wektory te sa zaleZzne od wyboru po-
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wierzchni S scharakteryzowanej lokalnie przez jednostkowy wektor normalny n do tej
powierzchni.

W klasycznej teorii osrodka ciaglego przyjmuje sig, Ze granica drugiego stosunku
4Q/AS tozsamodciowo znika; zalozenie to mozna uzasadni¢ prostym rozumowaniem,
nie pretendujacym do Scistoéci choé niewatpliwie przejrzystym ([1]): wyobraimy sobie
element prostopadioscienny dx dx,dx; w prostokatnym ukladzie wspéirzednych {x;},
i=1,2,3 (rys. 2) i rozwazmy, dla prostoty, jedna $ciane tego elementu dx,dx; obcia-
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zona napreZeniami normalnymi oy,(x,, x3). Omawiajac warunki réwnowagi takiego
elementu zakladamy zazwyczaj, Ze napreZenia te rozloZone sg rownomiernie na infinite-
zymalnym elemencie powierzchni dx,dx;. Gdyby bowiem przyjaé, jak na rys. 2, ze na-
prezenia te sa na przyklad liniowa funkcjg zmiennej x,,

(1.2) 011(X2, X3) =g+<17x3,

to wielko$¢ momentu wypadkowego rozwazZanych sit dzialajacych na $ciane dx,dx; wzgle-
dem osi x, przechodzacej przez §rodek prostopadio§cianu wyniesie
%clr %—S—dxzd—x;— —g—dx;, = %clr dx,(dx3)3.
Uwzgledniajac ponadto analogiczny wplyw obcigzen sitami o, dx,dx; przeciwleglej
§ciany prostopadioécianu oraz wplyw naprezen oy i 03y, ktérych rozklad przyjmiemy
dla prostoty réwnomierny, otrzymamy réwnanie bilansu momentéw w postaci

1 (dx;)? ,
(1.3) [((713—631)+EL%(§7_?)] dx,dx,dx; = M,,.

o’ oznacza tu odpowiedni wspdtczynnik czlonu liniowego w wyrazeniu na oy, (x,, X3)
1

na ujemnej $cianie prostopadioécianu elementarnego, proporcjonalny do tangensa katao
nachylenia wykresu oy, (x3) do osi x3. Wyrazenie o—o’ we wzorze (1.3) moina, w przy-
11

padku rézniczkowalnosei o(x,), zastapié rézniczka
1

9o (x,)

(1.4) ' 1

o] dx, .
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Stwierdzamy teraz, Ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym wzoru (1.3) zawiera czlony
réznego rzedu wzgledem infinitezymalnej wielkodei dx;. Wplyw nieréwnomiernosci
rozktadu naprezen jest o jeden rzad (lub przy uwzglednieniu (1.4) — o dwa rzedy) nizszy
od wplywu rézZnicy ¢,3—03, w zwiazku z czym drugi czlon w nawiasach kwadratowych
(1.3) zazwyczaj jest pomijany. Prowadzi to do klasycznego stwierdzenia symetrycznoéci
tensora naprezenia o¢; = 0y

Mozna natomiast wyobrazi¢ sobie przypadki, w ktérych konieczno$é zaniedbania
czlonu zawierajacego réznice (17—?' i przyjecia symetrycznego tensora naprezenia nie jest

ak oczywista.

(a) Jezeli z wymiarami dx; nie mozna zmierza¢ do zera wobec skoficzonych wymia-
row czastek lub ziaren ciata rzeczywistego, wtedy rozumowanie dotyczace «rzedu ma-
foéci» sktadnikdw sumy (1.3) traci wszelki sens; mamy tu do czynienia z cialami o pewnej
mikrostrukturze, w ktérych postugiwanie sie symetrycznym tensorem naprezenia jest
niemozliwe.

(b) Jezeli wspdlczynnik (lr-clr’ jest bardzo wielki, a w szczegélnosei gdy <]f = COnst x

¥tga — co 1 gradient napreZenia w otoczeniu rozwazanego punktu jest nieograniczony,
wplyw odpowiedniego czlonu nie mozZe byé automatycznie pominiety. Sytuacja taka
powstaje w pizypadku, gdy mamy do czynienia z osobliwymi punktami pola naprezen,
a wiec z nieskonczonymi koncentracjami naprezen. Nalezy zwréci¢é uwage na fakt, ze
szereg autoréw takich jak Korter [2], STERNBERG [3] sugeruje mozliwos¢ wplywu napre-
zen momentowych na zjawiska zwigzane z koncentracja naprezen.

W obu oméwionych tu przypadkach w réwnaniu bilansu momentu (1.3) wystepuje
poza antysymetryczna skladowa tensora naprezen sttowych, czion typu (1.4) o charak-
terze gradientu tensora naprezenia, a wigc naprezenie momentowe.

{c) Wyobrazi¢ sobie mozna ponadto przypadek, gdy w ogdle sporzadzenie rysunku
typu rys. 2 nie jest mozliwe; jezeli oddziatywanie sasiednich elementow ciata ma charakte
istotnie momentowy — podobnie jak w cialach magnetycznych, w ktérych wystepuja
jedynie dipole magnetyczne, a odosobnione bieguny magnetyczne nie maja racji bytu —
to wykres przedstawiony na rys. 2 traci sens. Ciafa tego typu bytyby osrodkami istotnie
mikropolarnymi i utrzymanie do ich opisu symetrycznego tensora naprezen silowych
byloby takze niemozliwe.

Krétkie i — dla zachowania przejrzystoéci — bardzo uproszczone rozumowanie przed-
stawione powyzej stanowi probe odpowiedzi na pytanie, czy zajmowanie si¢ teoria na-
prezen momentowych jest fizycznie lub zwlaszcza technicznie uzasadnione. Réwnolegle
bowiem z intensywnym rozwojem tej teorii, ktérej wyniki w wielu przypadkach przera-
staja techniczne mozliwoéci ich do$wiadczalnej weryfikacji, budza sie watpliwodci
dotyczace praktycznej uzytecznoéci tego rodzaju badar.

W przypadku sit o okreslonej strukturze wewnetrznej oraz ciat sprezyécie mikropo-
larnych uzyteczno$é takich teorii nie ulega watpliwoéci. Dowodza tego liczne prace z za-
kresu teorii cial z mikrostruktura, Ze wymienimy tu dla przykiadu prace KALISKIEGO [9],
szereg prac WoZnIAkA dotyczacych ofrodkow widknistych, prace GUTKOWSKIEGO
1 FRACKIEWICZA z zakresu teorii dZzwigaréw siatkowych i wiele innych. Niemniej, nawet
w przypadku rozwazania os§rodkéw ciagltych w zwyklym znaczeniu tego stowa, natrafiamy
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na zagadnienia, w ktérych zwykle zalozenia o symetrii tensora naprezen sitowych
nie daja sie utrzymaé. Z klasycznej teorii sprezystosci znamy rozwiazanie dotyczace ob-
cigzenia nieograniczonej plaszczyzny (x, x,) momentem skupionym o wektorze prosto-
padlym do tej plaszezyzny. Jest oczywiste, ze rozwazenie warunku réwnowagi infinitezy-
malnego elementu dx,dx, ciala zawierajacego punkt przylozenia momentu jest nie do
pogodzenia z warunkiem symetrii naprgZen ¢, = 05y, gdyz w przeciwnym pirzypadku
moment ten niec méglby by¢ niczym zréwnowazony.

Jeszcze bardziej przekonywajacego dowodu dostarcza rozwigzanie zadania przedsta-
wionego przez BoGY i STERNBERGA [5]. Dotyczy ono dwuwymiarowego zagadnienia klina,
prostokatnego obcigzonego na jednej krawgdzi sitami stycznymi roztozonymi w sposéb
ciggly (rys. 3). Autorzy wymienionej pracy pokazuja, ze rozwiazanie tego zadania w ra-
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mach klasycznej teorii sprezystodci prowadzi w ogdlnym przypadku do pola obrotéw
i naprezen zawierajacych osobliwo$ci w wierzchotku klina. Osobliwoséci te trudno uza-
sadni¢ fizycznie. Z drugiej strony jednak, rozwazajac infinitezymalny element prostokatny
ABCD o bokach dx, i dx,, widzimy, ze Scisle spelnienie warunkéw brzegowych na kra-
wedziach 4B i AD musi by¢ sprzeczne z zaloZeniem o réwnoéci naprezenn ¢y, = 0.
Dopiero wprowadzenie do rozwazan naprezei momentowych usuwa te osobliwosci
i prowadzi do catkowicie regularnych rozwigzan.

Przyklady te wskazujg, ze nawet przypadki tradycyjnych w zasadzie zadan teorii spre-
zystoécei prowadzi¢ moga do rozwiazan, w ktérych dopiero wprowadzenie naprezen mo-
mentowych pozwala uniknaé sprzecznosei z rzeczywistym charakterem zjawiska fizycznego

2. Dobdr modelu ciata

Praca CossErRATOW [6] stata sie punktem wyjécia do powstania szeregu teorii dotyczacych
mechaniki i fizyki o§rodkéw wyzszego rzedu, dla ktérych wyrazenie na energie sprezysta
zawiera czlony zalezne nie tylko od pierwszego gradieniu przemieszczenia u, lecz takze
od wyzszych pochodnych u;. Problem doboru odpowiedniego modelu ciala, ktéry pro-
wadzitby do wynikéw optymalnie zblizonych do rzeczywistoéci nie jest prosty; przeciw
wprowadzeniu bardziej ztozonych modeli przemawia wzglad na mozliwg prostotg obliczen.
Uwzglgdnienie bardziej zlozonych praw fizycznych dla modeli cial tego rodzaju stawia
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sakze pod znakiem zapytania mozliwo§¢ doswiadczalnej weryfikacji otrzymanych wyni-
kéw. Model rozwazony np. przez MINDLINA [7] wprowadza 903 niezalezne od siebie
wsp6lczynniki sprezystodci dla ciata o pewnych wiasnosciach sieci krystalicznej.

Niewatpliwie najprostszym modelem ciata zdolnego do przenoszenia naprezen mo-
mentowych jest model ciala drugiego rzgdu omdwiony przez MinpLINA [8] i KOITERA
[2], nazywany takze modelem ciala o zwigzanych obrotach. Kazdy punkt materialny
os$rodka wyposazony jest jedynie w trzy niezaleZne stopnie swobody, trzy przemieszczenia
u; — w odréznieniu od ofrodka omawianego obszernie w pracach NOWACKIEGO (np.
[10]), w ktorym punkty materialne maja po sze§¢ stopni swobody: trzy przemieszczenia
i trzy niezalezne obroty.

Energie sprezysta dla osrodka o zwigzanych obrotach, a wiec obrotach okreslonych
wzorami

(2.1 Wi = 5 Cipallyy p

(gdzie g, jest symbolem permutacyjnym), piszemy w postaci
1
2.2) Wieij, y) = 7Aijk1 &3 &t Bijri ity Cointipotaa

Tutaj A, B, C sa tensorami moduldw sprezystodci, e; = u;,;, jest zwykiym, syme-
trycznym tensorem odksztalcenia, za§ »; = w; ; nazywamy tensorem odksztalcenia giet-
no-skretnego. W osrodku brak naprezen wstgpnych,

NaprezZenia wyraza sig przez odksztalcenia za pomocg wzordw

ow ow
(2.3) O'ijy _a—e,j_’ n; =/«¢ij—“/«“3ij—3;j—i,

przy czym oy; jest tensorem napreZenia sifowego, a g;; — tensorem napreZenia momento-
wego, niesymetrycznym i zawierajacym niewyznaczalng cz¢é¢ kulista p = 7 M Tensory
te zwigzane sa z wektorami okreSlonymi wzorem (1.1) zaleznodciami p; = ojn;, ¢ =
= Hjiltj.

Rozwazenie warunkéw rownowagi elementu oé$rodka poddanego dziataniu sit ma-
sowych X i momentéw masowych Y prowadzi do rownarn

(2.4) oji,jToXi =0,  ptepdpteYr=0.

Z drugiej grupy réwnan (2.4) wynika, Ze tensor oy, nie musi byé w ogdlnosci syme-
tryczny, gdyZz na ogot uy; ;4-0Y; 7 0.

Warunki brzegowe dla powyzszego ukladu réwnan stwierdzaja, ze wektory naprezen
sitowych 1 momentowych winny by¢ na powierzchni ciata réwne przylozonym obcigze-
niom p i q,

Oty =Py, Wity = 4.
Podobnie w przypadku warunkéw brzegowych wyrazonych w przemieszczeniach na-

lezy przyjac, ze wszystkie sktadowe uogdinionych przemieszczen u oraz «w sa dane na
calej powierzchni S ciala. Jednak juz ze wzoru (2.1) widaé, Ze nie mozna na powierzchni S



396 M. SOKOLOWSKI

daé niezaleinie wszystkich szeéciu sktadowych u; i w;, gdyz skladowa wektora w nor-
malna do § wyraza si¢ przez skladowe u; styczne do S. Podobnie i sktadowa normalna
obciazenia momentowego q wyraZa si¢ przez skladowe styczne obcigzenia sitowego p
W zwigzku z tym liczba niezaleznych warunkéw brzegowych wynosi tu pigé, w odréznie-
niu od przypadku modelu ciala o niezwigzanych obrotach [10], gdzie warunkéw brzego-
wych jest sze$¢.

T¢ niedogodno$¢ zapisu usuwa KOITER wprowadzajac zredukowane sily powierzch-
niowe

"

1
(2.5.1) Di =‘pi—§€jt.‘q,1"1

oraz zredukowane momenty powierzchniowe
n

(2.5.2) qi = qi—4qn;,

przy oznaczeniu z}, = g;n; dla skfadowej wektora g normalnej do powierzchni ciata. Wek-
tor q lezy, jak widaé, zawsze w plaszczyZnie stycznej do powierzchni i w ten sposéb otrzy-
mujemy bezposrednio ukiad pieciu niezaleznych warunkéw brzegowych.

Energia sprezysta o postaci (2.2) odnosi sig¢ do ogdlnego przypadku ciala o minimal-
nych whasnodciach symetrii sprezystej. Liczba niezaleznych skladowych tensoréw A, B, C
wynosi tu jeszcze 105. Dopiero zatozenie pelnej symetril sprezystej (izotropii) oraz centro-
symetrii (w ciele poddanym réwnomiernemu odksztalceniu ¢; = const nie pojawiajg si¢
naprezenia momentowe) prowadzi do zasadniczego uproszczenia wyrazenia (2.2), [9],

(2.6) Wieij, n;) = G[Tvb (Eii)2+8u8(1+212(7ﬂj%1j+77”lj”1i)]-

Tutaj G i » sa klasycznymi stalymi sprezystosci (modul odksztatcenia postaciowego
i liczba Poissona), a I i 7 — nowymi, dodatkowymi statymi charakterystycznymi dla roz-
wazanego modelu. Nawiasem wspomnieé mozna, Zze bezwymiarowa stata # nie pojawia
si¢ w rozwigzaniach szeregu konkretnych zagadnien teoril sprezystoéei, a w szczegSlnodci
w zagadnieniach dwuwymiarowych.

Tak wigc ze wzoru (2.6) widaé, ze omawiany model ciala wymaga wprowadzenia —
a wiec i eksperymentalnego wyznaczenia — dodatkowych dwéch wzglednie nawet tylko
jednej stalej sprezystej I. Z punktu widzenia koniecznoéci do$wiadczalnego okreSlenia
tych stalych jest to niewatpliwg zaleta modelu; z punktu widzenia ogélnoéci otrzymanych
wynikéw oraz mozliwosci ich dopasowania do rzeczywistych wlasnoéci materiatéw nie-
prostych, stanowi to powazne ograniczenie. Tutaj pokazemy jednak, Ze przyjecie nawet
tak prostego modelu prowadzi do istotnych zmian w pewnych rozwiazaniach podstawo-
wych teorii sprezystoéci.

Prosta analiza wzoru (2.6) prowadzi do znanego wniosku, ze dodatkowa stata spre-
zystodei ! ma wymiar dtugosci:

D'lln[lzif,'j%ij] =Dim [Eijeij] =1,

2.7
@7) Dim[/?] = m2.
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Podkreslié tu nalezy, Ze istota omawianego tu modelu, co stwierdzit Kunin [11], jest
wihasnie istnienie tej dodatkowej stalej sprezystej /, a nie asymetria tensora napreZenia.
Juz w pracy KoiTera [2] eliminuje si¢ niesymetryczng czgs¢ tensora naprezenia oy wy-
razajac ja za pomoca drugiej grupy réwnan réwnowagi (2.4) przez

o1
U[nm] = — Esimn(/"ji,j"]'gy-i)

oraz wstawiajac to wyrazenie do pierwszej grupy réwnan. Prowadzi to do trzech réwnan
rownowagi

1
O‘(ji),j_'Egkji[mlk,lj+(QYk)’j]_|’QXi =0,

gdzie m;; = pu;—1/3puad;; 0znacza dewiatorowa czeéC tensora ;.
Roéwnania te, wraz ze zredukowanymi warunkami brzegowymi

_ 1 .
pi = [Gm)-l— Esj,,.(mp,_,,—rn,rl-eYt)] Hj»

n
qi =myn—mng,

gdzie 721 = my;mn, nie zawieraja wigc, jak wida¢, antysymetrycznej czgéci tensora o;; nie
tracac przy tym nic na ogdlnosci.

RocGuLA [12] uwogdlniajac rozwazania KUNINA dowodzi (i to w przypadku skonczo-
nych odksztalcent), Zze mozna jeszcze inaczej przeprowadzié symetryzacje zagadnienia
eliminujgc z rozwazan nie tylko antysymetryczng cze$C oy;, ale i naprezenia momentowe
ui; w catoéci. Postuzyt si¢ w tym celu pojeciem zredukowanego tensora naprezen o,
réznego od oy, ale takze symetrycznego. Nie zmienia to jednak oczywiscie faktu, Ze
w rozwigzaniach pozostaja dodatkowe state sprezystosci / 1 # wplywajace na istotnag mo-
dyfikacje szeregu podstawowych rozwigzan teorii sprezystosci.

Klasyczny problem dwuwymiarowej teorii sprezystoéci dotyczy rozciggania nieogra-
niczonej tarczy sprezystej zawierajacej otwér kotowy (zagadnienie KirscHa, por. np. [4]).
Na brzegu otworu wystgpuje (rys. 4) w przypadku jednoosiowego rozciagania obciaze-
niem p koncentracja napre¢zenn scharakteryzowana stosunkiem k& maksymalnego napre-

—=y



398 M. SOKOLOWSKI

Zenia oy do naprezenia p. Stosunek ten dla otworu kolowego o dowolnym promieniu a
wynosi k =3 i nie zalezy od a. Niezaleznoé¢ k od a jest prosta konsekwencja faktu, ze
w ramach klasycznej teorii sprezystoSci rozwiagzanie dowolnego problemu statycznego
moze mieé postac '

kK k
0i;(a) =f(p; d; E,»),
k k
gdzie p oznaczaja parametry obcigZenia, d — parametry charakteryzujace wymiary ciala,
E,v—stale sprezystoéci. W omawianym przypadku jedynym parametrem obcigzenia
jest napreZenie p, jedynym parametrem geometrycznym — promied « otworu. Wspdl-
czynnik koncentracji k moze wiec mieé jedynie postaé

max

=200 = f(a; E, »)
p

i musi by¢ bezwymiarowy. Poniewaz jednak modut E ma wymiar Nm~?, a v jest bezwymia-
rowe, zatem ¢ (0 wymiarze m) nie moze pojawié si¢ w powyzszym wzorze, gdyz zadna
kombinacja a, E nie moze by¢ bezwymiarowa. Wspdlczynnik k moglby byé jedynie funkcja
liczby Poissona v,

Mozna natomiast przypuszczaé, Ze — w pewnych przynajmniej przypadkach — rozmiar
otworu nie jest obojetny dla wspolczynnika koncentracji. Na przyklad w materiatach
o strukturze gruboziarnistej efekt matych otwordw moze by¢ odpowiednio mniejszy.

Model ciata scharakteryzowany dodatkowa stata sprezystoéci / o wymiarze [/] =m
daje taka mozliwoéé, gdyz wspSlezynnik koncentracji méghtby byé funkcja dodatkowego
parametru bezwymiarowego I//a. Rozwiazanie MINDLINA [8] ma istotnie postaé

13T

o
k= =3 gr
gdzie F jest funkcja » oraz stosunku a/fl,
8(1—»)
2 2a Kola/h)

a
Y ETT T@ly

F =

Ky, K, sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela. Dla malych wartosci af! wspdStczynnik
koncentracji obniza si¢ wydatnie, co widaé z wykresu na rys. 4. W tym sensie stwierdzié
mozna, ze model ciata z dodatkows staly / stwarza mozliwo$¢ uczynienia kroku w kierun-
ku uwzglednienia wplywu rozmiaréw otworu na koncentracj¢ napreZenia w materiatach
rzeczywistych.

Rozwigzania niesymetrycznej teorii sprezystosci dotyczace nieskoficzonych koncen-
tracji naprezen prowadza takZze do wynikow réznych od klasycznych. Naprezenia w pot-
plaszczyZnie spreZystej x; > 0 obcigzonej w poczatku uktadu wspoétrzednych sitg skupio-
na P normalng do brzegu wyrazaja si¢ znanym wzorem [4]

2P x3

011 = — ————.
Y (i)
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Rozwiazanie MUKI i STERNBERGA [3] ma postaé nieporéwnanie bardziej skomplikowa-
na, jednak w otoczeniu punktu przylozenia sily daje si¢ ono wyrazi¢ wzorem asympto-
tycznym

" o 2P xi2(1—9)x,x3
W B—2)(x1+x3)*

Z poréwnania obu wzordw widaé, ze wspdlczynniki intensywnoéci nieskoficzonej kon-
centracji naprezen sg réZzne oraz, co wigcej — rozwigzanie niesymetrycznej teorii spre-
zystoéci nie przechodzi w rozwigzanie klasyczne przy / — 0. Ta ostatnia uwaga dotyczy
jedynie wzoru na wspdétczynnik intensywnoéci naprezefi, a nie pelnego rozwiazania za-
gadnienia brzegowego.

Fakt ten, bedacy czgsto podstawa krytyki modelu ciata nieprostego, jest jednak znéw
prosta konsekwencja faktu, ze stata / o wymiarze dtugosci nie moze pojawié sig, w braku
innych parametréw geometrycznych, w bezwymiarowym wspdtczynniku intensywnosci.
Wspdlczynnik ten moze by¢ jedynie funkcja liczby Poissona.

Zagadnienie skrgcania preta pryzmatycznego przy uwzglednieniu wplywu naprezen
momentowych bylo rozwazone w pracy [13]. Wzér na sztywno$¢ skrecania preta pryzma-
tycznego o przekroju F (przy zalozZeniu, ze dodatkowa stala = 0) ma postaé

op+PA4p)  o(p+1*49)
S =G S S [x oy Y 0x

Fx? +y2+612]dxdy,

gdzie ¢ = p(x, y) jest funkcja spaczenia spefniajaca rownanie

2 . _ 62 62
Ap—1 4A<p 0, 4 g +7y—2_
oraz odpowiedni uklad warunkéw brzegowych. Przy I — 0 wzory powyZsze przechodzg
w znane wzory klasyczne teorii skrecania Saint-Venanta.,
Uwzglednienie naprezen momentowych prowadzi do zwickszenia sztywnosci skrecania
pretéw sprezystych. Widaé to wyraznie ze wzoru na sztywnoéé J skrecania preta o prze-
kroju kotowym i érednicy o, wyprowadzonego przez KoITERA [2],

J =%Gd“ [1--48(1/d)* (147,

wzglednie

J=J, [1—]—48 (%) (1+77)] :

Tutaj J, oznacza sztywno$¢ wyznaczona zgodnie z teorig Saint-Venanta. Dla pretéw
o bardzo malej §rednicy poréwnywalnej z I, wzrost sztywnosci staje si¢ znaczny. Wynik
ten, pod wzgledem jakodciowym, jest w zasadzie zgodny ze znanym stwierdzeniem o pod-
wyZszonej wytrzymalo§ci cienkich drutéw ze wzgledu na zwigkszony wplyw energii po-
wierzchniowe;j. '

Uwzglednienie dodatkowej stalej sprezystoSci w zagadnieniach propagacji fal spre-
zystych prowadzi do zjawiska dyspersji. Na przyklad Rymarz rozwazyl w pracy [14]
problem propagacji fal powierzchniowych z uwzglednieniem naprezei momentowych.
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Predkoéé propagacji v fal Rayleigha wyznacza sig, jak wiadomo, z réwnania algebraicz-
nego [15]

Q2—n?)* = 16(1—yn*)(1—n?),

gdzie 7 =w/cp jest stosunkiem tej predkosci do predkoéei propagaciji fal poprzecznych,
ay =crfcy =]/% — stosunkiem predkos$ci propagacji fal poprzecznych do po-
—V .
dhiznych. Widac stad, ze v zalezy wytacznie od charakterystyki sprezystej ciala, a nie zalezy
od parametrow (dtugoéci) fali.
W przypadku rozwazonym w pracy [14] odpowiednie réwnanie charakterystyczne ma
postaé

Q) (1422 24383 42807 1" | = 16(1+46% ") —yn*) 1+ —7p?),

gdzie & =2ml/2, a A jest diugoscia fali. Predko$¢ propagacji fal powierzchniowych jest
dla [ > 0 wicksza od predkosci fal Rayleigha i wzrasta przy malejgcej dhugoéei fali. Drga-
nia sa wiec dyspersyjne, czego mozna oczekiwaé w przypadku odrodka o strukturze ko-
morkowej lub ziarnistej (dyspersja na granicach ziaren).

3. Whioski

Przytoczone przyklady wskazuja, ze zastosowanie najprostszego modelu ciata sprezy-
stego zdolnego do przenoszenia naprezen momentowych modyfikuje szereg rozwigzan
teorii sprezystosci wprowadzajac do nich zmiany o charakterze jakosciowym. Kierunek
tych zmian pozwala przypuszczaé, ze zblizamy sie w ten sposéb do fizycznie umotywowa-
nych rozwiazan dla cial rzeczywistych. Brak co prawda dowododw na to, na ile omawia-
ny model pozwala zblizy¢ sie do rzeczywistodei. Jednak prostota opisu matematycznego
stwarza tu mozliwosci wzglednie tatwej doswiadczalnej weryfikacji wynikéw analizy teore-
tycznej. Z tego tez wzgledu wydaje sie, Ze nie zaniedbujgc rozwijania teorii opartych na
modelach bardziej ztozonych, nie nalezy zapominaé o mozliwoéciach tkwiacych w oméwio-
nym tu modelu oS§rodka drugiego rzedu o zwigzanych obrotach.
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Pcaome

O HEKOTOPO¥ MOJEJH TEJA C MOMEHTHLIMU HAIMPSDKEHUSIMU

B craThe paccMOTPEHBI HEKOTOPbIE BONPOCKHI, CBSI3AHHLIE C IPHIOHEHUAMU TEOPHY MOMEHTHBLIX la-
TIPSHKEHMH K MOJEIISIM CPE BTOPOTO NMOPSIAKA CO CBASAHHLIMU BPALUEHHsIME. [1a 0CHOBE pAaa H3BECTHBIX
pelueHnt 13 NaHHOK OOJacTH OTMEUAETCH, WTO pacCMaTpHBaeMasl MONENb, HECMOTPS Ha €€ IPOCTOTY,
TNPUBOAKT K CYWECTBEHHLIM KAaYeCTBCHHDLIM H3MCHEHHAM BO MHOIMX 3aayax TEOPHH YNPYLOCTH M JaeT
BOSMOXCHOCTh OJIHM(E NOAOHTH B TEOPETHUECKOM aHANM3E K ONKCAHMIO SIBJEHMH, NPOMCXONANINX B 1eli-
CTBWTENBHOCTH B MaTepHasax.

Summary

ON A MODEL OF BODY TRANSMITTING COUPLE-STRESSES

The subject of the paper are certain properties of the model of a body with constrained rotations applied
in the couple-stress theory. On the basis of a number of solutions known from the literature the conclusion
can be drawn that the model-in spite of its simplicity-introduces substantial modifications to many fund~
amental problems of the theory of elasticity and brings the corresponding solutions closer to the physical
reality of phenomena occuring in real bodies.
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