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1. Wstep

Do podstawowych probleméw przy projektowaniu nowoczesnych . ustrojéw okre-
towych nalezy zaliczy¢ zmniejszanie drgan kadtuba oraz zmniejszanie hatasu w pomiesz-
czeniach, w ktérych przebywaja pasazerowie i zatoga. Staly wzrost wymagan armatoréw
dotyczacych komfortowych warunkéw odbywania podrézy statkami sprawia, ze wspom-
niane problemy nabieraja coraz wigkszego znaczenia.

Gléownymi Zroditami drgan i hataséw na statku sg takie urzadzenia, jak zespoly prado-
tworcze, sprezarki, pompy itp. oraz §ruba napgdowa. W ostatnich latach pojawilo sig
wiele ro'zwiaczaﬁ konstrukcyjnych majacych na celu zmniejszenie drgan i hataséw pocho-
dzacych od wspomnianych Zrédel. Do ciekawszych rozwigzan wprowadzanych ostatnio
mozna zaliczyé tak zwane platformy «ptywajace» i wat Srubowy typu Grima.

Platforma «plywajaca» umieszczana jest na podkladkach gumowych najczgéciej w ma-
szynowni. Do tej platformy mocowane sa urzadzenia okrgtowe, réwniez za pomoca
podkiadek gumowych. Uzyskuje si¢ w ten sposéb dwustopniowe mocowanie sprezyste,
co w rozwiazaniach rzeczywistych moze powodowaé zmniejszenie nawet o 40 dB drgan
akustycznych rozprzestrzeniajacych si¢ droga strukturalng na kadhub.

Wat $rubowy typu Grima nalezy do tak zwanych waléw elastycznych. Jego parametry
dobiera sig tak, aby poza pierwsza postacig drgan gietnych, kilka nastgpnych posiadato
amplitudy drgan wlasnych w miejscu zamocowania §ruby napedowej w przyblizeniu
réwne zeru. Pierwsza postaé gietnych drgan wlasnych ma czesto§¢ znacznie mniejsza
od istniejgcych czgstodci wymuszen, natomiast pozostale nie moga by¢ wzbudzone, po-
niewaz amplituda drgan wlasnych w miejscu przyloZenia sily wymuszajacej jest prawie
réwna zeru. Tego rodzaju rozwigzanie calkowicie eliminuje w praktyce najgroZniejsze
zrédto wymuszen na statku, jakim jest $ruba napgdowa.

Oba rozwigzania wymagaja podczas konstruowania wielokrotnego obliczania kilku,
a niekiedy nawet kilkunastu czesto§ci drgah wlasnych i odpowiadajgcych im postaci
drgan. Sg to uklady zlozone, w zwiazku z czym tradycyjne metody obliczen sq dla potrzeb
biur projektowych zbyt pracochionne i trudne.

* TII nagroda na Og6lnopolskim Konkursie na prace teoretyczne z mechaniki, zorganizowanym
przez. Oddzial Warszawski PTMTS w 1970 r.
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Celem niniejszej pracy jest opracowanie takiej metody, za pomoca ktorej obliczenia
czestosel drgan wiasnych i odpowiadajacych im postaci drgan, nawet dla bardzo zloZo-
nych uktadéw o wielu stopniach swobody, moglyby by¢ przeprowadzane szybko, a proces
obliczenn byl mozliwie najprostszy. Pomy$lano réwniez o tym, aby opracowany algorytm
nadawal si¢ do tatwego zaprogramowania na elektroniczne maszyny cyfrowe.

Wspomniane na wstepie rozwiazania konstrukcyjne stanowiy przyktady zastosowania
metody przedstawionej w niniejszej pracy. Metoda ta polegd na zastapieniu rzeczywistego
ustroju ustrojem ztozonym z nieodksztalcalnych bryt, nazwanych sztywnymi elementami
skoficzonymi (SES), potaczonych ze soba i z ostoja niewazkimi elementami sprezystymi
o charakterystykach liniowych. Ustroje, w ktérych masa rozlozona jest w sposdb ciagty,
zastepuje si¢ pomys$lanymi elementami sztywnymi i pomyslanymi elementami sprezystymi.
Wspdlezynniki sztywnoéci takich elementéw obliczane sa z prostych zaleznosci wytrzy-
matosci materiatow. Metode te nazwano metodg sztywnych elementéw skonczonych.
Umozliwia ona, co zostanie przedstawione w dalszych rozwazaniach, opracowanie spo-
sobu ukfadania macierzy réwnan ruchu bez potrzeby kazdorazowego wyprowadzania
tych réwnan.

Zastosowanie metody sztywnych elementow skonczonych nie ogranicza si¢ jedynie
do wymienionych na wstepie uktaddw; mozna bowiem za jej pomoca obliczaé drgania
gietne 1 gigtno-skretne kadlubow, drgania lokalne nadbudowek, drgania gigtne watéw
na wielu podporach sprezystych, jak réwniez drgania skretne rozwidlonych uktaddéw
napedowych. Omawiana metoda nadaje sie réwniez do obliczania czgstosci drgan wias-
nych i odpowiadajacych im postaci drgan ram i rusztéw zitoZonych z pretdw prostych
i zakrzywionych o zmiennym przekroju poprzecznym, dowolnie roztozonej masie i do-
wolnie podpartych. Przy obliczaniu drgan gietnych uwzgledniany jest wplyw sit stycz-
nych, a takze wpltyw masowych momentéw bezwtadnosci.

W oparciu o przedstawiong metode autor ufozyt kilka programéw na elektroniczna
maszyng cyfrowa Elliott 803 [4, 5, 6]. Programy te znalazly szerokie zastosowanie w pra-
cach biur konstrukcyjnych przemystu okretowego umozliwiajac wprowadzanie nowych
rozwigzan i przynoszac gospodarce narodowej powazne oszczgdnosci.

2. Oznaczenia

Oznaczenia w niniejszej pracy stanowig trudny problem. Skomplikowane postacie
wzoréw zawierajacych liczne sumy, obejmujgce rézne obszary parametréw, a ponadto
macierze utworzone z blokéw zloZzonych z mniejszych blokéw prowadza do skompliko-
wanych ukladdw wskaznikéw. Zagadnienie to wymaga przeto juz na wstepie doktadnego
omodwienia, co pozwoli uniknaé niejasnoéci w trakcie czytania pracy. Zastosowany sposob
oznaczen moze si¢ wydawaé w pierwszej chwili nieco skomplikowany, uzasadniony jest
jednak wzgledami latwego programowania obliczen na elektroniczne maszyny cyfrowe,
Nalezy bowiem pamigtaé, ze metody elementdw skonczonych sa Scisle powigzane z tech-
nika nowoczesnych obliczen numerycznych i musza byé opracowywane pod tym katem
widzenia.

2.1. Uwagi ogolne. Macierze kwadratowe i skltadowe bloki tych macierzy oznaczane
sq duzymi literami umieszczonymi w nawiasach kwadratowych, np. [4]. .
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Macierze kolumnowe (wektory) oznaczane sa réwniez duzymi literami, lecz umiesz-
czonymi w nawiasach sze§ciennych, np. {Q}. W przypadku skladania wektoréw z wy-
razéw innych wektordw stosuje si¢ nastepujace oznaczenia:

jezeli {0} = (21], to {Q}i;=
q2 qit+1
qn qj

Te same zasady stosuje si¢ réwniez w odniesieniu do macierzy diagonalnych o wyrazach
z pojedynczymi wskaZnikami.

Wyrazy macierzy, blokéw 1 wektorédw oznaczane sg malymi literami.

WskaZniki okreSlajace potoZenie wyrazu w macierzy, bloku lub wektorze umiesz-
czane sa na dole, z wyjatkiem wskaznikéw okre$lajacych potoZenie bloku w r-tym pasmie
poziomym i p-tym pasmie pionowym macierzy n-tego stopnia (patrz np. wzér 4.11).
Wskazniki moga byé pojedyncze w przypadku wektoréw i macierzy diagonalnych lub
podwdjne w przypadku macierzy i blokéw kwadratowych.

Wskazniki podwdjne rozdzielone sa przecinkiem. Pierwszy z nich oznacza numer
wiersza lub pasma poziomego, drugi — numer kolumny lub pasma pionowego.

Wskaznik okre§lajacy ukierunkowanie danego parametru wzdtuz lub wokét osi uktadu
odniesienia umieszczany jest na dole.

Wskaznik okreSlajacy przynalezno$é parametru do sztywnego elementu skoiiczonego
umieszczany jest u géry i oznacza numer tego elementu.

Wskaznik okreélajacy przynalezno§¢ parametru do elementu sprezystego umiesz-
czany jest réwniez u gory. Skiada sig on z dwoch a niekiedy nawet trzech liter. Pierwsze
dwie, rozdzielone myélnikiem, oznaczaja numery sztywnych elementéw skonczonych,
zlaczonych rozpatrywanym elementem sprezystym. Jezeli parametr odnosi si¢ réwniez
do sztywnego elementu skoriczonego, to z dwéch omawianych wyzej liter pierwsza jest
numerem tego elementu skonczonego. Trzecia litera, oddzielona od poprzednich prze-
cinkiem, oznacza numer elementu sprezystego w rozpatrywanym potaczeniu. Tak wigc
np. zi~ 7! jest wspéirzedna punktu zamocowania l-tego elementu sprezystego, nalezacego
do potaczenia migdzy r-tym a p-tym sztywnym elementem skonczonym, do r-tego sztyw-
nego elementu skonczonego, mierzona wzdluz osi x%.

Wskaznik parametru nalezacego do elementu sprezystego wchodzacego w skiad po-
Taczenia migdzy sztywnym elementem skonczonym a ostoja oznacza si¢ podwéjna litera,
bedaca numerem tego elementu skonczonego, np. zi~ "k

Macierz transponowana oznacza si¢ litera T umieszczona u gory, np. [Z]7.

W celu unikniecia mozliwosci pomylki przy podnoszeniu do potegi wyrazéw ze wskaz-

nikami umieszczonymi u gory wyrazy te umieszcza sie w nawiasach (patrz np. wzér 4.6).
2.2. Wskazniki.

[ — numer wyrazu wektora, wyrazu macierzy diagonalnej lub wiersza macierzy kwadra-
towej (tylko dla macierzy n-tego stopnia), (i =1, 2, ..., n);

J—numer kolumny macierzy kwadratowej n-tego stopnia, (j=1,2, ..., 1);

! —numer elementu sprezystego w polaczeniu miedzy r-tym a p-tym sztywnym ele-
mentem skonczonym, (/ = 1,2, ..., e ")

4*
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p — numer sztywnego elementu skonczonego z jednej strony potaczenia;

¥ — numer sztywnego elementu skoriczonego z drugiej strony polaczenia;

s — wskaZnik okreSlajacy ukierunkowanie ozhaczanego parametru w stosunku do osi
uktadu odniesienia (s =1, 2,3 — okre$la, Ze parametr odnosi sie do kierunku
wzdluz osi x4, x5, x5, natomiast s = 4, 5, 6 — woké! tych osi);

1 — wskaznik wystepujacy obok wskaznika s, oznacza on numer kolumny, tak jak wskaznik
s numer wiersza bloku [A"?] lub [B™P], (patrz np. wzdr 4.10);

o — numer pasma poziomego bloku [B"P], w ktérym znajduje si¢ blok [H}:f]
f — numer pasma pionowego bloku [B"?], w ktérym znajduje si¢ blok [Hy}]

’

2.3. Oznaczenia szczegolowe wielkoéci podstawowych.

(4} =

‘ay,,, day,, ... a;,|— przeksztalcona macierz stalych skiadnikéw réw-
Q15 Az v Gyp nan ruchu;

[A"¥] 1 — przeksztalcona macierz stalych skiadnikéw row-

[4*Y] nan ruchu utworzona z blokdéw [A4"7];
[.Au,u]
by by, ... by, | —macierz stalych skfadnikéw réwnan ruchu (ma-
2 bagy o by cierz ta moze by¢ réwniez podzielona na bloki

soror [B™P] podobnie jak macierz [A] na bloki [A*""]);
bl,n bz,n bnnj

dem osi p5~P yiPl yiopb g ukladem x7, x4, x5;
[D] — macierz réwnan ruchu;
[D*] — przeksztatcona macierz réwnan ruchu;
e"~% — liczba elementSw sprezystych w poljczeniu miedzy
r-tym a p-tym sztywnym elementem skoficzonym;
[G] — macierz diagonalna wspdlczynnikéw przeksztalca-
jacych;
g = 1)}/ m; — wspélczynnik przeksztalcajacy;
[Hy5] — sktadowy blok bloku [B™7];
[/]— macierz jednostkowa;

[K"P'] — macierz diagonalna wspdlczynnikéw sztywnosci
elementu sprezystego;
k=Pl — wspolezynniki sztywnosci (s.= 1,2, 3 — liniowej,
s =4, 5,6 — obrotowej);
[M]— diagonalna macierz mas uogdlnionych;
[M'] — diagonalny blok mas uogélnionych r-tego sztyw-
nego elementu skonczonego;
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m; — masa uogolniona (dla s == 1, 2, 3 — masy biorgce
udzial w ruchu w kierunku osi x}, x5, x4, nato-
miast dla s =4,5, 6 — masowe momenty bez-
wladnoéci woké} tych osi);

n — stopien macierzy rownan ruchu;

[0] — macierz zerowa;

{0} = (q:) = ({O"'}} — wektor wspbhrzednych uogdlnionych;
e (2%
(Y

{Q"} — wektor — blok wspéirzednych uogdlnionych;
g5 — wspotrzedna uogdlniona bgdaca przemieszczeniem
$rodka masy (gdy s = 1, 2, 3) albo obrotem sztyw-
nego elementu skonczonego (gdy s = 4, 53, 6);
T — energia kinetyczna;
U — energia potencjalna;
u — liczba sztywnych elementéw skonczonych rozpa-
trywanego uktadu;
{Vr—P!} — wektor przemieszczen punktu zamocowania ele-
mentun sprezystego w ukladzie yi=P!, ypip yi-ed,
Avr~Pt — odksztalcenie elementu sprezystego;
x5 — 0§ nieruchomego ukladu odniesienia przynalezne-
go do érodka masy r-tego sztywnego elementu
. skorczonego;
yr—rl — 0§ nieruchomego ukladu odniesienia przynalezne-
go do elementu sprezystego;
[Z7~P' — macierz wspdlrzednych zamocowania elementu
sprezystego
0 — blad w % metody sztywnych elementéw skonczo-
nych wzgledem innej metody;
{ — liczba stopni swobody sztywnego elementu skon-
CzZOonego;

{&} — wektor postaci drgaf, ktdry jest zarazem wektorem
wzglednych amplitud wspdtrzegdnych uogdlnio-
nych;

T — czas;

{¥'} — wektor wlasny macierzy [A];

w — czesto§¢ kotowa drgan wlasnych.

3. Model obliczeniowy

Zatozony w niniejszej pracy model obliczeniowy zastgpujacy rzeczywista konstrukcje
sklada sig (patrz rys. 1) z u elementéw skoficzonych bedacych brylami nieodksztatcalnymi,
z ktérych kazda ma sze$é stopni swobody. Wiasnosel dynamiczne sztywnego elementu
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skonczonego okre§lone sa sze$cioma masami uogdlnionymi my, z ktdrych pierwsze trzy
(s = 1,2, 3) s masami biorgcymi udziat w ruchu w kierunku giéwnych centralnych osi
bezwladnosci x4, x5, x5, natomiast pozostate (s = 4, 5, 6) masowymi momentami bez-
wiadnosci wokot tych osi. W wigkszoSci zagadnienn technicznych] moznal zalozy,
7e masy biorgce udzial w ruchu we wszystkich trzech kierunkach sa jednakowe.
Tstnieja jednak takie przypadki, w ktérych nalezy przyjmowaé rézne ich wartoéct. Z przy-

Yy

NN

fnl3
\

U3 \ Polaczenie

NN

spreiyste

‘!
%» Element

‘ sprezysty

Szlywny element

skoniczon
Yq J

U2 4 4,

X g1 Ys T,
. Ys Us
Ostoja

Rys. 1. Model obliczeniowy

padkami takimi mozna si¢ spotkaé w okretownictwie przy obliczaniu drgan elementow
kadtuba. Inny jest bowiem wplyw masy wody towarzyszacej na drgania pionowe, a inny
na drgania poziome. W pracy zachowano zatem we wszystkich rozwazaniach mozliwo$é
wystepowania réznych wartoéci mas w zaleznoéci od kierunku ich ruchu.

Sztywne elementy skonczone potaczone sa dowolnie ze soba lub z ostoja. Potaczenia
te skladaja si¢ z dowolnej liczby elementéw sprezystych przenoszacych sity w kierunku
ich gltéwnych osi sztywnosci 1 momenty wokét tych osi. Giéwne osie sztywnosci posiadaja
takie wlasnosci, ze sity dziatajace w ich kierunku powoduja odksztalcenia elementu spre-
zystego tylko w kierunku dzialania tych sil. ZaloZzono ponadto, ze elementy sprezyste sa
niewazkie, majg mate wymiary w stosunku do wymiardw sztywnych elementéw skonczo-
nych i posiadaja charakterystyki liniowe. Zatozenie charakterystyk liniowych jest mozli-
we do przyjecia z uwagi na niewielkie odksztalcenia elementéw sprezystych wystepujace
w praktyce. Kazdy element sprezysty okre§lony jest szeScioma wspGlczynnikami sztyw-
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nosci k=P, przy czym pierwsze trzy (s = 1, 2, 3) sa wspSlczynnikami sztywnosci linio-
wych (rozciaganie 1 $cinanie), natomiast pozostale (s = 4, 5, 6) wspolczynnikami sztyw-
noéci obrotowych (zginanie i skrecanie). Wspotezynniki sztywnoéei definiuje sie jako sto-
sunek sity uogdlnionej do wogdlnionego odksztalcenia.

W celu zorientowania w przestrzeni poszczegélnych ukiadéw odniesienia (kazdy
sztywny element skonczony i kazdy element sprezysty ma swdj niezalezny uklad) nalezy
zna¢ dziewieC kosinuséw kierunkowych katéw miedzy osiami sgsiednich ukladow.

Rzeczywiste ustroje obliczane metoda sztywnych elementéw skoniczonych mozna po-
dzieli¢ na trzy zasadnicze typy.

Pierwszy typ — to ustroje zloZzone ze sztywnych urzadzef, mocowanych na podkiad-
kach sprezystych. Typowym przykladem takiej konstrukcji jest sztywna platforma umiesz-
czona w maszynowni okretu na podktadkach gumowych (platforma «plywajaca») z urzg-
dzeniami ustawionymi na niej réwniez na podkiadkach gumowych. W ustrojach tego
typu za sztywne elementy skoriczone przyjmuje sig cate urzadzenia traktowane jako bryly
nieodksztalcalne, natomiast za elementy sprezyste — wszelldego rodzaju sprezyny, pod-
ktadki gumowe, resory, walki skretne itp.

Drugi typ — to ustroje o charakterze ciagtym, w ktorych podziat na sztywne elementy
skonczone dokonuje si¢ w sposéb pomyslany. Do tego typu ustrojow zalicza sie wszelkiego
rodzaju uklady belkowe i ptytowe o masie rozloZonej w sposéb ciagly.

Trzeci typ — to ustroje skladajace si¢ z obu poprzednio omoéwionych uktadéw. Ustro-
jem takim bedzie np. wspomniana wyzej platforma z urzadzeniami okretowymi, trakto-
wana jednak jako odksztalcalna i podzielona, w pomy$lany sposéb, na szereg sztywnych
elementow skonczonych.

Wspdlczynniki sztywnosci elementéw sprezystych w przypadku pierwszego typu ustroju
wyznaczane sa na ogol do$wiadczalnie i podawane przez producentéw w katalogach.
W przypadku drugiego typu ustroju elementami sprezystymi sa elementy pomyslane.
Tego rodzaju elementy sprezyste zastepuja sztywnosci pewnych odcinkdw rzeczywistych
ukladdw ciggtych. Zastosowany model obliczeniowy mozna wiec nazwaé modelem o dy-
skretnie rozlozonej sztywnosci. Wartosci wspdiczynnikéw sztywnosci takich elementow
wyznacza si¢ z prostych zaleznoéci wytrzymatosci materialdow przy zalozeniu statego roz-
ktadu naprezen w zastepowanym odcinku. Tak wigc np. wspolczynnik sztywnoéci zginania
odcinka belki o dtugosci A/, momencie bezwladnoéci przekroju poprzecznego I i module
Younga E wynosi

EI

(3 1) * k = *Z'Z .

4. Macierz réwnan ruchu

Réwnania ruchu wyprowadzono w oparciu o réwnania Lagrange’a. Dla malych prze-
mieszczen w przypadku braku wymuszen i przy pominigciu tlumienia maja one naste-
Pujaca postaé:

: d {aT au
@D delag) o -
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Dla kazdego sztywnego elementu skoriczonego mozna utozy¢ sze§¢ takich réwnan, a wiec
n = 6u dla calego ukladu. Pominiecie thumienia jest uzasadnione, poniewaZz jego wplyw
na wartosci czesto$ci drgan wlasnych i odpowiadajacych im postaci drgan w wigkszoSci
rozwiazan konstrukcyjnych jest bardzo maty.

Jako wspdirzedne uogéblnione przyjeto przemieszezenia liniowe $rodkéw mas sztyw-
nych elementéw skoniczonych w kierunkach ich gléwnych centralnych osi bezwladnosci
I przemieszczenia obrotowe wokot tych osi (patrz rys. 2).

SES nrr

Rys. 2. Schemat oznaczenia wspolrzednych uogblnionych

Energie kinetyczng ukfadu przy takim zaloZeniu wspdlrzednych oblicza siec z naste-

pujacej zaleznodei:

u 6
4.2) T= % 2 Z mi(ge)*.

r=l s=1

\

Pochodne czastkowe energii kinetycznej wzgledem predkosci uogdlnionych sa réwne

oT .
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Energi¢ potencjalng odksztalcenia clementéw sprezystych calego uktadu rozdzielono
na dwie czesci. Pierwsza czg§¢ obejmuje energi¢ potencjalng zalezna od wspolrzednych
uogolnionych r-tego sztywnego elementu skonczonego, druga — energie potencjalng nie-
zalezna od tych wspotrzgdnych. Oznaczajac pierwsza z nich przez U’, a drugg przez U*
uzyskuje si¢ nastgpujaca zaleznoéé:

(4.4) U=U+U*.

Poniewaz U* nic zalezy od wspdlrzednych uogdlnionych r-tego sztywnego elementu
skonczonego, pochodna czastkowa catkowitej energii potencjalnej ukladu wzgledem wspdt-
rzednych uogdlnionych tego elementu jest rowna
4.5 b

ds qs

W dalszych rozwazaniach wystarczy wiec oblicza¢ energie potencjalna U', ktéra wy-

znacza sie z zalezno$ci

u P 6
1 {1 U 3

[ r—p,l r—p,\2

(4.6) U=y DT N ko,
p=1 ]=1 s=1

We wzorze (4.6) sumy obejmuja energi¢ potencjalng wszystkich elementéw sprezystych
doczepionych do r-tego sztywnego elementu skonczonego. JeZeli miedzy r-tym a p-tym
sztywnym elementem skoniczonym nie ma polaczenia, to oczywiscie k=P = 0.

Odksztalcenia elementéw sprezystych w ukladzie osi zwigzanych z nimi sa réwne
4.7 Aoi=Pt = =Pl gP—nl,

W celu uzaleznienia energii potencjalnej U od wspoIrZanych uogdlnionych nalezy
sie posluzyé nastepujacymi zaleznoéciami:

{rrrhis = 1CP- (@)1 =127 {Q"}se),

(48> {Vr—p,l}4_6 — [Cr—p,l]_{QT}4_6’
gdzie
[Zr—p.l] — 0 25"’” ——25""1
4.9) —zZ5rt 0 Z
2y Pt —zymt 0

Po prostych, lecz pracochtonnych przeksztalceniach pochodne czastkowe energii po-
tencjalnej wzgledem wspoirzednych uogdlnionych r-tego sztywnego elementu skonczonego
przyjmuja postaé:

(4.10) Z Z byPg?,

p=1 1=

gdzie b5P sa wyrazami blokéw [B™ "] ma01erzy [B]. Bloki te skladajg sie z czterech mniej-
szych blokow (H.5

4.11) [B"P] = [byR by

........
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Bloki [H;;] nalezace do blokéw [B"'], ktére leza na przekatnej macierzy [B] (p = r),
oblicza sie z nastepujacych zaleznosci:

u ,

(4.12) 11 ‘2_; >T [Cr-rT =Pl _5-[C P,
p=
u P
@13 sl = ) D) [CrifT (KT [CrP 272,
p=11i=1
@14) [H155] = [HToT
u &P
(415) [ 5'.5] = ([C"—-Ihl]T. [Kr——p,l]4_6_[cr—~p,l]+
=t i=1

{20 [Cr P KTy [CPP (2R )
Bloki [B™] sa symetryczne wzgledem swoich przekatnych. Zawieraja one wyrazy
zlozone z parametréw r-tego sztywnego elementu skonczonego i parametrow doczepio-
nych do niego elementéw sprezystych. Kazdy ze sztywnych elementdw skonczonych ma
wiec jakby swdj odpowiednik w postaci bloku [B"'].
. Bloki [H{,;ﬁ] nalezace do blokéw [B"?], ktdére leza nad gldwng przekatnag macierzy
[B](p > r), oblicza sie z zaleznoS$ci

P
(4.16) [Hi',lﬂ = — Z [C’"”’I]T-[K’—p”]l__g,-[C"””],
=1
e P
(417) [HBl = — ) [Cr=PIT [K=Pl]y_y - [CPP] - [2P-0,
I=1
Pt
(418) (B3] = — ) (2P O [Krpi] [P,
I=1
&P
(419) (Hy5) = — 3, (CPT- K7y [P+

I=1
FZr P[P KR, [P L [ZP).

Bloki te zawieraja wyrazy zlozone z parametréw elementdw sprezystych potaczenia
migdzy r-tym i p-tym sztywnym elementem skorficzonym oraz z parametréw sztywnych
elementdw skonczonych, ziaczonych za pomoca tego polaczenia. Kazde z potaczen la-
czacych dwa sztywne elementy skoficzone ma zatem jakby swdj odpowiednik w postaci
bloku [B"7]. Bloki [B»"] = [B"?}", a wiec macierz [B] jest symetryczna wzgledem gtow-
nej przekatnej.

Wstawiajac zaleZno$ci (4.3) i (4.10) do réwnan Lagrange’a (4.1) uzyskuje si¢ dla kaz-
dego sztywnego elementu skonczonego ukltad szeSciu jednorodnych réwnan rézniczko-
wych. Uklad ten ma nastgpujaca postaé:

(4.20) [M7-{ 8+ D) 1B771-{Q") = 0.
p=1 :
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Ukladéw takich jest oczywiscie tyle, z ilu sztywnych elementéw skofczonych sklada sie
rozpatrywany ustrdj. Dla catego ustroju mozna wigc utozy¢ n = 6y jednorodnych réwnan
rézniczkowych, ktdre nalezy zapisaé w nastepujacy sposéb:

(4.21) [M]-{Q}+[B]-{Q} = 0.
Rozwiazanie takiego uktadu réwnan rézniczkowych zaklada sig w postaci harmoniczne;j
4.22) {Q} = {E}sinwr.

Po wstawienju zalezno$ci (4.22) do uktadu réwnan (4.21) uzyskuje sig, po uproszcze-
niu przez wspdlny czynnik sinwz, uklad # jednorodnych réwnail algebraicznych o naste-
pujacej postaci:

(4.23) ((Bl—[M]w*)-{E} = 0.
Sa to réwnania ruchu, a macierz charakteryzujaca je przybiera postaé
(4.24) [D] = [B]—[M]w*.

Jak wiadomo, ukiad jednorodnych réwnan algebraicznych ma tylko wtedy rozwigza-
nia nietrywialne, jezeli wyznacznik macierzy [D] jest réwny zeru. Wilasno$é te wykorzy-
stuje si¢ w obliczeniach czesto$ci drgan wilasnych 1 odpowiadajacych im postaci drgan
w oparciu o rachunek macierzowy. W tym celu macierz [D] przeksztalca sie w ten sposob,
aby wspdiczynniki przy w® byly réwne jednosci, a wyznacznik tak przeksztalconej ma-
cierzy pozostal rowny zeru. Dokonuje si¢ tego mnozgc lewostronnie i prawostronnie
macierz [D] przez macierz wspdtezynnikow przeksztalcajacych [G]. Tak przeksztatcona
macierz réwnan ruchu jest réwna

4.25) [D*] = [G]-[B]-[G]—[G]- [M]-[G] .

Wyrazenie [G]- [M]- [G] jest macierza jednostkowsa. Wprowadzajac oznaczenie
(4.26) [4] = [G]-[B]-[G],

przeksztatcong macierz réwnan ruchu mozna przedstawi¢ w postaci

4.27) [D¥] = [4]—[{]w?.

Poniewaz wyznacznik macierzy [D*] jest nadal réwny zeru, obliczenie czgsto§ci drgan
wlasnych rozpatrywanego ustroju sprowadza si¢ do znalezienia wartoéci wlasnych ma-
cierzy [A], zwanej dalej przeksztalcong macierza statych sktadnikéw réwnan ruchu.

Ze wzoru (4.26) wynika, ze wyraz macierzy [4), lezacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
oblicza si¢ dzielac analogiczny wyraz macierzy [B] przez iloczyn pierwiastkéw kwadra-
towych z mas uogdlnionych o wskaZnikach 7 i j

(4.28) | gy = Ll

Vmmy .
W praktyce tylko niektére ustroje wymagaja tak ogdlnego modelu obliczeniowego.
Rzeczywisty ustréj mozna najczeéciej zastapié uktadem, w ktérym centralne gléwne osie
bezwladnosci wszystkich sztywnych elementéw skonczonych i gtéwne osie sztywnosci




510 . J. KRUSZEWSKI

wszystkich elementéw sprezystych sa odpowiednio wzgledem siebie réwnolegle. Proces
obliczen wyrazéw macierzy [A] znacznie si¢ wtedy upraszcza, poniewaZ macierze kosi-
nuséw kierunkowych staja si¢ macierzami jednostkowymi. Dla niektérych uktadéw mozna
ponadto stosowal sztywne elementy skoficzone o trzech, dwdch lub o jednym stopniu
swobody.

Uktady zloZzone ze sztywnych elementéw skornczonych o trzech stopniach swobody
(4%, 45, g5) stosowano przy obliczaniu drgan kadiuba w plaszczyznie pionowej, z uwingd-
nieniem drgan wzdiuznych nadbudéwek, symetrycznej platformy «plywajacej» z urzadze-
niami oraz pfaskiej ramy na podporach sprezystych.

Uklady zlozone ze sztywnych elementéw skonczonych o trzech stopniach swobody
(4%, ¢4, q5) stosowano przy obliczaniu drgan rusztéw i plyt.

Uklady zlozone ze sztywnych elementow skonczonych o dwéch stopniach swobody
(93, q5) stosowano przy obliczaniu drgan pionowych kadtuba, drgan gigtnych watu §ru-
bowego typu Grima i1 waléw na wielu podporach.

Uklady zlozone ze sztywnych elementéw skonczonych o jednym stopniu swobody (¢%)
stosowano przy obliczaniu drgan skretnych rozwidlonych uktadéw napedowych.

Stosowanie sztywnych elementéw skorniczonych o zmniejszonej liczbie stopni swobody
pozwala zmniejszy¢ wymiar macierzy [4] lub zwigkszyé gesto$¢ podzialu elementow
ciaglych przy zachowaniu niezmienionych wymiaréw tej macierzy. Zmniejszenie wymiaréw
macierzy [A] znacznie skraca czas obliczen na elektronicznej maszynie cyfrowej, poniewaz
jest on proporcjonalny do drugiej, a nickiedy nawet do trzeciej potegi stopnia macierzy.
Natomiast zwigkszenie gestosci podziatu zwigksza dokladnoéé obliczen.

Macierze réwnan ruchu ukladéw zlozonych ze sztywnych elementéw skonczonych
o zmniejszonej liczbie stopni swobody uzyskuje si¢ z macierzy ukladéw przestrzennych
przez skreSlenie wierszy i kolumn odpowiadajacych pominietym wspélrzednym uogdlnio-
nym. _

Jak juz wspomniano, macierz [4] nawet bardzo zozonych ustrojow mozna uwlozyé
w Sposob automatyczny bez wyprowadzania réwnan ruchu. W tym celu nalezy:

1. Wykonaé szkic uktadu obliczeniowego numerujac kolejno sztywne elementy skon-
czone od 1 do u (patrz przyklad na rys. 4).

2. Przygotowad tablice (patrz rys. 3) do wpisywania wyrazéw macierzy [4] skladajaca
si¢ z u pasm poziomych i © pionowych (pasma te zaznaczono na rys. 3 grubymi liniami).

3. Podzieli¢ kazde pasmo poziome i pionowe na { cze$ci, uzyskujac tablice o n = fu
wierszach i n kolumnach.

4. Ponumerowaé pasma poziome i pionowe od 1 do u.

5. Ponumerowaé wiersze 1 kolumny kazdego pasma zgodnie z wskaZnikami (s, t)
wspolrzgdnych uogdlnionych sztywnych elementéw skonczonych (dla ukfadéw przestrzen-
nychs=1¢t=1,2,..,6, a np. dla ukladéw ztozonych ze sztywnych elementéw skoriczo-
nych o dwéch stopniach swobody — s = ¢ = 2, 6).

6. Obliczy¢ i wpisaé do tablicy wyrazy blokdw [A™P] utworzonych przez przecigcie
si¢ r-tego pasma poziomego z p-tym pasmem pionowym wedhig zaleZno$ci

(4.29) =2
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Dla ulatwienia procesu ukladania macierzy [4] podano niZej kilka wskazdwek:

1. Ze wzgledu na symetrie macierzy [4] wykonuje si¢ tylko czesé tablicy zawierajaca
wyrazy lezace na gldwnej przekatnej i nad nig. Przy obliczeniach na elektronicznych
maszynach cyfrowych tylko te wyrazy wczytywane sa do pamigci.

p-te pasmo pionowe

r-te pasmo poziome

Rys. 3. Schemat tablicy do ukladania macierzy rownan ruchu

2. Blok [4"] lezacy na gldwnej przekatnej macierzy [4] jest odpowiednikiem r-tego
sztywnego elementu skonczonego. Blokdw takich jest tyle, z ilu sztywnych elementéw
skonczonych sklada si¢ rozpatrywany ustrdj.

3. Blok [4"7] lezacy nad gléwna przekatna macierzy [A] jest bdpowiednikiem pola-
czenia migdzy r-tym a p-tym sztywnym elementem skonczonym. Blokéw takich jest tyle,

Rys. 4. Ukiad zlozony z czterech sztywnych elementéw skonczonych
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ile polaczen miedzy sztywnymi elementami skonczonymi posiada rozpatrywany uklad.
Blok ten lezy w r-tym pasmie poziomym i p-tym pasmie pionowym macierzy [A4].

4. Polaczenia miedzy sztywnymi elementami skonczonymi a ostoja nie posiadaja
swoich odpowiednikéw w postaci niezerowych blokéw [A"P].

5. Pozostale klatki sa blokami zerowymi. Leza one na przecigciu si¢ pasm o numerach
réownych numerom sztywnych elementéw skonczonych, nie polaczonych ze soba.

Dla zilustrowania metody ukladania macierzy [A] przedstawiono na rys. 4 ustrdj
zlozony z czterech sztywnych elementéw skonczonych. Macierz [A] tego ustroju ma
nastepujaca postac:

(4.30) [4] = [[A"T] 4% [0 1[0 ]
[AZ,Z] [AZ,S] [A2,4]

{AS,S} {A3,4}

[4%4]

5. CzgstoSei drgan wlasnych i odpowiadajace im postacie drgan

Znajac przeksztalcona macierz statych skladnikéw réwnan ruchu, obliczenie czestosci
drgan wlasnych sprowadza si¢ do wyznaczenia wartosci wlasnych tej macierzy. Warto§ci
wlasne sa bowiem kwadratami czesto$ei kotowych drgan wlasnych [patrz wzér (4.27)].

Jedna z najlepszych metod wyznaczania warto$ci wlasnych w zastosowaniu do obli-
czen czestosci drgan jest metoda Householdera. Autor stosowal ja z niewielkimi zmiana-
mi we wszystkich programach wykorzystujacych metode sztywnych elementéw skonczo-
nych. Polega ona na przeksztalceniu macierzy [4] do postaci tréjprzekatniowej (kodia-
gonalnej). Dokonuje sig tego na drodze szeregu przeksztalcen ortogonalnych [3,7, 8].
Wartos$ci wlasne tak uzyskanej macierzy tréjprzekatniowej sa réwne warto$ciom wlasnym
macierzy wyjsciowej. Oblicza sie je w prosty sposéb metoda tak zwanej bisekcji. Giéwna
zaleta metody Householdera w potaczeniu z metoda bisekcji jest jej duza stabilno$¢ i nie-
zawodnosé, a ponadto mozliwoéé obliczania tylko wybranych wartoéei wlasnych.

Wektory formy drgan oblicza sie mnozac lewostronnie wektory wlasne macierzy [A4]
przez macierz przeksztalcajaca [G]

CRY) (&} = [G1+{¥}.

Tak wigc w celu obliczenia i-tej skfadowej postaci drgan nalezy i-ta skladowa wektora
wlasnego macierzy [A4] podzieli¢ przez pierwiastek kwadratowy z odpowiadajacej masy
uogdlnione;j

(5.2) £=- 1
]/mi
Wektory postaci drgaid normuje si¢ jeszcze przewaznie w ten sposob, aby maksymalne
moduty ich sktadowych byty réwne jednosci.
Przy obliczaniu wektoréw wlasnych macierzy [4] autor we wszystkich opracowywa-
nych przez siebie programach stosowal metode WiLkiNsoNna [9].
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6. Dokladno$¢ metody

Dokladno$é metody sztywnych elementédw skonczonych, pomijajac bledy wynikajace
z dzialan numerycznych, uzalezniona jest od gestosci podziatu ukladéw ciagtych. Dla
stwierdzenia doktadnosci metody wykonano obliczenia dziewieciu czesto$ci drgan wias-
nych belki swobodnej, dzielac ja na rézne liczby sztywnych elementéw skorficzonych.
Wyniki obliczen poréwnano (patrz rys. 5) z wynikami uzyskanymi ze wzoru CSUPORA
[2]. Wzér ten mozna uznaé za bardzo dokiadny, poniewaz uwzgledniono w nim wplyw
sit stycznych 1 wplyw masowych momentéw bezwladnosci. Z rys. 5 wynika, ze metoda

% g

o3

\
\

////

5
\
"\\Q N

N .
-1
5] N\ N
—_— —
6 8 10 14 16 18 u

Rys. 5. Blad obliczen czgstoSci drgan wiasnych swobodnej belki pryzmatycznej w zaleznosci od
gestodei jej podziatu

sztywnych elementéw skonczonych daje dobre rezultaty nawet przy niezbyt gestym po-
dziale belki. Tak wigc np. przy podziale na 10 sztywnych elementéw skoriczonych blad
obliczen pierwszych czterech czestosci drgait wlasnych jest mniejszy od 1%. Wykonano
réwniez obliczenia drgafd wlasnych prostokatnej plyty podpartej swobodnie na krawe-
dziach, dzielac ja na 25 sztywnych clementéw skonczonych. Blad pierwszej czgstodci
drgan wlasnych w stosunku do metody tradycyjnej wynosi poniZzej 3%.

W Zakladzie Dynamiki Centralnego Oérodka Konstrukcyjno-Badawczego Przemystu
Okretowego w Gdafisku wykonano badania modelowe drgan platformy «plywajacej»
z jednym i z dwoma urzadzeniami. W tablicy 1 zestawiono bledy obliczen czestosci drgan
wlasnych, wykonanych metoda sztywnych elementéw skoficzonych z wynikami uzyskany-

mi z wspomnianych pomiaréw modelowych. Stwierdzono réwniez bardzo dobrg zgodnoéu‘ *

obliczonych postaci drgan platformy z postaciami uzyskanymi z pomiardw. :
Ponadto obliczono czgstosci pionowych drgan wilasnych kadiuba zblormkom:a 0 nos-
nosci 53000 DWT, dzielac go na 21 sztywnych elementéw skoiiczonych., _Pine dotyczace
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Tablica 1. Zestawienie bledow obliczen czestoci drgan wlasnych, wykonanych mefoda sztywnych
elementéw skonczonych z wynikami uzyskanymi z pomiaréw modelowych platformy «plywajacej»

Stopien drgaf ‘ 1 2 3 4 { 5 { 6 7 8 9

d | jedno urzgdzenie

%

1,90 22 | =21 -0,2] 0,7 1,4 — — —

dwa urzadzenia

—0,4| 0,0 02 =2,6[ 47 | 41 | 03 | —05| 1,7

wszystkich parametréw statku potrzebnych do obliczen oraz wyniki pomiaréw zaczerp-
nigto z pracy [1]. Wartosci bledédw 6 umieszczono w tablicy 2.

Tablica 2. Zestawienie bledéw obliczen czestoSci drgait wlasnych, wykonanych metoda
sztywnych elementéw skonczonych z wynikami pomiaréw kadluba zbiornikowca

Stopien drgan 1 2

3 \ s |6
_.l -
8% 05 | 02| 21 ll 2,9 ‘ — ‘ 3| s ’ 8,0

7. Wnioski

1. Metoda sztywnych elementéw skoficzonych pozwala wjaé w jeden algorytm obli-
czenia czestosci drgan wiasnych i odpowiadajacych im postaci drgan dowolnych uktadéw
o charakterystykach liniowych.

2. Przy obliczaniu macierzy réwnafi ruchu nie ma potrzeby wyprowadzania tych réw-
nan, opracowano bowiem zasady umozliwiajace budowanie tych macierzy w sposéb
automatyczny.

3. Doktadno§¢ metody, nawet przy niezbyt gestym podziale rzeczywistego ustroju
na sztywne elementy skoniczone, jest dla celdw praktycznych bardzo dobra.

4. Stosujac metodg sztywnych elementow skoficzonych mozna przeprowadzaé obli-
czenia uktadow ztozonych, dla ktérych metody tradycyjne sa zbyt pracochtonne lub nie-
kiedy nawet niemozliwe do zastosowania.

5. Metoda jest przeznaczona do wykonywania oblicze za pomoca elektronicznych
maszyn cafrowych. Przygotowanie danych jest proste, a proces obliczen zautomatyzo-
wany, w zwiazku z czym wiele skomplikowanych obliczen moga wykonywaé pracownicy
techniczni nie posiadajacy wigkszego przygotowania teoretycznego.

6. Czas potrzebny do przeprowadzenia obliczeri jest w poréwnaniu do innych metod
bardzo krétki.

7. Oméwiona metoda znalazla szerokie zastosowanie w polskim przemysle okrgto-
wym, szezegélnie przy projektowaniu najnowszych rozwiazan konstrukcyjnych.

8. Metoda sztywnych elementédw skonczonych mozna réwniez obliczaé czestosci drgan
wlasnych i odpowiadajace im postacie drgan wszelkiego rodzaju ram, rusztéw i phyt
o zmiennych przekrojach poprzecznych i nieréwnomiernie rozlozonej masie, z uwzgled-
nieniem wplywu sit stycznych i masowych momentéw bezwtadnoéci.
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C OCHOBaHMEM HEBECOMbIMH YIPYTCHMH OJJIEMEHTaMH C JIMHEHHBLIMH XapaKTepucTHKamu. Paspaboranbr
AJICOPUTMbI PacU€TOB MAaTPHUHLIX yPaBHEHM# ABHOKenusI. MeTon npucrnocobiieH K NpOBEAEHHIO pacué-
ToB ¢ nomolusio DBIIM. Ha npumepe cBoGomioit npuamaTHyecKoi Bayxy MOKa3aHa TOYHOCTH METOHNA
B 3aBYCHMOCTH OT ILIAra [AeTeHus (puc. 5). PaccMATpUBAEMBIR METOM HALIEN IIHPOKOE IPUMEHCHHE B CY-
JOCTPOEHMHM, OCOBEHHO NpM pacuérax KoNeGaHHH KOPIYcOB, U3rMOHBLIX KOJEOAHHMI BaOB Ha MHOTMX
YIPYTHX ONOPaX M BHHTOBBLIX BajoB I'puma, konmeGaHHi T. H. IUIaBamoLLUx aTdopm C yCTpoiicTBamu
HA PESHHOBBIX MTOJKIIAKAX, KPYyTHIIBHBIX KOJeOaHNH pasBeTBIEHHbLIX NPHBOOHBIX cHcTeM. Meron wecr-
KHX KOHEYHBLIX JIeMEHTOB BEChMA IOJIE3eH TAKXKe NPH pacuéTax 4acToT cOOCTBEHHBLIX KoNeOGammil pam,
KOJIOCHMKOBBIX PELIETOK M IUIAT C IIEPEMEHHBIMH CEYEHHMAMH H C HEPABHOMEPHO pacipeneNeHHol maccoi.
TIpu aThx pacueTax yYHTHLIBAETCA BIHSHME KACATENBHBLIX CHJI M MAaCCOBBIX MOMEHTOB MHEDIIMH.

Summary

APPLICATION OF THE RIGID FINITE ELEMENTS METHOD TO CALCULATION
OF NATURAL VIBRATION FREQUENCIES OF SHIP STRUCTURES

The method of calculation consists in replacing the actual system by a system of rigid finite elements
interconnected and attached to the foundation by elastic elements with linear characteristics. The matrix
of the equations of motion is constructed directly without their explicit derivation. The accuracy of the
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computerized method depending upon the number of finite elements (see fig. 5) is shown on the example
of a simply supportcd prismatic beam. The method described is widely applied in shipbuilding industry,
especially for calculations of ship hull vibrations, bending vibrations of the shafting fitted on many elastic
supports, bending vibrations of elastic Grim-type propeller shafts, vibrations of the «raft» with flexibly
fitted equipment and torsional vibrations of branch propulsion systems. The method of rigid finite
elements is most useful in calculation of natural vibration frequencies of the frames and grillages with
varying cross-sections. The influence of shearing and inertia forces are taken into account.
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