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1. Opis układu

Schemat ukł adu przedstawiono  na rys. 1.
Jest  to  ukł ad o jednym  stopniu  swobody,  o współczynniku  inercyjnoś ci  m, współczyn-

niku  tarcia  lepkiego  /  i sile  sprę ż ystoś ci  k(x)  danej  zwią zkiem  (1.1)  (rys. 2)

ik\X  d la  \x\ < a

*•  ' '  \k2x+a(k1  —k2)  dla  \x\ > a'

Charakterystyka  sprę ż ysta  k(x)  jest  nieparzysta. D la k2 > kt ukł ad ma  charakterystykę
sztywną,  dla k2 < kx —  mię kką;  gdy k2 =  / ą  ukł ad jest  liniowy.

k(x)k

J(t)
- a

- I-
v/ / / / / / / / / / / / / y7/ / / / / / / / / / / / / / / / ,

Rys. 1 Rys. 2

Zakł adamy,  że  siła wymuszają ca  Fif)  jest  procesem stochastycznym  typu  «biały  szum»
o  rozkł adzie normalnym. G ę stość widmowa  tego procesu  wynosi

S(co)  =  S$  — const,

zaś  funkcja  korelacyjna  procesu dana jest  zwią zkiem

(1.2)  R*(x) .  2a25(t),

gdzie

d(r)  —delta  funkcja  D iraca.
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Wartość  ś rednia procesu F(t) jest  równa zeru

E[F(t)]   =  0.

Równanie stanu dynamicznego ukł adu ma postać

(1.3)  mx+lx+k(x)  =

lub

(1.4)  x+2hx+g(x)  - / (O,
gdzie

w2x  dla  \x\  < a

b2)  dla  jx| > a

m

zaś gę stość widmowa  procesu/ (O jest

n r

Równanie  (1.4) moż emy przedstawić  za  pomocą   ukł adu  dwóch  równań  róż niczkowych

rzę du pierwszego

x  =  v,

b =  -

2. Charakterystyki probabilistyczne reakcji

Funkcja  wymuszają ca  f(t)  jest  stacjonarną,  cią głą   funkcją   losową ,  bę dą cą   zbiorem
poszczególnych  swych realizacji/ (f).  Reakcja  ukł adu x{t),  zależ na  od własnoś ci dynamicz-
nych  ukł adu  oraz  od  wymuszenia,  jest  również  zbiorem  realizacji  x(f),  odpowiadają cych
realizacjom f(t).  D la ukł adów liniowych  moż na znaleźć wzajemną   odpowiedniość  mię dzy
x(t)  i f{t)  za  pomocą   liniowego  funkcjonału  charakteryzują cego  dany  ukł ad.  Korzystając
z  zasady  superpozycji  moż na  z  dowolną   dokł adnoś cią   okreś lić  charakterystyki  funkcji
losowej  x(ł ).  Ponieważ  dla  ukł adów  nieliniowych  nie  obowią zuje  zasada  superpozycji,
tylko  w  nielicznych przypadkach  moż na znaleźć  pełne  charakterystyki  reakcji  [jeś li  ukł ad
opisany  jest  równaniem  róż niczkowym  rzę du  n- tego,  to  peł nym  opisem  reakcji  ukł adu
bę dzie  funkcja  gę stoś ci  rozkł adu prawdopodobień stwa  n—l  współ rzę dnych  stanu  p(xi,
X2t  • ••   J  xn~i>  OL

D o  nielicznych  wyją tków  należy  stacjonarna' reakcja  ukł adu  na  proces  wymuszają cy
typu  «biały  szum».  W  przypadku  tym  gę stość  rozkł adu  współ rzę dnych  stanu  ukł adu
moż na  znaleźć  jako  rozwią zanie  czą stkowego  równania  róż niczkowego,  tzw.  równania
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Fokkera—Plancka.  Dotychczas  nie  znaleziono  rozwią zania  tego  równania  dla  przypadku,
gdy  ukł ad znajduje  się w stanie  przejś ciowym.

Tak  wię c, jeż eli  wymuszenie  jest  idealnym  biał ym szumem, to funkcja  gę stoś ci  rozkł adu
dx

prawdopodobień stwa  współ rzę dnych  stanu  x  i  « = - --   dla  ukł adu  nieliniowego  okreś-

lona  jest  równaniem  Fokkera—Plancka  ([4] s. 14).

Rozwią zaniem  równania  Fokkera—Plancka  dla ukł adu  równań  (1.5)  jest  funkcja

[2,3]
(2.1)  p(.x,v) =

gdzie  a\ =  nSa — wariancja  procesu/ (f),  G(x)— energia  potencjalna ukł adu

, x
2

coo  - =-   dla  |x| < a

„ i  did.  \X\ ^>  &

(2.2)  G(x)  =  Jg(ti)du =   l_ps2  2l_b2i

/   J

oraz  stała C okreś la  się z warunku  normowania

(2.3)  /   /   p(x,v)dxdv= 1.
—  oo  —o o

Uwzglę dniając  (2.1) i  (2.2)  otrzymujemy.

(2.4)  C"1  ==  2nolco0 lerf  (s)+  —  1 - e r f l 4 -

gdzie

erf(s) = —  f  e-uZdu.
o

Z  równania  (2.1)  wynika,  że gę stość  rozkł adu p(x,  w) moż na  przedstawić  w postaci

p(x,v) =
gdzie

f  2M?(x)l  x  /   / w2\
=  exp  - £ -i ,  j32(w) =  exp  -   —j-   ,

L   ffi  J  \   Q\   Ia  więc x i v są statystycznie  niezależ ne.
D la  \x\ < a rozkł ad  zmiennej  losowej  x  jest  normalny,  dla \x\ > a rozkł ad  prawdo-

podobień stwa  x  nie jest  gaussowski.

Rozkł ady  graniczne  wynoszą

(2.5)  p(x)= J p(x,v)dv = ~72  exp f — ^ - 1,  :

(i.o)  p(w) =   n(x, w)ax =   —[=  exp  — w ^  ,
|_  2o- Jco5J
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gdzie

/ =   erf(s) + 4 [- (*)]•
Funkcja p(v)  jest  funkcją   gę stoś ci  prawdopodobień stwa  rozkł adu normalnego.  Wykres

p(x)  dano na rys.  3.

Wariancja  zmiennej losowej  x  wynosi:
+  CO

(2.7)  <x*=   J  x2p(x)dx.

Rys.  3

Zgodnie z  (2.5) otrzymamy

(2.8)

Xexp  - Tz  + -

Wielkość  ax  jest  dyspersją   zmiennej  x  dla  rozpatrywanego  ukł adu,  ff0 —  dyspersją   x
dla ukł adu liniowego. Wykres  zależ noś ci  (2.8) dano na rys.  4. Z wykresu  rys. 4 widzimy, że
dla  j  >  2,  a wię c  a  >  2}/ 2a0  =  2,82  <r0 wariancja reakcji  ukł adu nieliniowego mało  róż ni
się  od wariancji  reakcji  ukł adu liniowego  o charakterystyce  sprę ż ystej  k(x)  =   kxx.  Wynika
to  z analizy  krzywych  gę stoś ci  rozkł adu prawdopodobień stwa zmiennej  losowej  X  (rys. 3):
prawdopodobień stwo,  że  zmienna  losowa  x  przyjmie  wartoś ci  x  >  3  jest  bardzo  małe
(mniejsze niż 0,3%)..

Wariancja  zmiennej v  wynosi

(2.y)  cr„   =   O)0GQ,

czyli jest  równa wariancji  v  dla ukł adu liniowego.
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Obliczymy  ś rednią   czę stość  przekraczania  przez  ukł ad  poziomu  x  =   r.  Czę stość  tę

oznaczymy vf.  Ponieważ dany  poziom  ukł ad  może przekraczać z  dołu  do góry  lub z  góry

do  doł u,  wobec  tego  przyjmujemy,  że  za  ś rednią   czę stość  bę dziemy  uważ ali  ilość  przejść

Rys.  4

w jednostce czasu z dołu  do góry,  a wię c  gdy  v  >  0.  Założ enie to uwzglę dnia  indeks „ + "
w  oznaczeniu  vf.

Wartość  ś rednia  czę stoś ci  przekraczania  przez  ukł ad  poziomu  x  — r  z  prę dkoś cią
dodatnią   dana jest zwią zkiem  [1,2]

(2.10) vf  =  J  vp(r,v)dv.

Jeż eli  przyjmiemy  r =   0,  wówczas  zwią zek  (2.10)  okreś la  ś rednią   wartość  czę stoś ci

ukł adu,  tj.  ś rednią   ilość  przekraczania przez ukł ad  poziomu x  =  0 w  kierunku z  dołu  do

góry  v$. Zgodnie z  (2.10) i  (2.1)  otrzymujemy

(2.11) CS0

(2.12)  -

Z  (2.12)  i  (2.4)  otrzymujemy

(2.13)
a>o

1
2nJ'

4  Mechanika  teoretyczna
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Wykres  zależ noś ci  (2.13) dano na rys.  5. I tu widzimy,  że dla  duż ych wartoś ci s (s > 2)
wartość  ś redniej  czę stoś ci  drgań ukł adu nieliniowego  zbliża  się  do wartoś ci  czę stoś ci  drgań
ukł adu  liniowego  z powodów  wyż ej  wymienionych.

Rys. 5

Rozważ ania  powyż sze  dotyczyły  reakcji  ukł adu na wymuszenie  stochastyczne  typu
«biały  szum».  Układy  mechaniczne są  filtrami  dolnoprzepustowymi,  wobec  tego  analiza
powyż sza  jest  słuszna również  dla  wymuszenia  o funkcji  gę stoś ci  widmowej  dostatecznie
gładkiej w  zakresie  niskich  czę stotliwoś ci.

3. Stabilność techniczna układu

Analizę   stabilnoś ci  ukł adu  przeprowadzono  w sensie  technicznym  [5].  Warunki  sta-
tecznoś ci  są   tu  mniej  silne  od warunków  stabilnoś ci  asymptotycznej  procesu  stochastycz-
nego  (por. [4], s. 50—53;  [6], s. 915, 916). Analiza  techniczna stabilnoś ci w  rozpatrywanym
przypadku  nie obejmuje  zachowania się  ukł adu w procesie przejś ciowym,  a tylko jego stan
ustalony (ze wzglę du  na to, że nieznane jest niestacjonarne rozwią zanie równania F okkera—
Plancka).  D la  rozwią zań  stacjonarnych  warunki  te są  w wielu  wypadkach  dostatecznie
dokł adne [5].

Dany jest  obszar Q  okreś lony  zależ noś cią

(3- 1)  fi  =  {|x|< / ?1;  H < / S2}

gdzie  fii,  /?2 —  dane parametry.

Ukł ad uważ amy  za stabilny  technicznie, jeż eli  zmienne losowe xiv  należą   do obszaru Q

z  ż ą danym  prawdopodobień stwem  1—e,  tzn. jeś li  jest  spełniony  warunek

(3- 2)  p[(x,v)<=Q]>l- e,

gdzie  e —  dana wartoś ć,  okreś lają ca  wymagania  dotyczą ce  niezawodnoś ci  ukł adu.
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D la  uł atwienia  analizy  stabilnoś ci,  nieliniowe  równanie  róż niczkowe  ukł adu  (1.4)

zastą pimy  równaniem liniowym  w  postaci

(3.3)  x+2hx+w\x=f(t),

gdzie oĄ  —  zlinearyzowany  współ czynnik, wyznaczony z równoś ci prac wykonanych  przez
siły  sprę ż ystoś ci  w ukł adzie liniowym  i nieliniowym,  zgodnie  ze  wzorem

/Si

I   g(x)dx~  G(Pi) =  ~~Pl,

stąd

(3.4)
COo

2 b2 [(„   1

jffi Lv

dla

dla >a

Rozwią zanie  równania  Fokkera—Plancka dla  ukł adu liniowego  (3.3), w stanie ustalo-

nym ma postać

(3.5)

gdzie

p( x,  v)  -   C\ expI  -   - j.(vz+aĄ X2) \ ,

«r? Ci =

Mamy  wię c

(3.6)  /> [(x, w) c  i3] =  J  J  p(x,v)
—fa —Pz

Po  podstawieniu  (3.5)  do  (3.6) i odpowiedniej  transformacji  otrzymujemy

(3.7)  p[(x, v) c Q] = i  J  J  exp | -  -
- fo  - 'J

gdzie

(3.8)

D la  danych e, / 5:, /52 i
 CTi należy  dobrać parametry ukł adu /j i COQ  tak, aby  była spełniona

nierówność  (3.2). Jeż eli  we  wzorze  (3.7)  oznaczymy

+fo

- fo

exp
/   z\— -̂ U,
\   2/

4*
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wówczas  warunek  stabilnoś ci  (3.2) przyjmie  postać:

P r z y k ł a d.  Przyjmijmy  e =  0,02.  Wartoś ci  0X  i  02  obieramy  tak,  aby  speł niona  była

nierówność

(3.9)  $,<Z>2>0,98.

N a  dwie  wielkoś ci  niezależ ne  został   nał oż ony jeden  warunek,  wobec  tego  obieramy
jedną  z  nich  dowolnie,  wzglę dnie  narzucamy  dodatkowy  warunek  optymizują cy  ukł ad.
Przyjmijmy  więc

<Z>2  >  0,9836,

wówczas

0X  ̂ 0,9973.

Dla  tych wartoś ci  0l  i  @2 z  tablicy  otrzymujemy

£ 0> 3 , 00  7/0 >  2,40.

Zwią zki  (3.7) i  (3.8)  dają

(3.10)

(3.11)

ffl
~0)i

Z  porównania  (3.4),  (3.10)  i  (3.11)  po  przekształ ceniach otrzymujemy  warunki  stabil-

noś ci technicznej ukł adu

(3.12) h>9,04^- ,

(3.13)
1,25

dla  \x

dla x\>  a
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P  e 3 K)  M e

AHAJIH3  OCHOTO KJIACCA  HEJIHHEfiHOfi: CHCTEMŁI
CO  CJiy^AHHLIM  B03MyiU,EHHEM

B  paSoTe  HcarreflOBaHa  peaKinra  HenniieHHOH cHcreMbi  c  Kyco^HO  nnHeiiHOH xapaKTepiicTHKOH  npii

cjiy^aiiHOM   B03MymeHHH  THna  «6enbiH  niyM».  C noMoinwo  ypaBiienira  <3>oi<Kepa—IlnaHKa  onpefleneiia

nnoTHOCTb  pacnpeAeneHHH  BepoHTHOCTH  ycTaHOBHBmerocn  npoueccaj  onpeflenena  BapiiaimHH  nepe-

H  CKOpOCTH H CpeflHHH  ^aCTOTa  KOJieSaHHH CHCTeMBI.

ycTOH^HBocTb  CHCTCMW  B  TexHHiecKOM   CMbicne  [5]  H  AJIH  TpeSyeiviofi  HaflOKHoera

onpeflejieno  MHOKecTBO  ee  napajweTpoB.  Onpeflejieiman  Ha 3TOM  MHWKecTBe  CHcreiwa  TCXHB-

S u m m a ry

ANALYSI S  OF ONE  CLASS  NONLINEAR  SYSTEM  TO STOCHASTIC
EXCITATION

I n  the paper  the response of  the nonlinear system  with  the piecewise  linear  spring  characteristic  to
stochastic excitation «white  noise»  is given. The  probable  density of  the stationary  process  is determined
by  the Fokker—Planck  partial  differential  equation. The variance  of  the displacement  and the velocity
as well as the mean frequency  of the vibration of the system  have been found.

The  technical stability  of  the system  [5] is  analysed.  The set of  the parameters of  the system  for its
given reliability  have  been found.  The system  determined for this set is technical  stability.

POLITECHNIKA.  GDAŃ SKA.

Praca  została  złoż ona w Redakcji  dnia 8 lipca 1969 r.


