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1. Opis ukladu

Schemat uktadu przedstawiono na rys. 1.
Jest to ukfad o jednym stopniu swobody, o wspdiczynniku inercyjnosci m, wspdlczyn-

niku tarcia lepkiego /i sile sprezystosci k(x) danej zwiazkiem (1.1) (rys. 2)
ki x dla  [x|<a
(@1 k() = {kzx—l—a(/cl—/cz) dla  |x>a’
Charakterystyka sprezysta k(x) jest nieparzysta. Dla k, > k; ukiad ma charakterystyke
sztywna, dla k, << k; — miekka; gdy k, = k; uklad jest liniowy.

k() &
Xy
-a 01 | -
i 0 a X
&2
'tg oy= K1
tga.2=Kz
Rys. 1 ' Rys. 2

Zaktadamy, Ze sita wymuszajaca F(t) jest procesem stochastycznym typu «bialy szum»

o rozktadzie normalnym. Gesto$¢ widmowa tego procesu wynosi
S(w) = St = const,
za$ funkcja korelacyjna procesu dana jest zwigzkiem
(L.2) R¥(x) = 26%(7),
gdzie
o = nS¥
8(z) —-delta funkcja Diraca.
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Warto$é Srednia procesu F(¢) jest réwna zeru
E[F(H] = 0.

Rownanie stanu dynamicznego uktadu ma postaé

(1.3) mi+Ix+k(x) = F()
lub
(1.4) X+2hx +g(x) = f(1),
gdzie
=L, =",
whx dla  |x]<a

g(x) = {wgbzx—l—aw%(l—bz) dla |x>a

k, k,
of ==, b= e
za$ gesto$¢ widmowa procesu f(¢) jest
S ¢
0= .

Réwnanie (1.4) mozemy przedstawi¢ za pomocg uktadu dwéch réwnan rézniczkowych
rzedu pierwszego

X =0,

(1.5) o= —2ho—g(x)+f().

2, Charakterystyki probabilistyczne reakcji

Funkcja wymuszajaca f(¢) jest stacjonarna, ciagla funkcja losowa, bgdaca zbiorem
poszczegdlnych swych realizacji f(t). Reakcja uktadu x(r), zalezna od whasnoéci dynamicz-
nych ukladu oraz od wymuszenia, jest réwniez zbiorem realizacji X(¢), odpowiadajacych
realizacjom f(t). Dla uktadéw lintowych mozna znalezé wzajemna odpowiednio$¢ migdzy
X(¢) i f(t) za pomocy liniowego funkcjonatu charakteryzujacego dany uklad. Korzystajac
z zasady superpozycji mozna z dowolng doktadnoécia okreS§li¢ charakterystyki funkcji
losowej x(t). Poniewaz dla ukladéw nieliniowych nie obowigzuje zasada superpozycii,
tylko w nielicznych przypadkach mozna znaleZ¢ petne charakterystyki reakcji [jesli uktad
opisany jest réwnaniem rézniczkowym rzedu n-tego, to pelnym opisem reakcji ukladu
bedzie funkcja gestodei rozkladu prawdopodobienstwa n—1 wspdirzgdnych stanu p(x,,
Xay ooy Xu_ts D] .

Do nielicznych wyjatkéw nalezy stacjonarna reakcja ukladu na proces wymuszajacy
typu «biaty szum». W przypadku tym gesto$§¢ rozkladu wspdtrzednych stanu ukiadu
mozna znalezé jako rozwiazanie czastkowego réwnania rézniczkowego, tzw. réwnania
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Fokkera—Plancka. Dotychczas nie znaleziono rozwigzania tego réwnania dla przypadku,
gdy uktad znajduje si¢ w stanie przejsciowym.
Tak wiec, jezeli wymuszenie jest idealnym biatym szumen, to funkcja gestosci rozktadu

. . ) .
prawdopodobienstwa wspéirzednych stanu x i » :é{ti dla ukfadu nieliniowego okres-

lona jest réwnaniem Fokkera—Plancka ([4] s. 14).
Rozwigzaniem réwnania Fokkera—Plancka dla ukiadu réwnan (1.5) jest funkcja
[2, 3]

1 2h|o? '
2.1) px,v) = Cexp{~7[-—+0(x)J},
o1 L 2
gdzie o} = S, — wariancja procesu f(¢), G(x) — energia potencjalna uktadu
2 .
x (U(Z) x? dla lx] < a
(22) G(x)= Oj g(u)du: ) bz 1_b2 2 ) 1_b2
(,L)()? x—l—a—ﬁ— — —b4— dla |x[>a
oraz stala C okreéla sie z warunku normowania
Jow +ow
(2.3) f f plx, v)dxdo = 1.
—w —w
Uwzgledniajac (2.1) i (2.2) otrzymujemy.
2.9 C™' = 2no}w, {erf(s)—l— % [1 —erf (—Z—)]},
gdzie ‘
L W — exp [ 152
00_211(0%’ s—l/zao, B—exp(s 7o)

s

— 2 f —u2 g

erf (s) = ol du.
0
Z réwnania (2.1) wynika, Zze gesto$é rozktadu p(x, v) mozna przedstawié w postact
p(x, v) = Cp((x) py(v),
gdzie

_ 2hG (x - ho?

pifx) = GXP[- 02( )], pz(v)=e)<p(—72~),

1 1

a wiec x 1 v s3 statystycznie niezalezne.

Dla |x| < a rozklad zmiennej losowej x jest normalny, dla |x| > a rozkiad prawdo-
podobienstwa x nie jest gaussowski.

Rozktady graniczne wynosza

: i 1 G(x)
2.5) p(x)= _[0 p(x, v)dv = Vizao.f exp [—— o&wé—]’
o 1 o2
2.6 — _ — ————
2.6) P@ = | pio)dx o™ exp[ Mw%],
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gdzie

J = erf(s)—l—% [l—erf (%)]

Funkcja p(v) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego. Wykres
p(x) dano na rys. 3.
Wariancja zmiennej losowej x wynosi: .
+o0

2.7 0l = fx2p(x)dx.

— 0

p(x)d
0,6

05
Uv“
03
02

o041

Rys. 3

Zgodnie z (2.5) otrzymamy
oy 2 B { 2s

(2.8) > :l/erf(s)——iexp(—sz)—}- o= —1)x

X exp (— Z—Z) + sz-FZszgl —by [1 —erf (—Z—)]}>

Wielko$é o, jest dyspersja zmiennej x dla rozpatrywanego uklad.iJ, oo — dyspersja x
dla ukiadu liniowego. Wykres zaleznoéci (2.8) dano na rys. 4. Z wykresu rys. 4 widzimy, ze
dla s > 2, a wiec a > 2]/ 20, = 2,82 a5 warjancja reakeji uktadu nieliniowego mato rézni
sie¢ od wariancji reakcji vkiadu liniowego o charakterystyce sprezystej k(x) = k;x. Wynika
to z analizy krzywych gestosci rozktadu prawdopodobiefistwa zmiennej losowej x (rys. 3):
prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa x przyjmie warto§ci x > 3 jest bardzo mate
" (mniejsze niz 0,3%).

' Wariancja zmiennej v wynosi
2.9) o2 — wio},

czyli jest réwna wariancji » dla ukladu liniowego.
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Obliczymy $rednia czesto$¢ przekraczania przez uklad poziomu x = r. Czesto$é te
oznaczymy »;. Poniewaz dany poziom ukltad moze przekraczaé z dotu do gory lub z géry
do dotu, wobec tego przyjmujemy, ze za §rednig czestosé bedziemy uwazali ilosé przejéé

/ot 4k
2
=1
03
05
1
9
bi=2
I 1 -
0 1 2 s
Rys. 4

w jednostce czasu z dotu do géry, a wiec gdy v > 0. Zalozenie to uwzglednia indeks ,,+”
w oznaczeniu ;.

Warto$¢ $rednia czgstodci przekraczania przez uklad poziomu x = r z predkoscia
" dodatnia dana jest zwiazkiem [1,2]

(2.10) vi = [ op(r,0)do.
0

Jezeli przyjmiemy r = 0, wowczas zwiazek (2.10) okre$la $rednig warto$é czestoSci
ukfadu, tj. $rednig ilo$é przekraczania przez uklad poziomu x = 0 w kierunku z doh1 do
gory »§. Zgodnie z (2.10) i (2.1) otrzymujemy

CS, 2hG (1)
(2.11 pt — — 7 s Y
( ) 1" 2h eXI:)I: S()
i

CS,
2.12 e
(2.12) K 2h
Z (2.12) i (2.4) otrzymujemy
+ * 1 1

Yo
(2.13) B — 2 = Fm
27 {erf(s)—l——l«)- [l—erf (3)]} »

4 Mechanika teorelyczna
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Wykres zalezno$ci (2.13) dano na rys. 5. [ tu widzimy, Ze dla duzych wartosci s (s > 2)
warto$é Sredniej czestosei drgan ukiadu nieliniowego zbliZza sig do wartosci czgstosci drgan
uktadu liniowego z powoddw wyZej wymienionych.

= 05

Rys. §

Rozwazania powyzsze dotyczyly reakcji ukfadu na wymuszenie stochastyczne typu
«bialy szum». Uklady mechaniczne sg filtrami dolnoprzepustowymi, wobec tego analiza
powyzsza jest shuszna réwniez dla wymuszenia o funkcji gestoéci widmowej dostatecznie
gtadkiej w zakresie niskich czgstotliwodci.

3. Stabilno$¢ techniczna ukladu

Analize stabilnoéci vkladu przeprowadzono w sensie technicznym [5]. Warunki sta-
tecznoéci sa tu mniej silne od warunkdéw stabilno$ci asymptotycznej procesu stochastycz-
nego (por. [4], s. 50—53; 6], s. 915, 916). Analiza techniczna stabilno$ci w rozpatrywanym
przypadku nie obejmuje zachowania sie ukiadu w procesie przejéciowym, a tylko jego stan
ustalony (ze wzgledu na to, ze nieznane jest niestacjonarne rozwiagzanie réwnania Fokkera—
Plancka). Dla rozwiazan stacjonarnych warunki te sa w wielu wypadkach dostatecznie
doktadne [3].

Dany jest obszar £2 okre$lony zaleZznoScia
3.1 Q={x| < By, o] < B2}
gdzie 8, f, — dane parametry.

Uklad uwazamy za stabilny technicznie, jezeli zmienne losowe x i v naleza do obszaru 2
z zadanym prawdopodobiefistwem 1—¢, tzn. jesli jest spetniony warunek
3.2 Plx, Y= 2] = 1—¢,
gdzie ¢ — dana warto$é, okreslajaca wymagania dotyczace niezawodno$ci ukladu.
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Dla ulatwienia analizy stabilnoSci, nieliniowe réwnanie rézniczkowe ukladu (1.4)
zastapimy réwnaniem liniowym w postaci

(3.3) X4-2h%+wlx = 1),
gdzie w? — zlinearyzowany wspdlezynnik, wyznaczony z réwnosci prac wykonanych przez
sity sprezystoéci w ukladzie liniowym i nieliniowym, zgodnie ze wzorem

3 5

[ edx=a@y =38,

0
stad
w3 dla  |x|<a
G4 wi=1 , B 1—b2 R :
w} b [(ﬂ +a ) —a _b“*] dla  |x|>a

Rozwigzanie rownania Fokkera—Plancka dla uk}adu liniowego (3.3), w stanie ustalo-
nym ma postaé

. h
(3.5 pwm=aw4—7wwdﬁ}
. 1
gdzie
O‘%———ﬂSo, CIZ hwl.
70,

Mamy wiec

+61 +82
(3.6) rlx,v) = 2] = f f p(x, vydxdv.

—$1 —f2
Po podstawieniu (3.5) do (3.6) i odpowiedniej transformacji otrzymujemy

+é  kno

| 1 i
G.7) 2[(x, 9) = Q] :2—-7;_! _J exp[ ¢ +’7 ]dfdn,
gdzie '

(3.8) £y = ﬁwm% %Z%WE

Dla danych ¢, f,, f, 1 07 nalezy dobraé parametry uktadu 4 i w? tak, aby byla spetniona
nierdwno$¢ (3.2). Jezeli we wzorze (3.7) oznaczymy

1 +éo . 52
D, = ]/—Zn_éf exp(—T)dé,
+no

1 2
?, = ﬁ f CXP('%)“’%

/1]

4%
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wowczas warunek stabilnosci (3.2) przyjmie postaé:
D, P, = 1—¢.
Przyktad. Przyjmijmy ¢ = 0,02. Wartosci @, i P, obieramy tak, aby spetniona byla
nieréwnosé :
(3.9) &, @, > 0,98.

Na dwie wielkoéci niezalezne zostat nalozony jeden warunek, wobec tego obieramy
jedna z nich dowolnie, wzglednie narzucamy dodatkowy warunek optymizujacy ukiad.
Przyjmijmy wiec

D, = 0,9836,
wowczas

@, = 0,9973.
Dla tych wartoéci @, i D, z tablicy otrzymujemy

50 > 3,00 Mo = 2,40
Zwiazki (3.7) i (3.8) daja,
(3.10) %—wl V2h = 3,00,
1
(3.11) ’32 ]/211 > 2,40.

Z poréwnania (3.4), (3.10) i (3.11) po przeksztalceniach otrzymujemy warunki stabil-
nodci technicznej uktadu

(3.12) | B> 0,045 ﬂz,
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Peswome

AHAJIIM3 OHOI'O KJIACCA HEIWHENHOM CHCTEMDI
CO CIYUAWHLIM BO3MVYINEHUEM

B paGoTe nccienosana peaxiUsl HEJMHEHHOMN cHCTeMbI C KYCOUHO JIMHEHHON XapaKTEPHCTHKOH IpH
crydaifiiom BosmylleHHK THIA «Bemmit mym». C nomoiuso ypannenns doxxepa—Ilnanxa onpenerena
IJIOTHOCTh PACIPENENIEHHST BEPOSITHOCTH YCTAHOBHBIUETOCsS IIPOLECCA; ONpefesiens BApHaHIMA Iepe-
MELLEAMST H CKOPOCTH H CPEJHAS YacToTa KOJIEGAaHWil CHCTEMDI,

Vccnenosasa YCTOHUMBOCTE CHCTEMBI B TexHuueckom cMblcne [5] v aisi TpebGyemol HaleKHOCTH
CHCTEMBI ONpPEAENIEHO MHOYKECTBO ef mapameTpoB. OIpeseNieHHass Ha 9TOM MHOYKECTBE CHCTEMA TEXHH-
YeCKH YCTOHuMBa.

Summary

ANALYSIS OF ONE CLASS NONLINEAR SYSTEM TO STOCHASTIC
EXCITATION

In the paper the response of the nonlinear system with the piecewise linear spring characteristic to
stochastic excitation «white noise» is given. The probable density of the stationary process is determined
by the Fokker—Planck partial differential equation. The variance of the displacement and the velocity
as well as the mean frequency of the vibration of the system have been found.

The technical stability of the system [5] is analysed. The set of the parameters of the system for its
given reliability have been found. The system determined for this set is technical stability.
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