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Modele ciagle gestych i regularnych siatek sprezystych o doskonale sztywnych wezfach
zostaly okre$lone dla réznych rodzajéow siatek, [1,2,3]. Dotychczasowe opracowania,
ktdrych przeglad zawiera ksiazka [3], nie obejmuja jednak waznej w zastosowaniach tech-
nicznych siatki heksagonalnej. Schemat takiej siatki przedstawia rys. 1.

Celem tej pracy jest wyprowadzenie podstawowych réwnan modelu ciaglego takiej
siatki. Modele ciagte réznych gestych i regularnych siatek, utworzonych ze sprezystych
pretéw sztywno polaczonych w wezlach, sa opisywane réwnaniami anizotropowego
ofrodka Cosseratéw z pewna wewnetrzna «widknista» struktura [1]. Modele ciagle po-
szczegdlnych siatek rdznia si¢ miedzy soba tylko budowa tensordw sztywnosci sprezyste;,
wystepujacych w zwiazkach konstytutywnych. Tym samym rozwazania tej pracy dotycza
w pierwszym rzedzie budowy potencjalu sprezystego rozpatrywanych siatek, z ktdrego
wyprowadzamy zwiazki konstytutywne oraz, przy wykorzystaniu podejécia wariacyjnego,
takZze rownania rownowagi. Przyjmujemy, Ze wszystkie prety sa pryzmatyczne, a kazde
trzy prety schodzace sie w jednym weZle maja wspélna plaszczyzne symetrii spreZyste;.
Zakladamy ponadto, Ze odksztalcenia sa mate. Oba powyZsze zaloZenia prowadza do roz-
dzielenia zwigzkéw miedzy stanem napigcia a odksztalcenia na niezalezne réwnania stanu
«tarczowego» i «plytowego». W zwiazku z tym, w pierwszym punkcie pracy rozpatrujemy
tarcze siatkowe, a w drugim — plyty siatkowe przyjmujac, Ze siatka jest ksztaltowana na
plaszczyznie. Siatki heksagonalne ksztattowane na dowolnej powierzchni omawiamy
w trzecim punkcie pracy. Zakladamy jednoczeénie, ze sa spelnione wszystkie zaloZenia
dotyczace stosowalnoéci modelu ciaglego siatki [3].

1. Tarcze siatkowe
Kazda siatke heksagonalng mozemy traktowaé jako ztoZona z wycinkow w ksztalcie li-
tery Y (rys. 1), potaczonych ze soba w punktach, ktére nazwijmy weztami ograniczajacymi
(przekroje przy tych wezlach oznaczono na rys. 1 przez Sy, A = I, II, III). Oprécz wez-
16w ograniczajacych, siatka zawiera takze po jednym wezle w obrgbie kazdego wycinka
(wezet Sy na rys. 1); wezly te nazwijmy weztami posrednimi. Celem okreslenia, ktdre wezly
sg ograniczajace, a ktére posrednie — wystarczy wyrdznié jeden «typowy» wycinek siatki,
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co jest réwnoznaczne z podzialem calej siatki na rozlaczne wycinki, powiazane weztami
ograniczajacymi. Istnieja dwa sposoby podzialu rozwazanej siatki na wycinki (wezly
ograniczajace przy jednym podziale staja si¢ weztami po§rednimi przy drugim i odwrotnie);
w dalszym ciggu przyjmujemy jako dany jeden z nich. Plaszczyzne 7, na ktdrej jest ksztalto-
wana siatka, parametryzujemy prostokatnym ukladem wspéirzednych kartezjanskich
xK D, Rozpatrujac najpierw tarcze siatkowe, ptaszczyzne = traktujemy jako plaszczyzne

Rys. 1

obciaZzenia. Poniewaz jest to z zalozenia plaszczyzna symetrii sprezystej tarczy, przeto
w ramach teorii [ rzedu mozemy przyjac, ze wszystkie wezly siatki doznaja przesunigé
i obrotéw w plaszczyznie n [3]. Traktujac ukiad jako regularny [3], wprowadzimy réznicz-
kowalne funkcje uy = ug(x!, x?), v = v(x!, x2), ktdre:

1) w punktach plaszczyzny = odpowiadajacym weztom ograniczajagcym przyjmuja
wartoéci kolejno réwne przesunigciom tych weztéw (w kierunku osi x¥) oraz ich katom
obrotu,

2) w kazdym szesciokacie odpowiadajacym jednemu «oczku» siatki moZemy z wystar-
czajacym przyblizeniem traktowaé jako liniowe.

Wprowadzimy nastepnie rézniczkowalne funkcje iy = ix(x!, x2), 2 = ;)(xl, x?),
ktére w analogiczny sposéb opisuja skltadowe wektora przesunigcia oraz obrét posrednich
weztow siatki. Funkcje i i ? wyrazimy przez funkcje ux 1 © oraz ich pochodne. W tym
celu rozpatrzymy typowy wycinek siatki (rys. 1). Skladowe wektora przesuniecia i obroty
ug(S4), v(S,) przekrojow S, przy wezlach ograniczajacych wycinek mozemy przyjaé
jako réwne?

(1) ux (S4) = ux+t&nlayv,n,

v(S4) = v+1inlayv,L,

przy czym t{ sa sktadowymi wektoréw jednostkowych t 4 oraz I 4 sa odlegtodciami wezta
ograniczajacego od wezla posredniego (rys. 2). Wartosci funkcji ug, v i ich pochodnych
we wzorze (1.1) i dalej nalezy przyjmowa¢ w punkcie Sy. Oznaczmy przez Ni4y, Q) IE( Ay
kolejno sitg podluina, sile poprzeczng oraz moment zginajacy, dzialajace w przekroju

1 Wskazniki K, L, M przebiegaja ciag 1, 2 — obowiazuje dla tych wskaZznikéw konwencja sumacyjna.
) Wskaznik A przebiega cigg I, 1L i III, pochodna czastkowa oznaczamy przecinkiem.
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przy wezle poSrednim S, na ten wezel. Oznaczmy nastepnie przez Eiqy A4y 1 E 4y J 1) kolejno
sztywno$¢ podhuZng i sztywnos¢ zginania preta So—S,. Z uwagi na regularno$é ukiadu
wszystkie te wielkosci traktujemy jako rézniczkowalne funkcje argumentéw x1, x2 [3].

Sy
{(A)
Stm

A=1,IIII

Rys. 2

Zaktadajac jednorodnoé¢ i liniowa sprezysto$é kazdego preta S,—S, mamy (poréwnaj
rys. 2)

E A
Neay = =Pt g (Sw) — o,
“)
_ 2Enw|oSwy+? x g (5.4) — U

Qu=——7 sty |

() @
Y 2E 1 Ug(Sy)—u ~ .
Ky = -%W[ () +20 315, LIA)—"] 1Ky = ek,

“ “

co po uwzglednieniu (1.1) prowadzi do
E A
Neay = EyAntintin ik — ---%(’A)(’” 18y Aug,
12E4J, GE 4 J,
Q= —/(szf(A)f(A)m——(l?))mf&) —
]2E J, 6E J
_(1.2) 1(4) (Ayy (A)A (IA) (A)A
() “@
2 . 6E 4,J, 6E 1/,
K = “ZE(A)J(A)t(I‘A)"K"‘"'—(“l/:))(A) il yic—- }/21) 5y Au—
_ Y 4
leay ’

gdzie oznaczono

YLk = Ug,.+ExL,

1.3
( ) HKE’U'K
oraz
Aug = tig—u ,
(1.4) Ko

*
Av =0—vp.
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‘Warunki réwnowagi wezla poéredniego S, maja postaé

Z (t(MA)N(A)'f‘;(MA) Q) +bY =0,
1.5) 4 .
Z Ky +he =0,
A

w ktérej b, h, sa zewngtrznymi sifami przylozonymi do tego wezla. Podstawiajac do
(1.5) prawe strony wyrazen (1.2), otrzymamy ukiad trzech réwnan dla trzech réznic (1.4)

12E T4y %0 o E A Y (6E 4y
[ty g g e 3 () -
(@ ) ~
I(
26E<A>J<A>r 4 K+24EM>J“‘>A — D) 2Bty
A

I(A)
6E J p ~
+ E —~(IA) (A)tf(A)f(LA))’LK-{-h*-
~ 4

Wprowadzimy symetryczna macierz 3X 3, podzielona na cztery bloki

12E )4 6E(A)J(A)
= Z t(A)(E(A)A(A)t(A>t<A)+—-( 15180 | Vi~ 1ty 2 +0Y,
A

Dy, Dy, i D,
Dgyr, D :
[DKL DK] =|[Dz2y D2z | Da
o D, D, :D
oraz zdefiniowana zwigzkiem
(1.7)
—3%K L —14K 4L % —2%k |~
Z (2E T lcd tin finy T Eun A It 1) Z 6E 0y J Iy tay
[DKL; DK:l_‘ A A
Dg; D |

~ —2% R —
2 SEaJalihity s D) 4Bl
4 4
Rozwigzanie uktadu réwnan (1.6) napiszemy teraz w postaci

3 ~
185 By A ay 1oty 180 A 12E gy Ty 12 10 1Y)
(DAY (A) H(A) H(4 Ay () A) E(A) b4
[AuK] [-DKL;-DK} ,; @ ) Ty it 1 1y
1 = . - YMN—
e Dei D Z 6EayToa Iy 1 1y
A
(1.8)
2, 6E ) Iy 1Tyt 1y
p

bL
M + [ ] 3
Z 2Eay Ty tthy o
A

wyrazajac tym samym Auy i Ao przez skladowe stanu odksztalcenia (1.3) oraz przez
obciaZenie weztéw posrednich.
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Oznaczmy przez P4, f’( ) M (1 kolejno sitg podtuzna, sit¢ poprzeczna, moment zginajacy
dziatajace w plaszczyzinie n(v) w przekroju potowiacym pret S,—S, oraz zorlentowanym
dodatnlm zwrotem wektora t,. Mamy oczywiScie P,y = N, P( 4 = Q) oraz M( ay =
= K(A) —0,5 @yl co zgodnie z (1.2) prowadzi do™

A
A4
Pgy = E(A)A(A)’f(Aﬂ(LA)m———ill—(—) 18 Aug,
D 12E(A)J(A) 6E(A)J(A) 12E(A)J(A) NK
‘P(A) —l—_ t(A)t(A)yLK t(A)” 1—3— t(A)AllK—-
(1.9) “ “@ . A
‘ 6E 1/,
___ilzi) (A1) A'I),
(4)

Ewla 4,
()

\'
— K
Mgy = EayJ(ayt (ay #x —

Podstawiajac do (1.9) wyrazenia dla Aug i Av dane zwiazkami (1.8) oraz oznaczajac

m
E A
REE = EayAwy ity — % ’(SA)[DSN 2 ’&)(E(A)A(A)‘(%’&)‘F
. 4=I
1
12E 4 J 6E 1 J,
i l((A)'(A)t(A)t(A))+DSZ @) (A)tL ,(A)]
‘ III III
E A Y 6E 47,
Ry = 2ty )(DSLZ }A) @ ’(A)‘(A)+DS sz(A)J(A) (A))
) d=1 4) A'-I
EnA4
PYy = — ‘f;)A)“)z < (Dxrbk+ Dxhy),
(
 (110) 2E 4] 12E 0 J N
} 1 .
Rf(AL)E*—‘—I(zA) Dl tln— ——l(sA) “1 [Dsu 2’(’(41)(15(41)‘4(4)’&)’&)‘{"
) i “~
X
12E T 0 g =y = 6E 4J, ,
n I(A) @ 7 7 (A)) +D52 (l/:) (O t(’z)]—
@ A

I

6E 4J \! 12E .,/ ~
- %Q[D Z tay (E(A>A(A)‘(A)fu)+ —M’&)’(LA)) +
4=I

I

216E Jea~
(DD TL 4K
_[_l) . _l __t(A)t(A) y
A4=1 (4)

3 Gdy duK = 01 dv = 0, to wyrazenie dla 15(,1) nie sprowadza si¢ jednak do podanego w [3] [wzér
(9.20)}, gdyz w niniejszej pracy wartofci skladowych stanu przemieszczenia i odksztalcenia nalezy obliczaé
dla wspélrzednych punktu skrajnego preta (Sp), a nie w jego polowie, jak w [3}.

6 Mechanika teoretyczna
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X

6E 1 J, 12E 4y J, VOE \J 4y ~
A l(;) 7 [DSLZ e gy 1k
“ -
S m p 11 GE. T
E1yJ, ~
+D522Efd)f(d)t('§l)] ——%IM[DLZ#QIZ)’&VF
= ) ~ Ly
I
% K
+DZ 2E(A)J(A)t(d>],
4=X
~ 12E4J, 6E 4,/
Ply= — I(A) D 7Ky (DxubE+ Dy hy) — (A) (A)(D b+ Dhy),
A
(1.10) “
11X 6 X
E 1y J, Y 6E 4y,
Sk = E(A)J(A)tmwLM (DLZ — t(A)t(A>+DZ 2E<A>J<A>t('§l))’
hay a=1 4 a=1
jute
p E nJ
Sth = — (ZL)(A) [DNZt( )(E(A)A(A)t(lit)t('“d)7L
A4=X
T
4 IZE;(;)J(A)t(A t(A)) +DZ 6E(A)J(zl)tL)t(A)]
Ei4J
M= = =77 (Dibi+Dh),
(4)
otrzymamy

Py = Rf‘/f')'}’KL—f—Rf(A)%x +P¥y,
(111) ﬁ(A) _—‘Rl{(,f’)'}}KL—f—_RT(KA)%K—f—ﬁ(";I),
My = S(KA) xx+SERYrL+ MYy

Oznaczmy przez ¢’ potencjal sprezysty tarczy siatkowej. Przyjmujac, Ze tarcza siatkowa
jest obciazona tylko w wezlach, dla potencjatu spreZystego otrzymamy wyrazenie

' 1 (M(A)—XP(A)) P(ZA)‘
(1.12) o =~ ( dxt f
F ; SEX TN 2E(A)J(A) 0314 2E(A)A(A)

Z'(M(A)I(A) By + Penliay )’
~F 2E(A)J(A> 28EayJ ey 2B, )
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w ktérym F jest polem szeéciokata stanowiacego «oczko» siatki oraz w ktérym za P,
P(A), M( 4y, nalezy przyjaé wyrazenia (1.11). Po rozpisaniu prawej strony (1.12) zgodnie
z (1.11) oraz po wprowadzeniu nastgpujacych tensordw sztywnosci spreZystej

ang
3

lay lay
AKLMN — + Z (E(A)J(A) S(KAL)S(A) +12E(A J( (A) (A) N+ = EonAe R(a) B

ox

1 ] H 3 l
1.13) CX¥= ( @ bk gmo Ny pxopmo ko px opw )
( ) F E(A)J(A)! (4) 2 (4) 12E(A)J(A) 4) (A)+ E( )A(A) (A) ()

1 / e ]
' BKLM — 2 ( (4) SKLS + _(Al— gy RXE RM )
Byl @@ TR T R (4)+ Eoy Ay @ F@

oraz poniiszych wielkosei charakteryzujacych obcigZzenia wezldw posrednich

R ] 13 . . ]
K = ) M L)'R P* IO iy RKL p* )
Dx F 24 (E(A)J(A) (A) o+ 12E(A)J(A) (4) EnAw (A £ (d)

I By Iy
o, { 24 KD (pry2y ) (pk g2
*=TF 2 [ZE(A)J(A) MY+ 54 gy Ty L 3R, 4y F)

otrzymamy dla potencjalu sprezystego wyrazenie
, 1 , 1 ,
(1.15) o' = 5 ANy e yaen -+ BEEMy vy + 3 C¥lyy ey +pEtygp+ming +oy.

Jezeli wezty poérednie nie sa obciaZone, wtedy
‘ PKE—0, mE=0, of=0.
Gdy skladowe stanu napiecia pXX, mX okre$limy zwiazkami

a0’ o 00
5 m = s
3yKL é)x,(

(1.16) PRl =

czyli
KL :AKLMN)/MN_{—IBKLM%M_{—pI:‘L,
A
(1.17) MK = CKLy, 1 'BMNKy K
to warunki réwnowagi przyjma postaé (por. [3], czeé€ I)
PKL,K+bL = 0’
m® g+ exp™ +h =0,

w ktdrej bL oraz h sa funkcjami charakteryzujacymi obciaZenie wezléw ograniczajacych.

(1.18)

6*
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Okre§limy téraz zwiazki zachodzace migdzy wprowadzonymi sktadowymi stanu na-
piecia p¥E, m¥ a wielkoSciami P4y, Pay, M 4y. Zgodnie z definicjami (1.16), oraz zwiazkiem
(1.12), po oznaczeniu

- F
1.19 ly=-—,
(1.19) (4) Iy
mamy
X 1 RKL ]2 RKL SIKL
KL _. - MDD p + () Py (4) M(A))’
? ZII(A) (12E<A>J<A> DT Eamdw P Ewdw
(1.20)

I

Sty RE L) R
- — Mgyt =D o T p
2 Iy ( KaJiay 2EmJuy, @7 Emda P

Nalezy zauwazyé, ze dla rozpatrywanych tu siatek skladowe p*l zalezg takze od M(A),
a skladowe m* —od P4, oraz f’(d). Jezeli obcigZenia b% i h* przytozone do weztéw posred-
nich sa takie, ze dug =0 i dv = 0, wtedy z (1.20), (1.9) i (1.11) wynika, ze

pKL 72 KL
ElolgRe o 1En N s o,
— , - X
12 E T ay EyA s EJ
Sty _ 1%, RESIy ¢ 5, Rty _
- A)» )
EnyJw T REsIm 2 EyAw

co sprowadza wzory (1.20) do postaci podobnej jak w [3] [por. wzory (9.21) w cyto-
wanej ksiaZce oraz ostatni odsylacz).

xZ)

<y

Rys. 3

Roéwnania réwnowagi (1.18), zwiazki geomstryczne (1.9) oraz zwiazki migdzy sktado-
wymi stanu napigeia i odksztalcenia (1.17) tworza podstawowy ukiad réwnan heksago-
nalnych tarcz siatkowych. Skladowe tensoréw sztywnosci spreZystej wyznaczamy na
podstawie wzoréw (1.13), (1.10) i (1.7). Uklad réwnan dla rozpatrywanych siatek rézni
si¢ formalnie od uktadéw réwnan wyprowadzonych oraz omdwionych w [3), tylko budowg
zwigzkéw (1.17). Natomiast warunki brzegowe dla siatek heksagonalnych przyjmujemy
w takiej samej postaci, jak dla siatek rozwaianych w [3], w zwiazku z czym nie bedziemy
ich tu omawiaé. ’ '
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Zalézmy teraz, Ze «oczka» siatki sg szeSciokatami foremnymi, oraz Ze sztywnosci
wszystkich pretdw sg takie same. Wtedy

lwy=1 — EmnAu=EA, Ea=E], F=15/3".

Oznaczajac @"'(«) = cosa(3sina—cos?a), P’ («) = sina(3cosa—sin2a), P(e) =
= [D'()]*+[D"(0)]?, X = /*4J7!, po przeprowadzeniu rachunku zgodnie z wzorami
(1.12), (1.10) i (1.7) otrzymamy

11 g2222 V3 BT N (12=2)
1122 _ go2n V3 ET[, (12—1)?
AT = AT =T [2“1“ 241 @)

1212 _ goimn V3 EJ[ (12—
A =A = 3+ .12“,@(),

212 _ ml_ﬁﬂ[ ,_(12=2y
(1.21) AT = AT = P g PO

AKLLL ALKLL ALLKL — ALLLK _ 0 L # K;
4Y3EI(X +3)

11 _ 22 12 . 21
CHl=C?2= sty 0 CU=eH=0
2V/3EIX
/pill . /pl22 . __'p212 _ _ /p221 ’
B B B B 12(12+2,)(D(a)
- 2y3EIN
'g222 . __'pgli2 __ __'p12l _ g2t . "
B B B P21 7Y (o)

Pokazany na rys. 3 kat « mozna przyja¢ jako réwny zero. Powyzsze zaleznofci sa
prawdziwe tylko w prostokatnym ukladzie wspétrzednych kartezjanskich.

2. Plyty siatkowe

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami, w plytach siatkowych stan przemieszczenia weztéw
ograniczajgcych opisywaé bedziemy rdézniczkowalnymi funkcjami u = u(x!,x?), vg =
= og(x', x2), ktére: 1) w punktach plaszczyzny = odpowiadajacym weztom ogranicza-
jacym sa kolejno réwne przesunigciom tych weziéw (w kierunku normalnym do #) oraz
skladowym wektora malego obrotu (w plaszczyznach normalnych do n); 2) w kazdym
szeSciokacie odpowiadajacemu jednemu «oczku» siatki moZemy traktowaé jako liniowe.

Dla dowolnego typowego wycinka siatki (rys. 3) mamy teraz

u(Sy) = u+tlplaykr,
vk (Sa) = vk +tinlayVx,L

2.1)
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gdzie wartoéci funkcji u, vk oraz ich pochodnych nalezy przyjmowaé w punkcie So. Prze-
sun1@c1a 1 sktadowe wektora malego obrotu poéredmego qula So tego wycinka oznaczymy
przez , vK (rys. 1). Oznaczymy nastepnie przez K 4, K( Ay Q( 1) kolejno moment skrecajacy,
momnent zginajacy i sile poprzeczna w przekroju przy wezle posrednim Sy, dglalajqce na
ten wezet w przekroju przyweztowym S,. Oznaczajac dalej przez C,y, EayJ(4) kolejno
sztywno$¢ skrecania i zginania preta So—S,, przy analogicznych zalozeniach, jak w po-
przednim punkcie pracy, otrzymamy

K vk (S4)— 7)1(
Ky = Cntin T

- 2E4yJ, S)—1
Koy = ———(l/:) 4 [fK )(’UK(SA)+2‘UK) +3 _—_u( I(Aj) ],

A4 _12E(A)j(,1) 't“K T)K(SA)+';); u(SA)—‘L‘lI
w="p o T |
1) (4

Oznaczmy

(2.2) A?}KE;)K““T)K, Au l,:"—u,

oraz wprowadzmy skladowe stanu odksztalcenia plyty sié.tkowej [3]

*k1, = VL,K>

2.3
( ) YK = u_K-I"EKL'Z)L.

Zgodnie z (2.1) otrzymamy wtedy

Cia
Ky = Coaytlny ayerc— 2 thy Avg,
‘1)

) . o~ 6E T 6EmJiny ,  AEumd ¢
) Ien )
v 12E 0 J, 6E 1 J, 12E 4 J, 6E 1 J.
Quy= 1((;:) Dyt ———(l/:))w) o téyox— h“’l(?/:)) 2 Au -I——‘——(A) @ 1Ky dog.

Oznaczajac przez b,, h) obcigzenie wezla posredniego S, sila (normalna do plasz-
czyzny ) oraz momentem (ktérego wektor jest styczny do =), warunki réwnowagi tego
wezta napiszemy w postaci

D, (Ko + T4, R )+ = 0,
A=Y

2.9 it
ZQ(A)‘I"b* = 0.
A=1
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Podstawiajac do (2.5) prawe strony wyrazen (2.4), otrzymamy ukiad trzech réwnan dla
trzech wielkoéci Avg, Au

o1 X
j6E‘AJ'A CA 4EAJA ~
_ Yl gy +Z ( )t(A)t(A 1 ))( ) 7 7% | Aog =

12
A=t ) o

1t
6EA JA —1 .~ ~ ~
Bl il Gt

A=1 A=1
(2‘6) ur ur
_ 6E(IA)J(A) dog S 12EI(A)J(A)A 1211;(2/1)](11) K ye
A=t ) A=t (4 A1

6E pJ
+ Z SONCN? t(A) t(A) %rg+Dy.
A=t

Wprowadzimy symetryczna macierz 3X 3, utworzong z blokéw o wyrazach

Hy, H12 Hl
[ZKL, HK] _ HlezzHZ
K H H_l HZ H

oraz zdefiniowana wzorem

@7
~ ~ ~ [ 9 Lol —_
Z (Cnlthy tliytEn FAEn I nlth tihtln); — Z 6EayJ y T 1hy
HKL, HK] . A A4
[HK, H |

- Z 6E Ty I 18 ; Z 2B T lch
A A
Rozwiazanie uktadu réwnan (2.6) moZemy wtedy napisaé w postaci

T 1-15L M
2 6E 4y J ) Ichy tny 1)
A

T Aok [Hyyr, Hy
28) du | T |H, H T og-24M M
e - Z 12E 4y J 4y Iy 1y
A
I~ I~ ~
D QEuydin i iy~ Conytin ) A
- : - - "ymn -+ [b*]
- 2 6E 4y I aylchy iy 1y . *
| A

Oznaczmy teraz przez M), M( Ay };( 4 kolejno moment skrecajacy, moment zginajacy
i site poprzeczna (dziatajace w plaszczyznach normalnych do 7) w przekroju potowiacym
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pret SOSA oraz zorlentowanym dodatmm zwrotem wektora t 4. Mamy tutaj M4y = K4y,
M(A) = K(A)-+—0 51(A)Q(A)9 P(A) Q(A) co Zgodnle Z (2 4) prowadZI do®

Cia
M4y, = Coatlay !y 2ok — ’f(A— 1t Avs
)

y TS Eun Ty
M ay = EyJ ottt %ok — — “ 1K dog,
()
@9) 12E 7, 6E 0 J
e “(A4) Y (A 1) (4
Py = %(-‘) Ykt (/ N
() Ly

(/1) ( )

12E J; 6F, J
(A) A gy 4 (A) “) 7 1Ky Aoy .
Podstawiajac do (2.9) wyrazenia dla du i dog okreSlone zwigzkami (2.8) oraz oznaczajac

11T
K T 9N L
Sth = Coaytiaytlay —T ’(A)[HSN 2 1y QEyJ syt iay iy —

4=1
: ux 6 R
\’ EA JA
—C(A)f&)f@))*HSZ — e )f(A)f(A)J
=
T
Coa 6E, T N12E T,
S(A)——[(‘) ey (HSLZ VD 18— HSZ =2,
() Iy ~ i
Cuy
oy = ,(( 1y (Hiohi - Hyby),

I
A)JA . \ - o~ o~
(2.10) S(A) -—E(A)J(A) ) (A)‘JT' ¢ (A)( ) ‘S [HSN } (zj)(ZE(A)J(A)t?LI)t(L/J)_

A=1
I
N 6E .\ J
N 4L (4)(d4)
_C(A)t(d)t(d))—HSZ T t(A)t(d)]
e (4)
~ I m .
= EnJ - 16E 4,J, \ 12E 4J
K __ (4 A (4 a4 4 4
S(A) = % L t?A)(HSL Z ——I‘L(—) f(A) (4)-HSZ ————-—1(2) ( )t(KA) ,
) ' A4=1 &) A=I 4)
~ EA jA ~ .
n=— ’_(1)# t&y (Hgohi +Hyby),

()
1

Jé{(/l) EE_‘E‘(A)—J(A) tg(/l) ._I_ liE«(gm(HL Z 6E(ZI)J(A) t(A)t
A lta &y

(A)——

) Gdy 4u = Oi Avg = 0, towyrazenia dla M) i ]\7[(,1) sprowadzajg si¢ do podanych w [3], natomiast
w wyrazeniu dla P4y pozostaje skladnik zalezny od »7,g. Pow6d wyst¢gpowania takiego skiadnika wyjasniono
w poprzednim odsyfaczu.
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x

t X
1( 2 s
a=1

m .
12E 7 6E 1
e (A)’g(zi)) —(1;')‘_(A)f( (HSL
a=1 @
1
~Hs2 12El(d)j(d‘) f(A))
a=1 “)
i

s 6By T - 12E,J . oy
L (A4 (A) () X N L
Rty = — iy tin + HNZ tay @ Ey Iy tias Ty —

Ly I —
(2.10) I 657
. 3
~Ciaptin lin)—H (ZA) (A)t(A)t(A)]
=
111
6E J
(1/(1/)1) 2 t(A) [}ISN y (ZE(A)‘I(A) (A)t(d)_'c( 1) (J)t(A))t(A)
A=1
1Y 6
EnJ
_ H Z M,mtm]
leay
12E 0] b
P(A) = -# (Hphk4Hb) + J:‘(*A) t(A)(HKLhI +Hgb,),
“) Iy
otrzymamy

M4y = S x4+ SEyve+ My,
@.11) May = S8 sexr+ S+ M.

Py = Ry yx+ R nee+Play-
Korzystajac ze wzoréw (2.11) moZemy wyznaczy¢ potencjat sprezysty o plyty siatkowe;.
Przyjmujac, ze obcigZenia zewngtrzne plyty sa zaczepione tylko w wezlach, otrzymamy

1 05l 05l
S 2 3 2
(2.12) o == % } ( %)M_ dx+ J 2£C(A—) dx) =
=1 031, 2EayJ () ~031yy D

ur
2( P(A)I(A) M(ZA)IN(A) 1 M(ZA)I(M)
TP \E T ZE(A)J w 2w
przy czym za 1;(/1), M(A,i M 4y nalezy tu podstawi¢ wyrazenia (2.11). Po wprowadzeniu
nastgpujacych tensoréw sztywnosci sprQZystej

CKLMN Z( (o R ey n SKESHN 14y +i<KAL>Sgll;’1(A)),
F 12E ayJ 4 EnyJay Ceay

o

=

213 PPN REGRIN sy | SEyStnliy | SEyStayl
2.13) = Y| Tt | Sutdie 4 Sas :
A= 12E(A)J(A) E(A)J(A) (A)

1T “ “ -~ ~
KL pM 13 KL oM KL oM
ngkim — L (R(A_)Rm)lml n S Sty by n S(A)S(A)Z(A_))

F &d \ 12E 4] 4y EnyJia )

g -

Il
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oraz wielko$ci charakteryzujacych obciazenie weztédw poérednich

pih =L 2( R(A)’(A) B + St e _l_Sf(AI“)l(A)M&)),
F 12E 4T EJay Cuy

* A

RE By SKolgy -~ SK. |
(2.14) p Z ( (A (A P(*A) 1 (D) M(*A)+ (4 (A)M(*A))’
F Cea

12E 1y J 1y E g7y

IIX .
Ko opxyey la (A)

oy = = (P + ——F— (M) + 2= (M) |,
* r 2[24E(A)J(A) E(A)J(A) A)

dla potencjalu sprezystego plyty siatkowsj otrzymamy wyrazenie

(2.15) ¢ = CMMN oy span +" B M segpy s +A gy A miE uxs +pE vty
Jezeli wprowadzimy skladowe stanu napigcia zdefiniowane zwigzkami

oa” oc”
Ri K _
(2.16) mt= =5

to musza one spetniaé nastepujace warunki réwnowagi (por. [3], czeé¢ I), w- ktérych A
i b s3 funkcjami charakteryzujacymi obciaZzenia wezldw ograniczajacych

ML ek pK LR = 0,
px,K +b = O.
Zgodnie z (2.15) mamy jednocze$nie

Q.17

KL _ _ KLMN " pKL KL
mEl = CKEMN 3, 4" BEEM o+ mi

@18) P = ARy "By DK

Roéwnania réwnowagi (2.17), zwiazki (2.18) miedzy skladowymi stanu napigcia i odksztal-
cenia oraz zwiazki geometryczne (2.3) tworza podstawowy uklad réwnan teorii heksago-
nalnych plyt siatkowych (rozpatrywanych oczywiscie przy stosowaniu cigglego modelu
- tych plyt). Powyzszy uklad réwnafi rézni si¢ od ukladu réwnan plyt siatkowych omawia-
nych w [3] tylko innq budowq tensordw sztywnoséci CXEMN | 4XL graz wystegpowaniem wiel-
koéci "BXEM, mXL pK Warunki brzegowe maja natomiast taka sama postaé jak w [3],
w zwigzku z czym nie bedziemy ich tutaj omawiaé.

Dla plyt siatkowych, oméwionych w [3], miedzy sktadowymi stanu napigcia, a wielko$-
ciami M4, ANI(A), ﬁ(A), zachodza zwigzki

i ~ ~ ~
KL K L —
= Z (8 ton M ay +18ay 1oy M) 1Thy »
A

¥ e F

K= Y Pl Tay= =7

4 (4)
Okreélimy teraz odpqwicdniki tych zwigzkéw dla plyt siatkowych heksagonalnych. Wy-
nikaja one z definicji (2.16) oraz wyraZenia (2.12) dla potencjatu sprezystego. Przeprowa-
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dzajac rpzniczkowanie potencjahu (2.12) podiug gy, i yx oraz korzystajac z (2.11), otrzy-
mamy

§ ( & 4 n SEh Mop+ RER 12 @ B )l
= M4 S Myt ———=— Pl
i Cuay Eay i 2By 1
(2.19) - x y o
~y v S S ~ o
AU @) “@ _y
- Byt 2 My + 50 pp )l ,
s .(.ZE(A)J(A) Coay ™ Eydiay O

przy czym wykorzystano tu oznaczenie (1.19). Sa to zwigzki ledZy sktadowymi stanu
napi¢cia, formalnie zdefiniowanymi przez (2.16), a momentami M4y, M( 4y Oraz sifami P( m
w przekrojach polowiacych prety siatki. Dla du = 0 i dog = 0, zwiazki (2.19) staja sie
podobne do adpowiednich zwiazkéw dla plyt siatkowych oméwionych w [3], ktére powyZej
przytoczyli§my.

Na zakoriczenie tego punktu rozpatrzymy jeszcze wazny w zastosowaniach przypadek
szczegllny, w ktorym «oczkay siatki sa foremnymi sze§ciokatami, a sztywnosei wszystkich
pretéw schodzacych si¢ w kazdym wezle sq takie same. Wtedy F = 1,5}/31%, a po wprowa-
dzeniu kata «, jak na rys. 3, oraz oznaczeniu

C= C(A), Efz E(A)j(A), = I(A), A=—=

(2.20) @'(0) = sina(3cos?o—sinZa),
Q" (a) = cosa(3sin’e —cos?x),
D) = [P @] +[P" (],
i po przeprowadzeniu rachunkéw zgodnie z wzorami (2.13), (2.10) i (2.7), otrzymamy

TET 2
Cllll — 02222 — ]/?5] [4_1_31_ (2—1_]') qs( )] b
w22 _ oo _ V3ET [ @2+4)?
C = =191 [ 4424 ) D@,

2+4)?
[6—1—2— i (D(oc)],

3EJ (2+4)? ]
1221 __ 2112 l/ .
@21) ci22 — ¢ o [2—1—/1—— T D(w) |;

CKLLL CLKLL CLLKL — CILLLK — 0, K ?é L

C1212 Czlzl — ]/3_EJ

. _ 2Y3ET d'(9)
_B.lll —_ /7t pl22 7212 "R221
= —/B?22 — _"pu2 _ _"p AL

., . 2Y/3EJ 9"(a)
B222 — _M'BU12 _ __rpla1 _ _ /pail _ A S
B B A%h

2V3EJ 712
AV = 422 — P [6—2(4_1_1)2], Al2 — 420 — ()
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Rozpatrywana siatka ma tréjkatna o§ symetrii, bowiem

m@+ﬁ?}=®@,<w@+3?}=ﬁwy n=0, 1, £2, .

Jezeli siatka jest jednorodna, wtedy najdogodniej przyja¢ ukiad wspétrzednych w ten sposéb,
aby « = 0.

3. Powloki siatkowe

Gdy promienie krzywizny powierzchni, na ktérej ksztattujemy siatke sa wielokrotnie
wicksze od dlugosci poszezegdlnych pretéw siatki, wtedy kazdy wycinek siatki (wyodrebnio-
ny przekrojami Sy, Sy, Sp; majacy ksztalt litery Y) (por. rys. 1) moZzemy w przyblizenju
traktowad tak, jak gdyby lezal on na plaszczyZnie stycznej do powierzchni w punkeie S,.
Jezeli plaszczyzng t¢ mozna ponadto uznaé za plaszezyzng symetrii sprezystej wycinka,
wtedy posta¢ zwiazkéw (1.17) oraz (2.18) nie ulega zmianie. Postgpujac podobnie, jak
w [3], otrzymamy uklad réwnan zloZony z réwnan geometrycznych (kreska oznacza po-
chodng kowariantna, bx,, i ex; sa skladowymikowariantnymi drugiego tensora metrycznego
powierzchni oraz dwuwektora Ricciego, w dowolnym uktadzie wspélrzgdnych na po-
wierzchni)

Vi, = U [k —brxu+exv,

L., I3

yx = U/ +bgup+ex 0",
gL = Uifx— by,

L
nx = vk +bgor,

(3.1)

réwnan réwnowagi
- PM—bkp b =0,
m®[x+ e, pXE b m* i 4-h = 0,
P*[x+bxLp*F+b =0,
mKL/K—bIIEmK—I‘eLKPK—]-hL — 0,
oraz zwigzkéw migdzy skiadowymi stanu napiecia i odksztalcenia
pKL — AKLAINVMN+/BKLM %M+p§L’
mE = CRbey By i
mKL —_ CKLMN %MN+"BKLMyM+m§L
PK = AKLy 1" BMNK g 1 oK.
" Tensory sztywnosci sprezystej wystepujace w (3.3) wyznaczamy na podstawie wzoréw
(1.13), (1.10), (1.7) oraz (2.13), (2.10), (2.7). Przy wyznaczaniu wielkosci p&%, m¥X, m&L i p&
korzystamy z (1.14) i (2.14). Zagadnienia brzegowe dla powlok siatkowych heksagonalnych,
a takze dla takich tarcz i plyt formulujemy podobnie jak dla powlok siatkowych omd-
wionych w [3], w zwigzku z czym nie bedziemy ich tu omawiaé. Zauwazmy takze, Ze dla
modelu cigglego siatek heksagonalnych mozna napisaé dwa réwnowazne uklady réwnan
w zaleZnodci od tego, ktére wezly przyjmiemy jako posrednie, a ktére jako ograniczajace
(wektory t ), f( 4y T0Znig si¢ wtedy znakiem). Zagadnienie to, a takze przyklady zastoso-
wania wyprowadzonych réwnan sa tematem oddzielnego opracowania. '

(3.2)

(3.3)
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Pesome

IUJIOTHLIE I'EKCAI'OHAJILHBIE VIIPYI'ME PEIIETKH

B paGoTe BLIBEAEHLI YPABHEHNS CITOUIHOM MOJENM PErYJISIPHBIX IUIOTHBIX TEKCATOHANBLHLIX YIIPY- -
rux pemetok (puc. 2). [pennonaraercs, UTo BCE Y3NbLI PEILETKH ARIAIOTCH HECTHMMU, & CTEPIKHU JIH-
HEMHO YNPYTHMHU M OAHOPONHBIMM, M UTO Kay<JbIX TPH CTEPIKHS CXOASILMXCA B OMHOM Y3JIE MOMKHO
PacCMaTPHBATh KaK 061aarolne o6IIeH MIOCKOCTEIO yNPYToi cummerpun. TaK KaKk CIUIOWHbIE MOACITH
Da3NHYHEIX YIPYTHX PEIIETOK C JKECTKUMI Y3rmamu (OMUChIBaeMbIE C NOMOLLLIO YPaBHEHHIT AHM30TPONHOM
cpempr Koccepa ¢ 0cofoii «BONOKHHCTOMY cTpyKrypoit [3]) oTnuuaioTess Apyr or Apyra JIMiie BHIOM
TEH30pOB YNPYroH MKECTKOCTH, B HACTOsIIEHl paGoTe o6CYyIKOAIOTCH TPEM[E BCErO COOTHOLIEHS CBSI-
3BIBAIOIHE KOMIOHEHTHI HAIIPSHKEHHOrO COCTORHMA M Aedopmanmu. ITpH OpPUHATLIX TPENJIOKEHUAX
3TH COOTHOINEHMSI PAsHENAIOTCH HAa HE3aBHCHMblE YDaBHEHHMA LA «XHCKOBOHY H «IYHTOROMH» 3aiay.
B nocnenneit wacTi paGoThl NpeACTABNIEHL] YPABHEHHS [J1s1 TeKCATOHANIBHBIX PEIETOK (HOPMHUPOBAHHBIX
Ha HEKOTOPOH MOBEpPXHOCTH. JINST NMIOCKHUX DPENIeTOK PACCMOTPEH TAKXKe BayKHbIA UacTHBIA cnywaii,
KOUAA BCE AUEHKM PEILETKH ABIAIOTCS NPaBHILHbIMA IMECTHIPAHHKKAMM, 4 YKECTKOCTH BCEX CTEPH(-
Hell OMHAKOBEI. :

Summary

DENSE ELASTIC LATTICES OF HEXAGONAL TYPE

The equations of the continuous model are derived in the paper for the case of regular dense lattices
of the hexagonal type (Fig. 1). It is assumed that all the nodes of the lattice are rigid, all the bars are linearly ,
elastic and homogeneous, and that each three bars joined together in the same node can be treated as ele-
ments possessing a comon plane of elastic symmetry. Since continuous models for various elastic Jattices
with rigid nodes (described by the equations of the anisotropic Cosserat medium with fibrous structure [3])
differ only in the form of elastic rigidity tensors, considerations presented in the paper contain, first of all,
the relations between the corresponding components of stress and strain. Under the introduced assump-
tions, the above relations can be separated into independent «disc» and «plate» problems. The last section
is devoted entirely to the equations for hexagonal lattices formed on a surface, For plane lattices, the im-
portant case of lattices built of regular hexagons with the same rigidities of the bars is discussed in detail.
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