MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 8 (1970)

OGRANICZENIA NA FUNKCJE ENERGII SPREZYSTEJ
WYNIKAJACE Z WARUNKU SILNEJ ELIPTYCZNOSCI

BERNARD Duszczykx (WARSZAWA)

1. Wstep

W liniowej teorii sprezystosci przyjmuje sig, ze funkcja materialowa (energia sprezysta)
jest dodatnio okreélong forma kwadratows; dla materialéw izotropowych odpowiada to
warunkom: u >0 i 3442 u > 0. Ograniczenie to zapewnia, ze klasyczne infinitezy-
maine teorie prowadza do fizycznie dopuszczalnych wynikéw w przypadku malych od-
ksztalcen.

W roku 1956 (por. [4] § 51) TrUESDELL sformutowat podobny problem w teorii nie-
liniowej: czy mozna ustali¢ taki zbiér warunkéw ograniczajacych, ktéry zapewni fizycznie
dopuszczalne rozwiazanie w kazdym dopuszczalnym stanie odksztalcenia i dla kazdego
materiatu? PoniewaZz teoria liniowa jest szczegdlnym przypadkiem mnieliniowej teorii
sprezystosci oczywiste jest, Ze te mieznane warunki winny implikowaé wspomniane wyzej
klasyczne ograniczenia. '

W migdzyczasie opublikowano wiele prac zajmujacych sig tym problemem? i zapro-
ponowano'szcreg warunkow stanowiacych czgéciowa odpowiedz na postawione pytania.
Jednym z nich jest warunek silnej eliptycznosci (S—E), wykorzystywany m.in. w teorii
propagacji fal, przy badaniu jednoznacznodci i stateczno$ci rozwiazan nieliniowej teorii
sprezystodei 1 in.

W pracy niniejszej zajmujemy si¢ warunkiem S-E, jego statycznymi implikacjami oraz
wynikajacymi zen oszacowaniami na funkcje energii sprezystej, a takze jego zwiazkiem
z jednoznaczno$cia rozwiazan przemieszczeniowego zagadnienia brzegowego zbudo-
wanego dla maly‘ch dodatkowych-deformacji nalozonych na wstepna skoniiczona deformacje.

2. Podstawowe réwnania teorii malych dodatkowych deformacji nalozonych na duie

Wprowadzmy trzy rézne konfiguracje ciala B w tréjwymiarowe] przestrzeni Euklidesa:
1) konfiguracja C odpowiadajaca stanowi naturalnemu ciata B,
2) konfiguracja C odpowiadajaca wstepnej skornczonej deformacji ciala B oraz

3) konfiguracja 5‘ odpowiadajaca dodatkowej nieskoriczenie malej deformacji ciala B.

1) Szczegdlowy przeglad wynikéw tych prac podano w [4], § 51



226 B. Duszczyk

Zakladaé ponadto bedziemy, ze rozwazane ciato B zbudowane jest z materiatu hiperspre-
zystego i ze proces deformacji ciala jest procesem izotermicznym. Oznacza to, Ze istnieje
funkcja energii sprezystej W (na jednostke objetosci w konfiguraciji C) zalezna od tensora
odksztalcenia y;; i punktu materialnego P.

Przy opisie stanu deformacji postugiwaé si¢ bedziemy konwekcyjnym uktadem wspot-
rzednych {9'}. Oznaczajacc przez g;; i gi; wspohrzedne tensora metrycznego odpowiednio
w konfiguracji Ci Coraz przez g; wektory bazy w C, mamy dla wstepnej deformacii

2.1 Vi = E(g,-j—g?,-,‘),
, e oW
(2.2 7= = ,
) 0° dyi
2.3) Vit¥toff = 0,
R.49 p = pl na powierzchni S,

gdzie 9,; oznacza tensor odksztalcenia, t¥/ — tensor naprezenia, f = f'g; — sily masowe,
= p'g; — sity powierzchniowe na jednostke powierzchni S w konfiguracji C. Réwnoéci
(2.3) i (2.4) przedstawaja odpowiednio réwnania réwnowagi i warunki brzegowe.
Jegli przyjaé, ze cialo jest izotropowe i jednorodne, tensor napgzenia v/ mozna przedsta-
wi¢ w innej postaci. Mamy bowiem

(2.5) W =W, L, 1),
gdzie I, sa niezmiennikami stanu odksztalcenia
(2.6) I, =g%g,, I, = §,s8" I, I, = det(g;;)/det(gy)).
Wéwcezas
2.7 T = 0,87+ B, b7+ 315",
PrzZy ¢zZym 0znaczono
(2.8) b =g, (87 g —g" g%,
(2.9) q)i = L_al.
]/13 ()Ii

Korzystajac z ogdlnej teorii matych dodatkowych deformacji natozonych na duze,
opracowanej przez GREENA, RIVLINA i SHIELDA [1], uzupelnionej nastgpnie interpretacja na
gruncie rachunku wariacyjnego przez GUO ZHONG-HENGA i URBANOWSKIZGO [9], podamy
zwiazki opisujace stan ciala B w konfiguracji 6‘

Niech wektor sw(w = w'g;, ¢ — dostatecznie maly parametr) okre§la dodatkowe
nieskonfczenie mate przemieszczenie ciala B. Na skutek dodatkowego przemieszczenia
podane uprzednio wielkosci doznajg pewnych przyrostéw, ktérych liniowe cze§ci majg
postaé (por. [10]):

(2.10) g =Vwe,,
(2.11) &ij = Viw;+Vw = 29;;,
(2.12) g = det(gy) = £81g™, o5 = — - Vi,
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2
Q@13 - = 5 %s—y §° gy"j — KUY, w,— 1V, W,
(2.14) Vit e - T o' fi of ' =
(2.15) I'if = V,V,wk,
(2.16) mTnit) =p'' npa S,
gdzie
@.17) Kgiirs — € o*W Kiirs — grsil — glisr — giisr|

Qo ayijayrs ’

lub dla materiatéw izotropowych

(2.18) I{ =gy, Ii=ad'g;,, Ii= i ,
(2.19) T = Qg4 (D’zb” + @b+ DL I3 g+ Dy I5g' 4+ D Ligi,
(2.20) b = (gUgrs—gr g,
@211 & — ZAUI, 2 na, i=1,23,
“ 20
(2.21.2) Ay A= 2 O*W U — (ol g5 — g7 gI\E ]
7 1 ]/13 aIian7 a’ = (g'¢ 8 & )grs 3.

Podstawiajac (2.13) 1 (2.15) do réwnan réwnowagi (2.14) i uwzgledniajac (2.3) otrzy-
mujemy

(2.22) Ciirsy, V, wy+ Vi, CYsV, wy+-of ) =
gdzie
(223) . Cijrs — Kijrs —|—ri’g's,

przy czym dla materiatéw izotropowych
(2.24) KUrs = 24, 8¢+ 24,587 a" +87bY) +2A4,5 I;(8V g +8Y8™) + 242, a7 bY +
—|—2A23I3(g”a”—|—b”g“)—|—2A33 Iggijgrs__Qz(g"ng’jr _|_§ir§js) ___@3 13 (gisgjr_|_
+87g%) +20,87 87 +2PsgV g".
Poniewaz tensor y;; jest symetryczny, mozna, nie zaweZajac ogdlnosci, dobra¢ uklad
wspbtrzednych konwekeyjnych {9} (zwiazany z konfiguracja C) w ten sposéb, by wektory
bazy pokrywaly si¢ z osiami gléwnymi tensora y;;. Tensor odksztatcenia oraz pomocnicze
tensory a¥, b/ maja wéwczas postaé diagonalna i pewne wspdlczynniki w réownaniach
réwnowagi (2.22) znikaja. Jedynie C'H, CUY, CUJl C'WJ (nie sumowad!) nie sa réwne

tozsamoS$ciowo zeru.
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Rozwazmy przypadek, gdy jednorodne izotropowe cialo B poddane zostalo jednorodnej
wstepnej deformacji. Zgodnie z poprzednia uwaga mozna przyjaé, ze {#} pokrywa si¢
w konfiguracji C z ortogonalnym kartezjaniskim ukladem wspélrzednych {x, y, z}. Wsp6l-
czynniki (2.23) sa wéwczas stale, poniewaZ mamy:

o o; 1 1 _
(2.25) g =A%gy, &j=0y, g = ?, Vij = —2*(1‘/11 gij
(2.26) I =M+23+13, L=83+33+M34, L=111E4,
(2.27) = 2D, (I, —AD)D, ] +Ps I, =0 dlai+#£],
(2.28) T = (KU —al g™V, wg,  Vowy = 0,ws=w;,,

K = 2A11/1‘1'“*‘41‘112}-?(2%“{‘}-%)4‘4‘413 I3 f—i‘zAzz}-T(A%—i‘/l%)z‘i‘
+44,31,A3(A3 +23) +2435 13,
K22 = 24,1 A2 4241, ATA3(AT+A5+243) 24,3 15 (A +-A5) +
+2422 4345 (A3 +13) (A3 +AD) + 2423 (A3 A3 +A3 41 4+-24122) +
+2A433 I5+20,1303 +205 I,

(2.29) 4

K122l = —(pz;{%}-%”‘és Is;
pozostale wspolczynniki otrzymujemy przez cykliczng zamiang wskaZnikéw.

Ostateczuie, je§li pomina€ sily masowe, roéwnania rownowagi (2.22) przyjmuja nastepu-

jaca postaé:
C““w1,11+C2“1w1,22—}—C3‘“ W1_33+(C1122+C2112)PV2,12+
+(C1133 +C3113)W3,13 — 0,
(C2211 +C1221)]V1,12+C1212W2'11+C2222W2'22+C3232W2'33+
+(C2233 +C3223)W3,23 — 0,
(C3311 +C1331)wl,13+(c3322+C2332)W2_23+C1313W3'11+
F+C?323 w3 55+ C33Pwy 53 =0,
przy czym C/ 4 Citil = CHH-CHii (nie sumowad!).

Zauwazmy na koniec, ze je§li rozciagniecia A; sa réwne (tzn. A, = 4, = A; = ),
wszystkie wspdlczynniki ukiadu (2.30) mozna wyrazic¢ przez dwie wielkosci M i N, jedno-
znacznie okre§lone przez funkcje energii W, zalezne jedynie od parametru deformacji
(rozciagniecia) A, mianowicie
Ci= M(}), CY9=N(1), (nie sumowaé!)

CHlI 4 CUIt = CMI L CIW = M(A)— N(3).

(2.30)

(2.31)

3. Warunek S-E

Rozwazmy nastgpujacy liniowy ukiad réwnan rézniczkowych o pochodnych czastko-
wych:
3.1 AT3(x)0;0,w,+ QI (w) = FI(x), x= {x1, X3, X3},
gdzie £ jest dowolnym liniowym operatorem rézniczkowym rzedu < 2.
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Utwoérzmy macierz

3.2 a = ||a|| = || 4V=&&, |, |E] #0,
i przedstawmy ja w postaci sumy jej czgéci symetrycznej i antysymetrycznej
a=c+k

. 1
o= || = l[Co &t | = - (ata),

: - 1
k= HkJSH — HK:jrsgiEr“ — T(a__a’r)-

Bedziemy mowili (por.[2] ), ze ukiad (3.1) jest silnie eliptyczny w obszarze B < E3, jeéli
macierz ¢ jest dodatnio? okre§lona w kazdym punkcie x tego obszaru, dla dowolnego
wektora g, |§l # 0, to znaczy jesli zachodzi nieréwno$¢
(3.3) CIs(x) & & myms > 0

dla dowolnych wektoréw g i v, |E| # 0, |n| # 0ikazdego X e B. Ukl}ad ten jest eliptyczny
W obszarze B, je§li macierz a jest nieosobliwa w kazdym punkcie obszaru B, tzn.

3.4 , det(AUrs £ ) =0 dla kazdego x e B,

Mozna stad wnioskowaé, Zze uklady spelniajace warunek (3.3) (warunek ten nazywaé
bedziemy dalej warunkiem S-E) nalezg do klasy ukladéw eliptycznych — lecz nie na od-
wrot.

Jak zostalo pokazane np. w pracach [2, 3,] warunek (3.3) jest wystarczajacy, by przy
odpowiednio regularnych wspélezynnikach i wystarczajaco matym obszarze B istniato
rozwigzanie pierwszego zagadnienia brzegowego dla ukiadu (3.1), i bylo ono jedyne.
W dalszych rozwazaniach zastosujemy warunek (3.3) do réwnan réwnowagi (2.22) i wyzna-
czymy stad pewne ograniczenia dla wstepnej deformacji oraz dla funkcji energii spre-
zystej W.
 Powrdémy zatem do réwnan réwnowagi (2.22). Z (2.17) i (2.23) widaé, ze CH™ = C*Y,
a wigc macierz (3.2)

|7 E & =1ICP 8 & |, B[40
jest symetryczna. Warunek S—E dla tej macierzy jest réwnowazny (3.3). Na to, by ¢ byla
dodatnio okreslona potrzeba i wystarcza, aby spetnione byly nastgpujace nieréwnosci
¢! >0,
(3.5) o e22 12,21 0,
det(c¥) > 0.
Bezposrednie wnioski z (3.5) wskazuja, Ze takze musi zachodzi¢
(3.6) ¢ >0 i >0,
a stad wynika natychmiast, Ze
3.7 CYJ >0 (nie sumowad!).
OczywiScie, warunki (3.7) sa tylko konieczne dla spetnienia (3.5), ale nie wystarczaja.

2) Iub ujemnje okre$lona; w tym przypadku wystarczy pomnozyé wszystkie réwnania ukiadu (3.1)
przez (—1), by otrzymaé dodatnia okreslono$é.
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Ze wzgledu na skomplikowana postaé ostatnich dwu nieréwnoéci ukladu (3.5), dalszg
ich analize prowadzi¢ bedziemy przy zastosowaniu do szczegélnych przypadkéw réwnan
réwnowagi. Przy jednorodnej i jednakowej wstepnej deformacji wspdlczynniki ukladu
réwnan réwnowagi (2.30) spelniaja dodatkowe zwigzki (2.31): w tym przypadku mamy
tylko dwie niezalezne wiclkosci (funkcje materialowe, zaleine tylko od wspdlczynnika
deformaciji A) M i N, przez ktére wyrazaja si¢ wszystkie wspolezynniki uktadu (2.30). Tutaj
warunki (3.5) wyrazaja sig stosunkowo prosto, mamy bowiem

el = ME 4 N(E3+£3) >0,
1122 — 12020 = NIM(E3+E2)+NEST > O,
det(cV) = MN?|E|® > 0,

co z kolei réwnowazne jest nastgpujacym nierdwnosciom
(3.8) M>0 i N>0,

stanowigcym warunek S-FE dla ukladu (2.30), ktéregb wspélczynniki spelniaja dodatkowo
zwiazki (2.31).
Rozwazmy teraz przypadek, gdy przy wstgpnej jednorodnej deformacji (2.25) dodatkowa
deformacja jest plaska
wi = wi (9, 9%,  wa=wy($,9?), w3=0.
Uklad (2.30) redukuje sie wéwczas do dwu réwnan i warunki (3.5) przyjmuja postaé

Cllllé%_'_czlzl 5222 > 0,
(3'9) C1111C1212£?+[Cllllczzzz+C121202121_(C1122+C2112)2]£f6%_*_
+C2222Cz121 5‘2‘ >0.

Lewa strona drugiej nieréwnosci jest tréjmianem kwadratowym ; warunkiem koniecznym
1 wystarczajacym na to, by tréjmian ten byt dodatni dla kazdego E jest

(3.10) (I/W—l—l/c 2121C1212)2 > (C1122 . C2112)2, Clii = 0,
albo
(3.11)~ (I/Cuu C2121 —F]/C2222C1212)2+H ~0, CUIsO,

jesli zauwazyé, ze (3.9), przedstawié¢ mozna w nastepujacych réwnowaznych postaciach

(3.12.1) CrHrgraizgd g (cr A C2222C1212 4 [ E2E2 L (022222121 £4 5 (),
lub ' .

(3.12.2) (CHMLEF L C2222 D) (C1212 5+ C2A2V ED) + HET 63 > 0,

gdzie .

H = 4}-‘1'13(13“—}-%)2[(1411A22'~A§2)._K1212(A11+2A§A12 +AgA22)]-

Sprawdzi¢ mozna natychmiast, Ze nieréwnosci (3.8) sa szczegdlnym przypadkiem (3.12.2)
jesli przyjaé A, = A,.
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Poniewaz nieréwnoéci (3.10) [lub réwnowazne (3.11)] maja skomplikowana, a przez to
trudng do zinterpretowania postaé, sprébujemy podac nieco silniejsze warunki (wystarcza-
jace), lecz w prostszej formie.

Zbudujemy forme kwadratowa

(3.13) Ay EE
w ktérej, zgodnie z (2.21.2) oznaczono
2 W

;=

VI, oLol;’

za§ § = [£;, &;, &3] — dowolny niezerowy wektor. Z (2.29) wnioskujemy, Ze wystgpu-
jace we wspblczynnikach uktadu (2.30) wielkosci K stanowia warto§é formy (3.13)
dla pewnego wektora é, zatem ich znak zalezy jedynie od okrelonosci (dodatniej czy
ujemnej) tej formy. Okreélonosé formy (3.13) w istotny sposéb wplywa réwniez na znak
wspétczynnika H w nieréwnosci (3.12). Przypomnijmy postaé wspotczynnikow CY*:

CiM — ikt | ik gl

tak wiec

clitt :1'{1111_'_.511’

C2222 — K2222 _I__.L.ZZ’
C1212 :Klzll_l_.[l].’

I C2121 — g1212 | ;22

(3.14) H

Je$li zatem " > 0 (nie sumowac!) oraz forma (3.13) jest dodatnio okre§lona, wéwczas
Ciii > 0 (wniosek stuszny takze dla i = 3); je§li forma (3.13) jest dodatnio okre§lona
oraz®

(3.15) —F < K212

Ay Azn—Ai, o s
, T=min ,
A5 A5 +24,,A5+4,, <I>(T )

gdzie, jak wiadomo z (2.29),
K1212 — pa121 _Aglg(¢2+1§(p3),

wsp6lczynnik H jest nieujerany dla kazdego ;. Mozna wigc powiedzie¢, ze dodatnia
okreslono$§é formy (3.13) oraz warunek (3.15) wystarczaja, przy dodatnich naprezeniach
gléwnych 7", by spelniony byt warunek S-E.

Trzeba zauwazys, ze jesli 7% > 0, dodatnio§€ formy (3.13) nie jest konieczna. Przypus¢-
my bowiem, Ze A;;£'&S < 0.

Wéwezas, jesli

Ay Az, —AL, .
Ao A +24,A5+A41,

(3.16) K1212 >

3) ‘W przypadku dwuwymiarowym mozna przyjac A; = 1.
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(nawet jesli K1212 > 0), wyraZenie H jest nieujemne. Wiadomo, ze K < 0; jesli wielkosci
te sg dostatecznie male, woéwczas
Clii = Kt Jiigh ~ 0, (nie sumowacd!),
a takze
CUl = KU {4iighl 5.0 dla i),
i warunek (3.12.2) jest spelniony.

Oczywiscie w przypadku, gdy przynajmniej jedno z napregzen gléwnych jest ujemne
potrzeba, by forma (3.13) byla dodatnio okreélona. Wynika to bezposrednio z warunku
CJ > 0. A oto warunki wystarczajace na to, by przy takich naprgzeniach warunek
{3.12.2) byt spehiony

Kiiii > ’L'", Aij fifj -~ O,

Al 1A22 —A%2

A22}'g+2A122'§+A11 ’

(3.17) — < K212

gdzie ¢ = min(z%).
<ix>

Nie wszystkie z uzyskanych w tym paragrafie nieréwnoéci maja w statyce réwnie jasna
interpretacje fizyczna jak np. w teorii propagacji fal®). Szczegblnie nieréwnosciom (3.16)
czy (3.17)5, a tym samym nieréwnosci (3.10),, trudno nadaé wyraZny sens fizyczny.
Lepiej wyglada sprawa z warunkami (3.10),. Korzystajac z okre§lenia (2.23) wspodtczynni-
kéw CU% mozna bezposrednim rachunkiem sprawdzié, ze z warunku C** > 0 wynika,
Ze

il

(3.18) | ?)TT >0.
Oznacza to, Ze je§li prostopadioscian z materiatu izotropowego wydtuzymy w kierunku
jednego z kierunkéw gidwnych (podezas gdy pozostate Sciany nie ulegna zmianie), napre-
Zenie rozciagajace (lub sila rozciagajaca) roénie. Wniosek ten wydaje sie by¢ zgodny
z intuicja (por. [4], § 51).

Nieréwnoéei C¥ > 0" i % j prowadza do warunku®

(3.19) | O, +12D, > 0.
Warto zauwazy¢ interesujace tozsamosci, jakie spelniaja wspdtezynniki CYY, i # j:

C1212 C2.|.21 C13l3 C3131 C2323 C3232

=0

i Ry Sy S
C1212 C2323 1 C2323 C3131 1
(3.20 _ _ _ _
(.20 ( Y )M—M ( JER T )xi-xi
(03131 Cl212 1 o
RN TR I RT

%) W teoril propagacii fal warunek S—F jest koniedzny i wystarczajacy, by w danym materiale mogly
propagowac sig fale rzeczywiste, Warunek Ciift > 0 zapewnia dodatnio$¢ kwadratu predkosci gtéwnych
fal podiuznych, za§ CiJiJ > 0, i # j dodatnio$¢ kwadratu predkosci gléwnych fal poprzecznych ([4], § 90).

%) Truesdell zaproponowat ten warunek przy dyskusji nieci§liwego materiahi izotropowego, [8]. (Por.
takze S, 6]).
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Korzystajac z okre§lenia (2.27) i powyzszych tozsamosci otrzymujemy

(3.21) il — O — . CUIGF 1)),
1

I
A
Poniewaz CY > 0, z (3.21) wnioskujemy, Z¢ w izotropowym materiale, w ktérym S-E
jest spelnione, wigksze naprezenia wystepuja w kierunku wigkszych odksztalcen. W réw-
noéci (3.22) o znaku réZnicy po lewej stronie decyduje znak K9, I tak np. przy §ciskaniu
[tzn. gdy zachodzi (3.17)] wielkosci K¥" sa dodatnie i dla 4; > 4; powinno by¢ Ay?7' >
> A7274 (por. [4] § 51)). _

Zauwazmy jeszcze, Ze korzystajac z (3.20) nieréwnoéé (3.11); przedstawi¢ mozna
w prostszej postaci

(3.23) /IIZCIZIZ(]/}.%CIU‘J‘ —}—]/}.%C”“)Z +H>O0.

Nieréwnoéé ta wraz z (3.11), tworzy warunek réwnowazny warunkowi S-E w postaci
(3.10).

(3.22) KUy,

4, Uwagi o jednoznacznoéci przemieszczeniowego zagadnienia brzegowego

Na poczatku tego paragrafu zaznaczono, ze warunek S-E wystarcza na to, by roz-
wazane przemieszczeniowe zagadnienie brzegowe mialo rozwiazanie i byto ono jedyne.
NiZej przytoczymy warunki konieczne, aby przemieszczeniowe zagadnienie brzegowe dla
ukiadu (2.30) mialo rozwigzanie jednoznaczne.

Zatézmy zatem, Zze uklad (2.30)

- (4.1) Ciﬂ“bibkw, = 0,
spelniony jest w pewnym ograniczonym obszarze B, przy warunku
4.2) w=0 na brzegu S.

Poniewaz zawsze istnieje przynajmniej jedno rozwiazanie (zerowe) tego zagadnienia,
zbudujemy warunki, przy ktorych jest ono jedyne. Zalézmy, Ze rozwigzanie ma postaé

(4.3) w = (b3 —m)-a,
gdzie a = (a,, a,, a;) jest dowolnym stalym wektorem, h — macierz o statych elementach,

m — dowolna .liczba dodatnia.
Jesli macierz h jest dodatnio okre§lona, wéwczas w znika na powierzchni elipsoidy .

(4.4) By 99 < m. i
Podstawiajac (4.3) do (4.1) otrzymujemy
(45) Cijklhikal = 0.

Na to, by powyzszy uklad réwnan algebraicznych byl spelniony jedynie przez a =0,
potrzeba i wystarcza, aby

(4.6) det (CY¥hy) # 0.

3 Mechanika tcoretyczna
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Wykazali§my wiec, Ze dla zapewnienia jednoznacznodci rozwigzan (4.1) przy warunkach
(4.2) potrzeba, by dla dowolnej dodatnio okres§lonej macierzy h spetniony byl warunek
(4.6). Korzystajac z tego wyniku wykazemy dalej, Ze jesli wspdlczynniki rownan (4.1)
spetniaja zwigzki (2.31), warunek S-F (3.8) jest jednoczesnie (dla przypadku plaskiego)
konieczny dla zapewnienia jednoznacznos$ci rozwiazan. Uwzgledniajac bowiem (2.31)
w (4.6) mamy
4.7 MN(hy, +/132)%-|- (M —N)? (11 haa —hiz) # 0.

Poniewaz (4.7) zachodzi dla dowolnej dodatnio okreslonej macierzy h, zatem M N > 0,
astad® M > 0iN > 0, przy czym M i N nie moga znikaé jednocze$nie.

Przypu$émy, ze M = 0 i N > 0. Okazuje sig, ze istnieje wéwczas nietrywialne rozwia-
zanie ukladu (4.1) przy warunkach (4.2) [nie nalezace do klasy rozwiagzan (4.3)].

Wystarczy skonstruowaé takg funkcje ¢ s const, ze w; = @,;, p,; = 0 na S, np.

— )¢ <l

“8) ¢ = {(r OrO) giy o

gdy r > to,
gdzie r, jest promieniem kuli K < B, r — odlegloscia punktu Pe B od §rodka kuli K.
Poniewaz pole wektorowe w jest potencjalne, a réwnania (4.1) przyjmuja przy M =0
postaé
(4.9) Nwi v —wi, ) =0,
z latwobcia stwierdzamy, Ze rozwaZane zagadnienie brzegowe ma rozwigzanie niezerowe.

Niech teraz N = 0 i M > 0. Natychmiast sprawdzamy, Ze np. pole wektorowe

4 2 1 .
(4‘.10) W={(r0r°) (P, =81 0) dla r<rg,
dla r > rg,

jest wéwezas nietrywialnym rozwiazaniem tego zagadnienia. W ten sposdb [por. (3.8)]
dowdd zostat zakoriczony.
Analogicznie postepujac wykazaé mozna, ze koniecznym warunkiem jednoznacznosci
jest CYU > 0. Jebli bowiem przyjac by, = hy3 = hy3 = 0, z (4.6) mamy
Clilihll _l_c2i21h22 _l_C3131h33 £ 0’
przy czym hy; > 0 (nie sumowacé!), a stad CYY > 0.9

5. Przyklad
Rozwazmy nieskoniczenie diugi jednorodny walec kolowy, o promieniu @ w konfigu-
racji C i a w konfiguracji C. Oznaczajac przez A wspélczynnik jednorodnej, osiowo-sy-
metrycznej deformacji i wprowadzajac biegunowy ukiad wspéirzednych mamy kolejno

(por. [7]):
L a=Ad, _
10 0 A0 0 .
—]0 2 0 5. = 0 r2/2%2 0 i = —p i
8iy , 8ij » 22 r, >
(5.1) 00 1 0 0 1 v
™ =202 = PO+ (PP Py, v =120, 4222 D, -1, D5,
V' =0, = —p dlar=a.

) Por. notke?); forma (3.3) jest ujemnie okreélona, jesli M < 0i N < Q.
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Roéwnania réwnowagi dla matych dodatkowych deformacji przyjmuja postaé”

1 1 1 1 2
M(u,,.+7u,.—»7u) —}—.Nr—zu,g\g—}—(M—.N)r—zv,s——MFvs = 0,

(5:2)
(M—"N) Uy —}—N‘Z)" —|—M71§- Vg9 "l— (M+N) % Ug '—'N% v, = 0.
Rozwigzan tego uktadu poszukiwaé bedziemy w postaci
(5.3) u=f(rcosnt, ov=rg(r)sinnd, n=0,1,2..,
gdzie f'i g sa odpowiednio regularnymi funkcjami zmiennej r. Otrzymujemy stad
' w1, 1 n? no, n
M\ f +Tf "72—f —N’ﬁf%—(M—N)‘r_g —(M—}—N)?g =0,

(5.3.1)

| 1 2 n o, n
Nlg"+— -;yg)—M%gf(M—N)Tf —~M+N)—5f=0.

’
Rozwigzaniem ogélnym tego ukiadu jest -
4 4
(54) fn(r) = chli"xi: g(r) = chilyirxi,
i=1 i=1
N, —1)—M(x;+1)

Mn?2—N(x}—1)
wielomianu charakterystycznego

gdzie p; = , C,; — stale calkowania, natomiast x; sq pierwiastkami
(5.5) x*=2(m* 4+ x>+ (*—1)2 =0,

réwnymi odpowiednio ‘

(5..6)' x, =n+1, x,=n—1, x3=~—n+ml, X4 = —n—1,

gdyn > 1.Dlan = 0in = 1 pierwiastki sa wielokrotne i rozwigzanie ma postaé

6.7 Jo(r) = co 7 +coar™t  dla® n=0,

fi(h) = cyar*Ferptelnrteg r?,

(5.8) M—N
gl(r) = 6‘11’)'1"2—}-6‘129/2 +¢13V3 Inr-+4 m) %614’)/47"‘-2, dla n=1.

Poniewaz dla r = 0 przemieszczenia sa ograniczone i poniewaz wykluczamy z rozwazan
ruch sztywny, nalezy przyjaé

Coz = C12 = Cy3 = Cpa = 0

ou

7) Przyjgto oznaczenia: 9 =r, 9% =G, w; =u, wp =19, <
r

= lp ...

8) Poniewaz? = 0 dla n = 0, mozna przyjaé go(r) = 0

3=
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i ostatecznie mamy

(5.9) fo) =corr, &()=0 dlan=0,
fl(") =C'11"7'»

g. () =¢y, mrz dlan=1,

f;.(l‘) = Cpyy ’.u+1 —I'anr"—_la

(511) gr(”) = C,llyrn+l’_0112r"_l dla n>1,
_ Nn—M(n+2)
(5.12) 7= Mn—Npn+2)

Poszukiwaé bedziemy teraz warunkow, przy ktérych dane zagadnienie brzegowe ma
rozwiazanie niejednoznaczne.
Zalozmy, Ze na brzegu S funkcje v i v znikaja:

(5.13) u=9v=0, dla re=aq,
lub, co jest réwnowaZne

fr(r)zgr(r)=01 gdy r=a.
Dla n=01in=1 jest tylko trywialne rozwiazanie. Dla » > 1 mamy, na mocy (5.11)

{ e @t tepat =0,

(514) C,,l'}’a"+1_c"2a"_l = 0,

Warunkiem istnienia nietrywialnych rozwigzan jest tu
(5.15) M= —N.

Uzyskaliémy spodziewany wynik. Juz bowiem przy ustalaniu warunkdw koniecznych
dla S—E (s. 233) zauwazyliémy, e dla M N < 0 zawsze mozna zpaleZé taki obszar B,
dla ktérego przemieszczeniowy problem brzegowy jest niejednoznaczny.

Wezmy dla przykladu w = a (h;x'x’ —m), a = (1,0,0), hyy = 1, hyy = h3y = —%,
hyy = 0dla i % j. Tak skonstruowana funkcja spelnia réwnania réwnowagi (2.30)—(2.31)
w calej przestrzeni.

Z drugiej strony, macierz h jest dodatnio okreélona wtedy i tylko wtedy, gdy MN < 0.
Obszarem B jest wéwczas elipsoida (elipsa). W naszym przykiadzie, kiedy M = —N,
jest to kolo. '
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Peaome

OI'PAHUYUEHUIS HAKJIAILIBAEMBIE VCIIOBUEM CUJILHO¥ DJUIMIITUYHOCTH
HA ®YHKIUIO VIIPYTOM OHEPTUU

ITpencraBnensl, BLIpaYKEHHLIE Uepe3 MEPeMEIeHHs, YPABHEHUS PABHOBECHS IIIsi Majibix JoGaBou-
HBX OehOpMalHil HANOMKEHBIX HA KOHeuHyIo Aedopmaumio. [IpHMEHHUTENHHO K 3THM YPABHCHHAM MC-
cnemyercs ycnosue S—E | JaeTcs BBITEKAIOMIAS W3 HETO OleHKa dyHimm ynpyrolt smeprus. Jlarorcs
TAIOKE HEKOTOPbIE HEOOXOMMbIE YCIXOBHSI OLHOSHAYHOCTH KPAeBOi 3aJauy HA NEePEMEIIEHNI IS MaJIbIX
IoGaBoYHBX Aedopmaimit HANOXKEHHBIX HA KOHEUHYIO medopMaliio.

Summary

LIMITATIONS IMPLIED ON THE ELASTIC ENERGY FUNCTION BY
THE STRONG-ELLIPTICITY CONDITION

Displacement equations of equilibrium governing small deformations superposed on a finite deformation
of an elastic solid are discussed. In paricular the S-E (Strong Ellipticity) condition is studied and some esti-
mates of the elastic energy are given. Necessary conditions are also derived for uniqueness of the solution
to the displacement boundary-value problem.
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