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Wazniejsze oznaczenia

a, b promien wewngtrzny i zewngtrzny rury,
o gesto$é materiatu rury,
Ow, 0z 8Esto$¢ cieczy wewngtrznej i zewnetrznej,

Uwy Uz
Cw, Cz

w
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Jn(r), Yu(r)

In(r), Ku(r)

predkoé¢ niezaburzonego przeptywu cieczy wewnetrznej i cieczy otaczajacej rure,
predko$é propagacji dZzwigku w cieczy wewnetrznej i zewnetrznej przy niezaburzonym
przeplywie,

predkoé¢ fazowa spre¢zystej fali propagowanej wzdtuz rury,
predkos¢ fal podtuznych w materiale rury,

predko$é fal poprzecznych w materiale rury,

state Lamé’go materiatu rury,
funkcje Bessela #-tego rzedu pierwszego rodzaju,
funkcje Bessela n-tego rz¢du drugiego rodzaju,

= Ow — &= = Cw = Sz
nw g ) 77: g ’ EW (,‘2 3 Ez (,‘2

1. Wstep

Pi§miennictwo dotyczace zagadnien drgan powlok cylindrycznych w kontakcie z cie-
czq jest obszerne. Identvczny jak w niniejszej pracy przypadek dla cienkich powlok roz-
patrzyl BOLOTIN w swojej pracy [3] i nastepnie powt6rzyl w [4]. Drgania grubych powtok
cylindrycznych bez cieczy rozwiazali Gazis [5} i MIRsSKY, HERRMANN [6]. GREENSPON [7]
zajal sie cienkimi i grubymi powlokami zanurzonymi w nieruchome;j cieczy z przytozonym
stalym ci$nieniem w §rodku. Wreszcie prace BoBeszk1 ([2] jako kontynuacja [1]) dotycza
analogicznego zagadnienia, jak niniejsza praca, ale bez cieczy zewnetrznej. W odrdznieniu
od literatury cytowanej powyzZej, w niniejszej pracy uwzgledniono przypadek grubej pow-
wloki i ruch obu cieczy: wewnetrznej i zewnetrznej.

W pracy rozwaZamy drgania wiasne nieskoriczenie diugiej rury o promieniu wewnetrz-
nym a i zewnetrznym b (wielkosci: promien b i grubo$¢ rury b-a sa tego samego rzedu).
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Materiat rury jest liniowo sprezysty. Rurg wewnatrz i zewnatrz optywaja dwie ciecze, $ci$-
liwe i nielepkie, o gestoSciach odpowiednio g,, i .. W dalszym ciagu przyjmujemy nieskon-
czenie male przemieszczenia punktow rury i liniowe réwnania ruchu dla cieczy oraz li-
niowe warunki brzegowe. Przeptyw cieczy w stanie spoczynku rury odbywa si¢ ze stala
predkos$cia réwnolegle do osi rury.

2. Podstawowe rownania zagadnienia

Dla infinitezymalnych odksztalcenn rury, perturbacja w przeplywie wywolana przez
odksztalcenia rury rézni sie infinitezymalnie od przeplywu ze stala predkoscia U, a poten-
cjal perturbacji ¢ spelnia zlinearyzowane réwnanie

1 {0 o\’
2t Y e _
2.1 Vip—— (az TUax) g =0,

gdzie dla cieczy wewnetrznej nalezy podstawic¢: @, ¢4, U, a dla cieczy zewngtrznej: ¢,
¢, Us.
Roéwnania ruchu punktéw nalezacych do rury maja postaé

. o*u
2.2) . pdivgradu+(A4-p) graddivu = o a7 U= u(uy, uy, uz).
Przedstawmy wektor przemieszczenia u w postaci sumy gradientu potencjatu skalarnego x
i rotacji bezzrédtowego potencjalu wektorowego
2.3) u = grady+roty, divp =0.

Wprowadzamy wspétrzedne cylindryczne x, 6, r (0§ x pokrywa si¢ z osig cylindra). Znajac
potencjaty y i $, mozemy z (2.3) znaleZ¢ pole przemieszczen punktéw rury
Ox 0wy e, 1 0y,

Ug = U= = F

or r r 06’

e oot e ow

r 00 or ox "’

_Ox 10y 9y
W T a0 T
Przyjmujac cze$é liniowa tensora odksztalcenia Eulera, sktadowe pola odksztalcen i na-

prezen zapiszemy w postaci
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Oy — 2.uex0’ Oxp = 2,u'exr7 O = 2‘11,69,.,
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gdzie

@ A= (eutemte) =V = ko LOE L L0, Tn
Roéwnanie (2.2) jest spelnione, jesli potencjaty y i ¢ spelniaja réwnania falowe

@) vy 0% o,

2.9) Vznp—;lg %2% = 0.

Warunki brzegowe laczace pole predkosci plynacej cieczy wewnetrznej i zewnetrznej
i drgajacej sprezyscie rury s nast¢pujace: warunek kinematyczny, wymagajacy by byly
réwne sktadowe promieniowe predkosci czastki ptynu i czastki rury na powierzchniach
r=air=5 '

0P,  Cu, ﬁ&l
2.10) O a0t e TV 0k |
o, | ou, | ou,
. L LA v,
(2 11) or |r=sp ot lr=b - ox ,=b

oraz warunek dynamiczny zapewniajacy ciaglos¢ napr¢zen na granicy o$rodkow

(212) Grx _ ré _ = 0,

_ Opw 0py,
(213) Oy - ( ot + U, ax) s
(2.14) Trx| _, = U,g y = 0,

_ [ %: 690-)
(215) Urr‘r=b = @: (_ » + Ox

3. Rozwigzanie falowe

Dalsze rozwazania ograniczamy do rury nieskonczenie dlugiej. Rozwiazania réwnan
(2.1), (2.8)i (2.9) przewidujemy w postaci

@ulr, 0, x, 1) = f(r)cosnBsin(wt—kx),
@.(r, 0, x, t) = p(r)cosnfsin(wt—kx),
z(r, 0, x, 1) = g(r)cosnOcos(wt —kx),
we(r, 0, x, 1) = h(r)sinn0cos(wt—kx),
vo(r, 8, x, t) = hy(r)cosnfsin(wt—kx),
v (r, 0, x, t) == h,(r)sinnfsin(wt—kx).
" Przez podstawienie (3.1) do réwnan (2.1), (2.8) i (2.9) otrzymujemy zwyczajne réwnania
rézniczkowe na funkcje p, f, g, Iy = hy, hy—h, = 2h, oraz hy-+h, = 2h;
B, olf1=0, B, 5Pl =0, B, 5,81 =0,
Bn,yr [h1] = 0, Bn+1,yr[h2] = 0, Bn—-l.yr[hJ] = 0,

(3.1)

(3.2)
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gdzie
a4 1d n*
G R T B
2 2 2 2 2
34y 2= CTRU e =2t p=5-k; & (e c"zuz) K.
w 1 2 z

Ogdlne rozwiazanie (3.1) w tym przypadku ma postaé

Sr) = A, Z,(or)+ A, W, (ar),
p(r) = B Z,(6r)+ B, W,(dr),
g(r)y = G\ Z,(pr)+ C;W.(Br),
hi(r) = D\ Z,(yr)+ D, Wa(yr),
ho(r) = E\Z, 1 (yr)+ E2 W, (1),
hy(r) = FL\ Zy_1(yr)+F, W1 (yr),

gdzie Z, oznacza I, lub J,, a W, oznacza K, lub Y, zgodnie z ukladem (w zaleznosci czy:
o, B, ¥ lub d sa urojone czy rzeczywiste)

(3.5)

lw—kU,| < ke, I.(or)

ke, < |o—kU,| Jo(or)
o < ke, I.(Br) K,(Br) L(yr) K. (yr)
(3.6) key < w < ke L(Br) K.(Br)  J.(yr) Y.(yr)
key < w Ju(Br)  Y.(Br)  J(yr)  Ya(yr)

lw—kU,| < ke, K,(dr)

ke, < |lo—kU,| Y, (ér)

Poniewaz f(r) musi by¢ ograniczone dla r =0, a p(r) = 0 dla r = co, wigc begdzie:
A, = B, = 0. Na podstawie (2.3),, kazda z funkcji h; (i = 1, 2, 3) moze by¢ przedstawiona
w postaci kombinacji dwdch pozostatych, wiec przyimujac b3 = O mamy: i, = hy, hg = h,,
h,= —h,,

Pola przemieszczen, odksztalcen i naprezen moga wigc byé przedstawione w nastgpu-
jacej postaci:

Uy = u = (kg—hg— ir h,— —'% Izg)cosnﬁ sin(w?—kx),

Ug = U = ( % +h{— khz) sinnficos(wt—kx),

BT u=w= (g'——hl %—khz) cosnfcos(wt —kx),
1 " nk 2 . .
e = 2kg'—hy —— hz— — h2 —_— hl —k*h, |cosnfsin(wt—kx),

2
’ 2
e, = % [_ 2n (g'_ %)-Hzi’—khé—— % + % B+ ”—;Ll khz] sinnf cos(wt—kx),

r
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e, = [g”— % (h{— h—r‘)—khz] cosnfcos(wt—kx),

Opr=2ue, = [Zkg —hy' — L (hz— L hz) - h— kzhz]cosne sin(wt—kx),

2n [, '
Org = 21e0 = U [— — (g - %)'Hh —kh;

¥ "“:1 khz] sinnBcos(wt—kx),

O = 2,uerr+}‘vzx =

={[8”——r (hr-h—) khz] 2u— A2+ kz)g}cosnecos(wt kx),

gdzie primy oznaczaja rézniczkowanie wzgledem r.

Wykorzystujac warunki brzegowe (2.10—2.15) otrzymujemy jednorodny uklad o$miu
réwnan na stale 4,, B,, C,, C,, D;, D,, E,, E,. Uklad ten ma zawsze trywialne rozwia-
zanie A, = B, = ... = E, =0, odpowiadajace niezaburzonemu przeplywowi cieczy
i spoczynkowi rury. Przy pewnych warunkach mozliwy jest jednak stan zaburzony od-
powiadajacy przypadkowi, gdy nie wszystkie stale sa rowne zeru. Warunkiem istnienia
rozwiazania niezerowego jest, aby wyznacznik charakterystyczny tego ukladu byl réwny
zero. Z réwnan powstatych z wykorzystania warunkéw (2.10) i (2.11) wyznaczono 4,
i B, w zalezno$ci od pozostatych stalych, a nastepnie podstawiono w ten sposéb otrzymane
wyrazenia na A4; i B, do pozostalych sze§ciu réwnan, dzigki czemu obniZzono stopien wy-
znacznika do sze§ciu. W oparciu o wzory rekurencyjne dla funkcji Bessela, warunek ist-
nienia rozwiagzan niezerowych mozna ostatecznie zapisaé jako

(3.8) ICyl=0. (Gj=12,..,6),
gdzie
Cy = {2n(n—1)—a*[(*~k*) +2B*(A,— D]} Z.(Ba)+24:PaZ, ..(Ba)+

nZ,(Ba)— A, paZ, . (fa)
nZ,(aa)— A, 0aZ, (aa)

+1w &, a(*+ k%) Zn(ea),

Ciy = 29ka*Z,(va)—-2(n+1)kaZ, ,(va)+

kaZ,\(ya)

2 27,2 2
+77w5wa (a +k ) nZ"(aa)—AlaaZn+l(aa)

Z,(0a),
(3.9  Cs=2n(n—1)Z,(ya)—2nAyyaZ,, ,(ya)+

nZ,(ya)
nZ (0ca)— A 0caZ,  (aa)
Cu = 2n(n—1)—a’[(* = kD) +26(— D} W (Ba)+2faW, . (Ba)+

2 2 nW,(Ba)—paW,.(fa)
+77w5wa (a2+k2) nZ,.(ota)——ﬂq aazn+1l(aa)

+ 1y &5 a* (2 +k?)

Z(xa),

Zy(aa),
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Cys = 2hvka* W (va)—2ka(n+ D)W, . (ya)+

) kaW,..(ya)
2 202, 12 +1
+T]w§wa ((Z +k ) nZ,,(O(a)—ll aaZ"+l(aa) Zﬂ(aa),
Cys = 2n(n— D)W, (ya)—2nyaW, ,(ya)+
B G © WL ) Z.(0a),

nZ,(ea)y— 2 eaZ, . (xa)

Cyy = —2n(n—1)Z.(fa)+-2nkpaz,, (fa),

Cy, = vka*Z,(ya)—2(n+1)kaZ, . \(ya),

Coy = —[2n(n+1)— Q4= 1)y’ d) Z,(ya)—22yaZ, .1 (ya),
(B.9)  Co= —2n(n—D)W,(Ba)+2nBaW,, (Ba),

Cys = hykd*W,(ya)—2(n+ DkaW,, (ya),

Cos = — 2n(n—1)— QA4—1)y*@IW,(ya)—=2yaW, ,,(ya),

Cy, = 2nkaZ,(fa)—24,pka*Z, ., (Ba),

Cy, = —(Y*—kHa*Z,, (ya)+nyaZ,(ya),

Cyy = nkaZ,(ya),

Cyy = 2nkaW,(Ba)—2pka* W, (Ba),

Cys = hynyaW,(ya)—(y*—k)a’W,,.(ya),

Cys = nkaW,(va).

Pozostate wspdtczynniki (od C,; do Cgs) bgda mialy analogiczna postaé (C, jak C,,,'C,,z
jak Cy, itd), z tym, Ze naleZzy zastapié

N = N2y Ew— &, a—- b, Z(ar)—> W,(or), oa-9,

a mianownik [#Z,(¢a)— 2, 2aZ, . ,(aa)] zastapi¢ mianownikiem [nW,(8b)—dbW,, 1(66)].
Wielkodci 4; (i =1, 2, 3) przyjmuja wartosci +1 lub —1 (w zaleznosdci czy o, f, y sa
rzeczywiste czy urojone), zgodnie z tabela

o urojone  — I,(ar) A= —1,
o rzeczywiste — J,(ar) A= 1,
f urojone - L(Br), K.(fr) A= —1,
B rzeczywiste —» J,(Br), Y,(Br) A= 1,
y urojone  — IL(yr), K.(yr) A3 = —1,

(3.10)

y rzeczywiste — Ju(yr), Y.(yr) A= 1.

Uwaga: W pracy BoBeszki [2] popelniono pomylke rachunkowa przy obliczaniu
wspolczynnikéw Cj;, pomyike te powtdrzono prawdopodobnie za praca GAzisa [5]. W Cyy,
Cai, .Cia 1 Cag zamiast (y*—1) winno byé: [(3*—1)4+26%(A,—1)], a W Cp3, Cyg, Cs3 i Css
wyrazenie y*?%a* winno by¢ pomnozone przez (22;—1). ’
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4, Rozwigzania szczegblne

Réwnanie (3.8) opisuje zwiazki dyspersyjne dla grubosciennej rury optywanej we-
wnatrz i na zewnatrz przez ptyny. W szczegdlnych przypadkach ten bardzo skompliko-
wany warunek znacznie si¢ upraszcza.

W przypadku fali stojacej (k = 0) wyznacznik redukuje si¢ do iloczynu dwdéch pod-
wyznacznikow

4.1 DD, =0,

gdzie
Cy Ci Ca Cis

(4.2) D, = Cu Cu Gy Cy ’ D, = Cn Css )
C41 C43 C44 C46 C62 C65

CS 1 C53 C54 CS 6

Rozwiazania niezerowe istnieja, je$li przynajmniej jeden z podwyznacznikéw jest rowny
zeru. Przy D, = O stan odksztalcenia jest plaski, przy D, = 0 zachodza podiuzne drga-
nia $cinajace (oba rodzaje drgan niezalezne od x).

W przypadku fal osiowo-symetrycznych (n = 0) warunek istnienia rozwiazan nie-
zerowych (3.8) redukuje si¢ do

(4.3) D3D4 = Ol

gdzie
Cll C12 Cl4 ClS

) Dy — Cy Cyp Cy Css D= Cos Gy .
C4 3 C42 C44 C4 5 CS 3 CS 6

Przy D; = 0 powstaja fale podiuzne osiowo-symetryczne (tylko przemieszczenia u, i uy).
Je§li D, = 0, to przypadek fal skretnych (tylko przemieszczenia ug).

Literatura cytowana w tekscie

1. A. BOBESZKO, Sprezyste fale gietne w nieskonczonej rurze przy przeplywie plynu niescisliwego, Rozpr.
Inzyn. 1, 11 (1963).
2. A. BoBeszko, Flexural elastic waves in infinite tube containing flowing a compressible fluid, according to
the exact theory of elasticity, Arch. Mech. Stos., 1, 16 (1964).
3. B. B. Bosortun, Koaebanua u ycmoiuugocms ynpy20tt yuaunOpuyeckod oboaouku 8 nomoke coctMaemoti
acudxocmu, Umwx. C6. 24, 1956.
. B. B. Bonorus, Hekxoncepsamusnsie 3adaut meopuu ynpy2oit yemoiiuusocmu, Mocksa 1961.
. D. C. Gazis, Three-dimensional investigation of the propagation of waves in hollow circular cylinders,
JASA, 5, 31 (1959).
6. I. MirskY, G. HERRMANN, Axially symmetric motions of thick cylindrical shells, J. Appl. Mech., 1, 25
(1958).
7. J. E. GREENSPON, Vibrations of thick and thin cylindrical shells surrounded by water, JASA, 10, 33 (1961).

[V



80 J. SAMBORSKI
Peszome

KOJIEBAHUSI TOJICTOCTEHHOW TPYBBI OBTEKAEMOM BHYTPH M CHAPYXXH
KHNIKOCTBIO

B paboTe paccMoTpeHbl COOCTBEHHbIE KoJIeDaHHUA OECKOHEUHOH, YIpYrod TOJICTOCTEHHOH TpyObI.
Tpyba obTekaercss BHYTPH M CHapy»KHM JABYMs Da3jIMUHBIMU COKUMACMbIMH M HEBASKHUMH >XUIAKOCTAMMH.
IIpennosnaraercs, 9To 00€ YKMIAKOCTH TEKYT B HEBO3MYLUEHHOM COCTOAHMH TPYOb! IapajulesIbHO €& OCH.
CBepx TOro, CYMTAETCA, YTO IEPEMELLEHUA B TPyOe BECKOHEUHO MaJlbl H MOYKHO IIPUHATH JIHHEAPHU30BaH-
Hbl€ YPAaBHEHUA OBIMKEHUS YXUOKOCTH U JIMHEHbIE KpaeBble ycioBusa. OKOHUYATENbHOE PEllleHHe 3a0aUn
[laHO B BHOE AHCHEPCHOMHBIX COOTHOWIEHMH. PacCMOTpeHb! JBa YACTHLIX C/Iydasi: OCECHMMETPHUECKHe
KoneGaHusT ¥ BOJIHbI HE3aBHUCUMbIE OT KOOPIWHATHI BIOJB OCH TPYOBI.

Summary

VIBRATIONS OF A THICK-WALLED TUBE IN INTERNAL AND EXTERNAL FLOWS
OF FLUIDS

Vibrations of infinitely long, elastic and thick-walled tube are considered. The tube is assumed to
be in two flows — internal and external — of two different but both compressible and non-viscous fluids.
In addition, in the case of the tube in rest, both flows are assumed to be uniform with velocity parallel
to the tube. Moreover, infinitesimal displacements of the tube as well as linear equations of fluids motion
and linear boundary conditions are applied. The final solution of the problem in question is presented
in the form of dispersion relations. The paper is illustrated by two cases: of axially symmetric vibrations
and infinite wavelengths.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlotona w Redakcji dnia 5 czerwca 1968 r.



