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Waż niejsze  oznaczenia 

promień  wewnę trzny  i zewnę trzny  rury, 

gę stoś ć  materiału  rury, 

gę stoś ć   cieczy  wewnę trznej  i  zewnę trznej, 

prę dkoś ć   niezaburzonego  przepływu  cieczy  wewnę trznej  i  cieczy  otaczają cej  rurę , 

prę dkoś ć   propagacji  dź wię ku  w  cieczy  wewnę trznej  i  zewnę trznej  przy  niezaburzonym 

przepływie, 

prę dkoś ć   fazowa  sprę ż ystej  fali  propagowanej  wzdłuż   rury, 

prę dkoś ć   fal podłuż nych  w  materiale  rury, 

prę dkoś ć   fal poprzecznych  w  materiale  rury, 

stałe Lame'go  materiału  rury, 

funkcje  Bessela  н ­tego  rzę du pierwszego  rodzaju, 

funkcje  Bessela  л ­tego  rzę du  drugiego  rodzaju, 

w  =­w  n  ­   Q z  £  ­   C w  Ё   ­  — 
Q Q C2 C2 . 

1.  Wstę p 

Piś miennictwo  dotyczą ce  zagadnień  drgań   powłok  cylindrycznych w  kontakcie  z  cie­

czą   jest  obszerne.  Identyczny  jak w  niniejszej  pracy  przypadek  dla cienkich powłok  roz­

patrzył  BO ŁO TI N  w  swojej  pracy  [3]  i nastę pnie powtórzył w  [4].  D rga n ia  grubych powłok 

cylindrycznych  bez  cieczy  rozwią zali  G AZI S  [5}  i  M IRSKY ,  HERRMAN N  [6].  GREENSPON  [7] 

zają ł  się  cienkimi i  grubymi powłokami zanu rzonymi w  nieruchomej  cieczy  z przyłoż onym 

stałym  ciś nieniem w  ś rodku.  Wreszcie  prace  BOBESZKI  ([2]  jako  kontynuacja  [1])  dotyczą  

analogicznego  zagadnienia, jak niniejsza  praca, ale bez cieczy  zewnę trznej. W  odróż nieniu 

od  literatury cytowanej  powyż ej, w  niniejszej  pracy  uwzglę dniono przypadek  grubej  pow­

włoki  i  ru ch  ob u cieczy:  wewnę trznej i zewnę trznej. 

W  pracy  rozważ amy drgania własne nieskoń czenie długiej  rury  o  promieniu wewnę trz­

n ym  a  i  zewnę trznym b  (wielkoś ci: promień  b  i  gruboś ć   rury  b­a  są   tego  samego  rzę du). 

a,b 

e 
Qw, Qz 

uw,  uz 

Cw, Cz 

Ci ­V 

Ш  

T 

X, / i 

Ш ,  Yn(r) 
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Materiał  ru ry jest  liniowo  sprę ż ysty.  Rurę   wewną trz  i  zewną trz  opływają   dwie  ciecze,  ś ciś ­

liwe  i nielepkie,  o gę stoś ciach  odpowiednio  gw  i QZ. W  dalszym  cią gu  przyjmujemy  nieskoń ­

czenie  małe  przemieszczenia  punktów  ru ry  i  liniowe  równania  ruchu  dla  cieczy  oraz  l i ­

niowe  wa ru nki  brzegowe.  Przepływ  cieczy  w  stanie  spoczynku  ru ry  odbywa  się   ze  stałą  

prę dkoś cią   równolegle  do  osi rury. 

2 .  Podstawowe  równania  zagadnienia 

D l a  infinitezymalnych  odkształceń   rury,  perturbacja  w  przepływie  wywołana  przez 

odkształcenia  ru ry  róż ni  się   infinitezymalnie  od przepływu  ze  stałą   prę dkoś cią   U,  a  poten­

cjał  perturbacji 93 spełnia  zlinearyzowane  równanie 

1 / 5  „  д   v" 

(2.1)  ^ ~ 1 Ą k + u i x ^ ­  " 

gdzie  d la cieczy  wewnę trznej  należ y  podstawić :  q>w,  cw,  Uw,  a dla cieczy  zewnę trznej:  <pz, 

c„  Uz. 

Równania  ruchu  punktów  należ ą cych  do  rury  mają   postać  

(2.2)  i udivgradu +  (A+ J a )graddivu  =  Q y^r>  u = U(HJ , м 2, "3) . 

Przedstawmy  wektor  przemieszczenia  u w  postaci  sumy  gradientu  potencjału  skalarnego % 

i  rotacji  bezź ródłowego  potencjału  wektorowego  ф  

(2.3)  u =  grad x+rot  ф ,  divф   =  0 . 

W prowadzamy  współrzę dne  cylindryczne  х ,  в ,  r  (oś   x  pokrywa  się  z  osią   cylindra).  Znają c 

potencjały  % i  ф ,  moż emy  z  (2.3)  znaleź ć   pole  przemieszczeń   punktów  ru ry 

„  _  „  ­   dX  ,  dVt>  V»  •   1 

U x  ~  "  ~  8x  +  dr  r  +  г   dd  ' 

Przyjmują c  czę ś ć   liniową   tensora  odkształcenia  Eu lera ,  składowe  pola  odkształceń   i na ­

prę ż eń   zapiszemy  w  postaci 

­
du  w  1  dv  dw 

e x x  =  ~dx~'  е т   =  7  +  7~д в '  e "  =  Tr' 

1  ldv  1  du\  1 Idu  dw\  1  /dv  v  l  dw 

e*e  =  2Щ   +  7~д в ]'  е " = 2 " \ а 7   +  "^/'  е г в   ~  Т \ д 7 ~7  +  7 1 ё  

а х х   =  Х А +2ц е х х ,  а в в   == Х А +2/ л е м ,  а „  =  Х А +2ц е „,  • 

^ 2 ' 6^  с г х 9  =  2,м е х в ,  <г х г   =  2/ л е х г ,  а в г   =  2/г е 9г , 
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gdzie 

(2.7)  A 

Równanie  (2.2) jest  spełnione, jeś li  potencjały  % i ф  spełniają   równania  falowe 

(2.8) 

1  о 2 ф  

(  i  _  i  \  V 2 V  s2
x  ,  i  82

Z  l  dx  ,  д 2
Х  

(е х х +е в в +е г г )  =  V  X  =  +  f.2  W  +  ~ ^  + y , f 

V  1  c\ dt2  ' 

(2.9)  У 2 ф ­
c\ dt2 

0. 

W a ru nki  brzegowe  łą czą ce  pole  prę dkoś ci  płyną cej  cieczy  wewnę trznej  i  zewnę trznej 

i  drgają cej  sprę ż yś cie  rury  są   nastę pują ce:  warunek  kinematyczny,  wymagają cy  by  były 

równe  składowe  promieniowe  prę dkoś ci  czą stki  płynu  i  czą stki  rury  na powierzchniach 

r  =  a i r =  b 

(2.10) 
Sepy, 

dr  r=a 

dur 

r=a  w  dx 
3 

r=a 

(2.11) 
d<p: 

r = b 

dur 

r  U  dt±­
z  д х  

9 

oraz  warunek  dynamiczny  zapewniają cy  cią głoś ć   naprę ż eń   na granicy  oś rodków 

(2.12)  =  °"J  = 0, 
r=a  \r—a 

(2.13) 
\r=a  "4  d f + u »  д х ) 

(2.14) 
r. f r=4=*= 0 . 

(2.15) 
]r=o 

„  lE<P*  i  г /   8<Р Л  

r = b 

3.  Rozwią zanie  falowe 

Dalsze  rozważ ania  ograniczamy  do  rury  nieskoń czenie  długiej.  Rozwią zania  równań  

(2.1), (2.8) i (2.9) przewidujemy  w postaci 

q>w(r, 6, x,  t) = /(r)cos7i0sin(et>f—kx), 

(p2{r, 6, x,  t) =  p(r)cosnOsu\(wt—kx), 

X(r,  в , X, t) =  g(r)cosnOcos(oot  — kx), 

y>x(r, 0, x,  i)  =  hx(r)sinnOcos(cot—kx), 

г р в (г ,  в , x, i)  =  he(r)cosnes\n(cot—kx), 

yr(r,  0, x,  t) =  hr(r)$innQsm(wt—kx). 

Przez  podstawienie  (3.1) do równań   (2.1),  (2.8) i  (2.9) otrzymujemy  zwyczajne  równania 

róż niczkowe  na funkcje p,f,  g, hi =  hx,  he—hr  =  2h2 oraz  he­\­hr  =  2h} 

B„.„[f]  =  0,  Bn,Sr[p]  =  0,  B„,,r[g]  =  0, 

(3.1) 

(3.2) 

В п .у г Щ   =  0,  Bn+l,yr[h2]  =  0,  B„.x,ir[h3]  =  o, 
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gdzie 

(3.4)  a 2 = ^rJę ^L  _к г , p  = «L _ Л « .  у г  =  «J  .  32 =  ( *>­^ ,) 2 . 
C l   C 2 

Ogólne  rozwią zanie  (3.1) w tym przypadku ma postać  

f(r)  =  A1Zn(ar)+A2Wn(<xr), 

p(r)  =  В М д г )+В 2Ц г а { д г ), 

g(r)=C1Z„(Br)+C2W„(Br), 

( ­ )  A,(r) =  DlZn{yr)+D1Wn{yr), 

h2{r)  =  Ą Z ^ C y O + Ą ł K+ iG w ) , 

A3(r) =  F iZ . _ 1 ( y r ) + Ą ^ . _ 1 ( y r ) , 

gdzie Z„ oznacza  /„ lub J„. a W„ oznacza  AT„ lub Yn  zgodnie  z układem  (w zależ noś ci czy: 

a,  /3, у   lu b ó są  urojone  czy rzeczywiste) 

(3.6) 

\<o—kU„\  <  kcw  и м  
kcw  <  \co—kUw\  Jn(ccr) 

co <  kc2  и м   K(M  Uyr)  Kn{yr) 

kc2  <  co <  kcx  UM  Kn(M  Uyr)  Yn(yr) 

kci  < co  и м   Y„(M  Yn(yr) 

\(o­kUz\  <  kc.  K„(dr) 

kcz  <  \co—kUz\  Y„(dr) 

Ponieważ  f(r)  musi  być  ograniczone  d la r — 0. a p(r)  =  0 dla r =  00, wię c  b ę dzie: 

A2  =  BT =  0. N a podstawie  (2.3)2, każ da z funkcji h, (i =  1, 2, 3) moż e być   przedstawiona 

w  postaci  komb inacji  dwóch  pozostałych, wię c przyjmują c  h3 =  0 ma my:  hx  =  hx, he =  h2l 

K=  ­h2. 

Pola  przemieszczeń ,  odkształceń   i  naprę ż eń   mogą   wię c  być  przedstawione  w nastę pu­

ją cej  postaci: 

ux  =  u — [kg—h,—­  A?— — h­Acosnd  sin(eor—kx), 
\  r  r  I 

ue =  v — (— — g +  h[—kh2\smndcos(cot—kx), 

(3.7)  и , = w =  ^g' — hl~—kh2^cosnOcos(cot  — kx), 

Ł г в   =  \ [~  T  (g'~  f ) + * i # ~  7^ +  T ' h i  +  * * 2 j s i n n 0 c o s M ­ t a ) , 
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e„  ­ \g"­  j  | л ; ­  yj­ A :/ j 2 jcos«9cos (cof­ A :x) , 

axr  =  2/ nexr  — fî 2kg'—h2— у   | л 2 — j  Л 2|— ~­  h{—  A:2A2jcosn0sin(<yr—kx), 

\  2n  I  ,  g\  ht  n2hi 
cr,9  =  2/ г е г е  =  fi  I  —  Ig  ­  yj+Ai  ­ * * 2 —  у   +  ­ у ­  + 

H  &A2 |sinw0cos(co/—kx), 

a„  =  2jue„+XV2x  = 

=­­  7  ( A ; ­ ^ ­ J ­ ^ 2 j 2 ^ ­ A ( / S 2 + A : 2 ) ^ J cos n ecos ( cor ­ A : x ) , 

gdzie  pr imy  oznaczają   róż niczkowanie  wzglę dem  г . 

Wykorzystują c  wa ru nki  brzegowe  (2.10—2.15)  otrzymujemy  jednorodny  układ  oś miu 

równań   na stałe  Al}  B2,  C j , C 2 , Dx,  D2,  El}  E2.  Układ  ten ma zawsze  trywialne  rozwią ­

zanie  Ai  =  B2  =  ...  =  E2  =  0,  odpowiadają ce  niezaburzonemu  przepływowi  cieczy 

i  spoczynkowi  rury.  Przy  pewnych  warunkach  moż liwy  jest  jednak  stan  zaburzony  od­

powiadają cy  przypadkowi,  gdy  nie  wszystkie  stałe  są   równe  zeru .  W a ru nkiem  istnienia 

rozwią zania  niezerowego  jest,  aby  wyznacznik  charakterystyczny  tego  układu  był  równy 

zero.  Z  równań   powstałych  z  wykorzystania  warunków  (2.10)  i  (2.11)  wyznaczono  Ax 

i  B2  w zależ noś ci  od pozostałych  stałych, a nastę pnie  podstawiono  w  ten sposób  otrzymane 

wyraż enia  na Ax  i  B2  do  pozostałych  sześ ciu  równań ,  dzię ki  czemu  obniż ono  stopień   wy­

znacznika  do  sześ ciu.  W  oparciu  o  wzory  rekurencyjne  d la funkcji  Bessela,  warunek  ist­

nienia  rozwią zań   niezerowych  moż na  ostatecznie  zapisać   ja ko 

(3.8)  |Cy|  =  0.  ( U =  1,2  6), 

gdzie 

Cu  =  { 2 « ( и ­ 1 ) ­ а 2 [ ( у 2 ­ ^ )  +  2/ 9 2 ( Я 2 ­ 1 ) ] } г п ( / З а ) + 2 Я 2 ^ п + 1 08 а ) + 

+r,wewa\«2+k2)  nZ^a)~Y^m 
'  w  v  «Z n (aa )—X xccaZn + x ( cca) 

C 1 2  =  2yka2Zn(ya)­2(n+l)kaZn+x(ya)+ 

iw w  v  nZn(jm)—Ai«aZn+i («a) 

(3.9)  С ,з   =  2n(n­\)Zn(ya)­2nl3yaZn+x(ya)+ 

+  r)wi;W(a.2+k2)  "Zfya\  Z„(«a), 
l w  nZn(aa)—XxcuiZn+x(<xa) 

Cu  =  {2n (/ J ­ l ) ­ a 2 [ ( y 2 ­ ^ ) + 2/ 9 2 (A 2 ­ l ) ] } » ' n ( / 9a )+ 2/ S a ^ I , + 1 0S fl ) + 
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С,  = 

С и  

2hyka2Wn  { у  a)­2ka(n+l)Wn+i  (у   а )+ 

+  r]wC2
wa2(oc2+k2) 

2n{n­\)W„(ya)­2nyaWn+l(ya)+ 

+  rjwC2
wa2(a2+k2) 

kaWn+1(ya) 

}iZ„(aa)—  A]  <xaZn+x(aa) 

nWn(ya) 

Z „(aa), 

Z„(aa), 

(3.9) 

nZn{a.d)—Xi  aaZn+l((xa) 

­2n(n­l)Zn(Ba)+2nX2paZn+l(fia), 

yka2Z„  (ya)—2(n+l)  kaZ„+!  (ya), 

­[2n(n+l)­(2X3­l)y2a2]Zn(ya)­2X3yaZn+l(ya), 

­2n(n­\)Wn(Pa)+2npaWn+l(Pd), 

hyka2W„(ya)­2(n+l)kaWn+1(ya), 

­[2n(n­l)­(2h­l)y2a2Wn(ya)­2yaWn+l(ya), 

2nkaZn(fia)­2X2pka2Zn+1(Pa), 

­  (y2­k2)a2Zn+l(ya)+nyaZn(ya), 

nkaZ„(ya), 

C 3 4  =  2nkaWn(pd)­2pka2Wn^d), 

C 3 5  =  hnyaWn{ya)­(Y2­k2)a2Wn+l(ya), 

C 3 6  =  nkaWniya). 

Pozostałe  współczynniki  (od  C 4 ,  do  C 6 6 )  bę dą   miały  analogiczną   postać   (C4i  jak  C n ,  C 4 2 

jak  C 1 2  itd), z  tym, ż e  należ y  zastą pić  

C 2 1 

C 2 2 

С г з  

(Г 24 

C 3 2 

c 3 3 

'Л ­ f z,  a ­ >Ł,  Z„(ar)­+  W„{dr),  %­*8, 

a  mianownik  [ «Z„(aa )— Ai a a Z n ł ,(aa)] zastą pić   mianownikiem  [nWn(db)—dbWn+1(db)]. 

Wielkoś ci  A ;  (i  =  1, 2, 3)  przyjmują   wartoś ci  + 1  lub  — 1  (w  zależ noś ci  czy  a,  fi,  у   są  

rzeczywiste  czy urojone),  zgodnie  z  tabelą  

(3.10) 

a  urojone  -> /„(ar)  A,  =  ­

a  rzeczywiste  Л ( а г )  A,  = 

/? urojone  /„(/Sr),  В Д г )  A 2 =  ­

/3 rzeczywiste —»  Л О З г ),  r.(j8r)  A2  = 

у   urojone  —• h(yr),  Kn(yr)  A3  =  ­

у   rzeczywiste  Uyr),  Yn(yr)  A 3  = 

U w a g a :  W  pracy  BOBESZKI   [2]  popełniono  pomyłkę   rachunkową   przy  ob liczaniu 

współczynników  C, ; , pomyłkę   tę  powtórzono  prawdopodobnie  za pracą   GAZIS A  [5]. W  Cn, 

C 4 i ,  , C 1 4  i  C 4 4  zamiast  ( y 2 ­ l )  winno  być :  [ ( у 2 ­ 1 ) + 2 Ł 2 ( А 2 ­ 1 ) ] ,  a w  C 2 3 ,  C 2 6 ,  C 5 3  i  C 5 6 

wyraż enie  y2k2a2  winno  być   pomnoż one  przez  (2A 3—1). 
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4.  Rozwią zania  szczególne 

Równanie  (3.8)  opisuje  zwią zki  dyspersyjne  dla  gruboś ciennej  ru ry  opływanej  we­

wną trz  i  na zewną trz  przez  płyny.  W  szczególnych  przypadkach  ten  bardzo  skompliko­

wany  warunek znacznie się   upraszcza. 

W  przypadku  fali  stoją cej  (k  — 0)  wyznacznik  redukuje  się   do  iloczynu  dwóch pod­

wyznaczników 

(4.1)  AŁ>2  =  0 , 

gdzie 

(4.2)  A  = 

Cu c 1 3  Cu Ci  6 

c2l  C24  c26 

С 41  C44 C46 

С  51  c 5 3 
C54  c56 

£>,= 
C 3 2 

С б 2 

C35 

C o 5 

Rozwią zania  niezerowe  istnieją ,  jeś li  przynajmniej jeden  z  podwyznaczników  jest  równy 

zeru .  Przy  Di  =  0  stan  odkształcenia  jest  płaski,  przy  D2  =  0  zachodzą   podłuż ne  drga­

nia  ś cinają ce  (oba rodzaje  drgań   niezależ ne od  x). 

W  przypadku  fal  osiowo­ symetrycznych  (и  =  0)  warunek  istnienia  rozwią zań   nie­

zerowych  (3.8)  redukuje się  do 

(4.3) 

gdzie 

(4.4) 

D3D4  =  0, 

D3  = 

Cu C12 C] 4  С , 5 

C 3 ,  C32  C34  C 3 5 

C41  C 42  C44  C 45 

c «  c 6 2  С б 4  c 6 5 

2>4  = 

С 2 з  

C53 

C 26 

C 56 

Przy  D 3 =  0  powstają   fale  podłuż ne  osiowo­symetryczne  (tylko  przemieszczenia ur  i  ux). 

Jeś li DĄ   =  0, to przypadek fal skrę tnych  (tylko  przemieszczenia  u9). 
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Р е з ю м е  

К О Л Е Б А Н И Я   Т О Л С Т О С Т Е Н Н О Й   Т Р У Б Ы   О Б Т Е К А Е М О Й   В Н У Т Р И   И   С Н А Р У Ж И  

Ж И Д К О С Т Ь Ю  

В   р а б о т е   р а с с м о т р е н ы   с о б с т в е н н ы е   к о л е б а н и я   б е с к о н е ч н о й ,  у п р у г о й   т о л с т о с т е н н о й   т р у б ы . 

Т р у б а   о б т е к а е т с я   в н у т р и   и   с н а р у ж и   д в у м я   р а з л и ч н ы м и   с ж и м а е м ы м и   и   н е в я з к и м и   ж и д к о с т я м и . 

П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о   о б е   ж и д к о с т и   т е к у т   в   н е в о з м у щ е н н о м   с о с т о я н и и   т р у б ы   п а р а л л е л ь н о   е ё   о с и . 

С в е р х   т о г о ,  с ч и т а е т с я ,  ч т о   п е р е м е щ е н и я   в   т р у б е   б е с к о н е ч н о   м а л ы   и   м о ж н о   п р и н я т ь   л и н е а р и з о в а н ­

н ы е   у р а в н е н и я   д в и ж е н и я   ж и д к о с т и   и   л и н е й н ы е   к р а е в ы е   у с л о в и я .  О к о н ч а т е л ь н о е   р е ш е н и е   з а д а ч и  

д а н о   в   в и д е   д и с п е р с и о н н ы х   с о о т н о ш е н и й .  Р а с с м о т р е н ы   д в а   ч а с т н ы х   с л у ч а я :  о с е с и м м е т р и ч е с к и е  

к о л е б а н и я   и   в о л н ы   н е з а в и с и м ы е   о т   к о о р д и н а т ы   в д о л ь   о с и   т р у б ы . 

S u m m a r y 

V I B R A T I O N S  O F  A  T H I C K ­ W A L L E D  T U B E  I N  I N T E R N A L  A N D  E X T E R N A L  F L O W S 

O F  F L U I D S 

Vibrations  of  infinitely  long,  elastic  and  thick­walled  tube  are  considered.  The  tube  is  assumed  to 

be  in two  flows ­  internal  and external ­  of  two  different  but both  compressible  and non­viscous  flu ids. 

In  addition,  in the case  of  the  tube  in rest,  both  flows  are  assumed  to  be  uniform  with  velocity  parallel 

to  the tube.  Moreover,  infinitesimal displacements  of  the tube  as well  as  linear equations  of  fluids  motion 

and  linear  boundary  conditions  are  applied.  The  final  solution  of  the prob lem  in question  is  presented 

in  the form  of  dispersion  relations.  The  paper  is illustrated by  two  cases:  of  axially  symmetric  vibrations 

and  infinite  wavelengths. 
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