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W nieliniowej teorii sprezystoéci znanych jest dotychczas zaledwie kilka §cistych roz-
wiazan (por. [1]1i [2]). Spowodowane to jest faktem, Ze réwnania nieliniowej teorii sprezys-
toéci sa znacznie bardziej zloZzone niZ teorii liniowej. Ta zlozonoéé ogranicza w istotny
sposob mozliwo$¢ uzyskania rozwiagzan ogélnych.

Praktycznie biorac istnieje szansa rozwiazania zagadnienia nieliniowego je§li sprowadza
si¢ ono do jednego réwnania rézniczkowego zwyczajnego. Nalezy podkreslié, ze nawet
w przypadku, gdy poszukiwane funkcje sa funkcjami jednej tylko zmiennej, na ogét
otrzymuje si¢ nie jedno réwnanie, a ukfad rownan rézniczkowych zwyczajnych, co wobec
nieliniowos$ci uniemozliwia rozwigzanie.

W niniejszej pracy przeprowadzono obliczenia dla dwdéch odksztalcen, dla ktérych
zagadnienie sprowadza si¢ do rozwiazania jednego réwnania rézniczkowego zwyczajnego.

1. Podstawowe zaleznosci

Przed przystapieniem do obliczen konkretnych przypadkéw podamy tutaj za praca
[1] podstawowe zalezno$ci dotyczace nieliniowej teorii sprezystosci. WprowadZzmy dwa
na ogot rézne uklady wspéirzednych: uktad {x'} z tensorem metrycznym g;; oraz uklad
{X°} z tensorem metrycznym g,5. Wspoirzegdne typowego punktu P rozwazanego ciala
w stanie naturalnym w ukladzie {X°} oznaczmy przez X*. Wspétrzedne tego samego punktu
w stanie odksztalconym w ukladzie {x'} oznaczymy przez x°

1.1 xt = x'(X?).
Czastkowe pochodne funkgji x/(X®) wzgledem X*
(1.2) F! = ax'[ox*

nazywamy . gradientami odksztalcenia. Lewy tensor Cauchy-Greena zdefiniowany jest
przez zwiazek

(1.3) BY = FiFjg”,

a jego niezmienniki przez zwiazki
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Il = Bl‘)
1 .

(1.4) I =5 [ —(B)],

13 - det B;,
przy czym
(L.5) (BZ)U = BirBjsgrs'
Jesli deformacja jest izochoryczna
(1.6) L=1.

Dla rozwazanych dalej izotropowych nieécisliwych materialdéw sprezystych tensor
naprezenia '/ okre§lony jest zwigzkiem
(1.7) T = 51 B+ x,(B%) +pgt,
gdzie p jest dowolna funkcja skalarowa, a y, i ¥, funkcjami niezmiennikéw 7, i I,. Funkcje
te sa funkcjami materiatlowymi, charakterystycznymi dla danego materialu. Réwnania
rownowagi sa
(1.8) Vi1V =0,
gdzie V; oznacza rdzniczkowanie kowariantne w ukladzie {x'}. Obciazenia brzegowe
' odniesione do jednostki powierzchni w stanie odksztalconym okre§lone sa zwiazkami
(1.9) = 1n;,
gdzie n; jest jednostkowa normalna do powierzchni ciata w stanie odksztalconym.

2. Deformacja klina

Rozwazmy deformacje, ktéra w ustalonym walcowym ukiadzie wspotrzgdnych opisana
jest zwigzkami

r = Ra(0),
(2.1) ¥ = p(0),
z = AZ,

gdzie a oraz f sa pewnymi funkcjami, a A ustalonym parametrem. Jak wynika z (2.1)
plaszczyzny Z = const przechodza w plaszczyzny z = const, a linie proste & = const
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w linie proste & = const. Okrg¢gi R = const nie przechodza przy tym w okregi r = const,
lecz doznaja pewnego znieksztalcenia opisanego funkcja a(®). Celem dalszych rozwazan
jest takie okreélenie funkcji a i B, zeby deformacja byta mozliwa.

Oznaczajac x' = (r, &, z), X* = (R, 0, Z) mamy

B A

10 0 (1 0 o0
(22) 8ij = 0 r2 0 s gij: 0 1/"2 0 ,
0 0 1] (U] 1
[1 0 0] [1 0 0]
2.3) gp=|0 REO|, g¥=|0 1/R* 0].
0 0 1] |0 0 1]
Obliczajac teraz w oparciu o (2.1) gradient odksztalcenia F} otrzymujemy
o Ra" O
2.4 Fl=1]0 p 0},
0O 0 1

gdzie primem oznaczono rézniczkowanie wzglegdem @. W oparciu o (1.3), (1.4) oraz (2.2)
(2.3) mozemy teraz wyznaczyé tensor B oraz (B%)Y

o +a?  «B/R O

2.5) B =|a'f/R B?/R* 0|,
0 0 A2
(o + "%+ a2a'28? a'B (@ +a2+a?f?/R O
(2.6) (BY = | (P +a*+a?fH)R (o +02)/R 0
0 0 ral
Zgodnie z (1.4) pierwsze dwa niezmienniki tensora BY sa
@.7) I = a+attalf?4 2,

I = '8+ (I, — 22).

Dla rozpatrywanego tutaj materialu nieécisliwego zgodnie z (1.6) trzeci niezmiennik

I, jest réwny jednoéci; obliczajac ten niezmiennik i przyréwnujac go do jednosci otrzymu-
jemy

2.9) A2 = 1,
skad wynika
' 1 r 1

Warunek niesci$liwosci jest wigc spetniony jesli zachodzi (2.9), lub (2.9),. Dalsze roz-

wazania ograniczymy do przypadku, kiedy zachodzi (2.9),. Podstawiajac (2.9) do (2.5)-(2.7)
otrzymujemy :

1 o
2, p2 1
o*+p R &1 0
(2.10) Bi=|1 o 1 ol
R 22 o2

a2
0 0 A
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I , a? 1fa o o l
@+ + o 7(7+m+ﬁ) 0
(2.11) BY=|1{a¢ o« o 1{a? 1 )
®Rat et ar merten) ©
0 0 ol
1 1
(2.12) Il = 12+a2+a,2+a27, 12 = F—}‘}.Z(Il—}.)z.

Jak wynika z (2.12) niezmienniki I,, I, sg jedynie funkcjami kata @, nie sa natomiast fun-
kcjami promienia r. Fakt ten istotnie upraszcza dalsze obliczenia.
Przejdziemy teraz do wyznaczenia naprezen t'. (Zgodnie z (1.7) mamy

= 1 (? +a2)+x2(a“+a"‘+24 a2+ a'?)+p,
2.[22 _ x }. o 2_}_x2(1 Za—ZaIZ_}_}. 4 —4)_}_p’ -
(2.13) ™ =g }.2—}—)52}.4—}—‘0,
= y Ao (A e + A e e A%,
o,

W walcowym ukladzie wspolrzednych réwnania réwnowagi (1.8) przyjmuja postac

a11 azl 1 1,222\ __
27 +%r +7(r r’z¥#%) =0,

(214) _aa_rrlz_}_aa_ﬁ.[ZZ_}_%TlZ — 0’
a 33
'a—zT =0,

Zgodnie z (2.1) i (2.9) nalezy przy tym pamietaé, ze d/dr = a™' d/dR, d|d} = 1/f' d/dO =
= Aa? d/dO. Podstawiajac do powyzszych réwnan (2.13) i uwzgledniajac (2.12) otrzymu-
jemy

pb_
3_R_ LI(R’ 0)9

op _
(2.15) 56— DR 0),

op
z="
gdzie

(2.16) RLI(Ry 0) — xl(a ___}.—2 —2+aan)+
+x (a — A 4 -4 3}-_2(112—]"3&2&’2—}"“3 H_}_3aa/2 u)+

| %11 23
1272 22,2 2
+20' % (a® +aa’ — A% )((.)I1 + A A +

aXZ _}_12 3752)

+2a/2(a2+aa//_l—Za—Z)(aZ_}_alZ_}_l—Za—Z)( i a7
1 2
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.17 Aa?L,(R, O) = 2x2(aa’l“+a’a"l"1—3a’a_31‘3)+

o~ axl 2 axl 2 1 a-2, -2
+ (311 +2 A (4o —272a"%) 4

+ —( 71 +-12 ?;2 ) (o oo’ — A% 2) (a2 A 2a72),
2

Z réwnania (2.15); wynika, Ze p nie zalezy od Z, p = p(R, @). Koniecznym warunkiem
istnienia funkcji p jest wigc

oL, dL,
(2.18) 20 ~ 3R’

co wobec niezaleznoéci L,(®) od R prowadzi do wniosku, ze L (R, ©) nie zalezy od .
Zgodnie z (2.15), warunkiem réwnowagi jest wiec

11 (=220 2 4o )+ g (et — A4 30Pa' 2 — 3420 2 - oo’ + 3o 2+ A2 L)

(2.19) +2a '2( Z% +22 ?;z )(a2+aa”—l‘za_z)(az—i—a’z—i—l‘za_z)—{—
2

+2a’2( ?2 + 22 ?2 )(az—i—aa”——l‘za_z) =H
gdzie H jest dowolna stala. Zwiazek ten jest nieliniowym zwyczajnym réwnaniem réznicz-
kowym pozwalajacym wyznaczy¢ funkcje a(®). Rozwigzanie réwnania (2.19) mozliwe
jest jednak dopiero po podaniu funkcji xi(ly, L) oraz x,(I, L,).

Dalsze rozwazania ograniczamy do materiatu, gdzie y, jest stala materialowa, a 7,
jest rowne zeru (tzw. neohookean)

(2.20) n=C, x1=0.
Dla tego materialu (2.19) redukuje si¢ do réwnania
| ., 1 _H
(221) oo _W = ?
Oznaczajac
(2.22) «'(0) = %(x(9)),
mamy
d
(2.23) o = xd—z.
Roéwnanie (2.21) mozna wige przedstawié w nastepujacej postaci
dx H 1
@29 Al
skad wynika, ze
I H 1 I
25 =" lnag ——|ar+ ——
(2.25) 2%’ ¢ lna 2(0: +12a2)+D’

gdzie D jest stalg calkowania. Ponowne catkowanie prowadzi do
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fH 1\
(2.26) 0= f(clnaz—az—ﬁ) do+E,
1

gdzie E jest stala catkowania. W ten sposéb okreélona zostala dwuparametrowa rodzina
deformacji mozliwych w materiale (2.20).
Je§li H = 0, to ogélnym rozwiazaniem réwnania (2.26) jest

2.27) a(0) = ]/xzcosz(O—Go)—}—x%zsinz(Q—Qo) ,

gdzie 6, oraz » sa dowolnymi stalymi. Deformacja (2.27) jest deformacja jednorodna.
W przypadku H # 0 funkcja «(®) nie daje si¢ wyrazi¢ przez funkcje elementarne.
W celu pokazania jakiemu odksztalceniu odpowiada (2.26), wykonano odpowiednie

0
241

20F
16+
12r
a8t

04}

7057

2

Rys. 2

5
20r
16|

12|

a8

Gar

20 6 8 12§ Rr
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obliczenia numeryczne dla H= C, D =4, E =0, A = 1. Na rys. 2 pokazano obliczona
2 -172
dla tych wartosci funkcjg v = (D+H lna——az—ﬁ) oraz jej calke, ktora jest poszu-

C
kiwana funkcja @(e). Na rys. 3 pokazano funkcje «(€) oraz funkcj¢ S(@). Na rys. 4 po-
kazano klin nieodksztalcony i odksztalcony. Po odksztalceniu punkty 0', 1’, 2’, ... prze-

chodza w punkty 0, 1, 2, ... .

3. Deformacja stozka

Istnienie deformacji (2.1) sugeruje, Ze podobna deformacja jest rowniez mozliwa,
jesli walcowy uklad wspolrzednych zastapié¢ kulistym. Wykazemy, Ze tak jest w rzeczy-
wistoscl.

Rozwazamy deformacjg, ktéra w ustalonym kulistym ukladzie wspStrzednych opisana
jest zwigzkami')

r = Ra(6O),
(3.1) ? = p(0),
=19,

gdzie a oraz B sa pewnymu funkcjami. Celem dalszych rozwazan jest takie okreflenie
funkeji o i B, zeby deformacja byla mozliwa.
Oznaczajac x' = (r, 9, ¢), X* = (R, 0, @) mamy

10 O (1 0 0
(3.2 g;=|0 7 0 |, g/=|0 1* 0 ;
0 0 r’sin?d [0 0 1/r%in%$
10 0 [1 0 0
3.3) gs=|0 R* O , &8=10 1/R? 0 .
0 0 R%in®@ [0 0 1/R%in%@
Obliczajac teraz w oparciu o (3.1) gradient odksztalcenia F} (1.2) otrzymujemy
a Ra' O
(3.4) =10 g 0],
00 o

gdzie primem oznaczono rézniczkowanie wzglgdem 6.

W oparciu o (1.3), (1.4), (3.2)i (3.3) mozemy teraz wyznaczyé tensory B i BY B* g, =
= (B, a mianowicie

a4 ioz'ﬂ’ 0
R
(3‘5) BU = Q! l /.
«p Fﬂ 2 0
0 1/R%in%@

1) Deformacjg nieco ogblniejsza rozwazat w 1967 r. R, M. Christensen [3], popelnit jednak omylke
w obliczeniach tensora B/, ktéra rzutuje na dalsze obliczenia.

7 Mechanika teoretyczna
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@+ a0

(6 B = | B @) Y 0
o sin?f
- 0 0 R 5in‘6 |

Zgodnie z (1.4) pierwsze dwa niezmienniki tensora B/ sg
' sin’g

I, = 2+ a2 4-a?f*+o? Tl

3.7
L = a‘ﬂ”+a2(oc2+a'2+a2ﬂ’2)—5in2ﬂ .
sin%@
Niezmienniki te sa wiec tylko funkcjami kata 6.

Dla rozpatrywanego tutaj materialu niefci§liwego zgodnie z (1.5) trzeci niezmiennik
jest réwny jednosci. Obliczajac ten niezmiennik i przyréwnujac go do jednosci otrzymuje-
my warunek niesci§liwosci
(3.8) a®8’%sin’f = sin%6.

W stosunku do (2.8) zachodzi tu ta réZnica, Zze (3.8) jest réwnaniem rézniczkowym ze
wzgledu na .

Ograniczymy si¢ dalej do przypadku, kiedy kazda z wielkoéci w (3.8) jest dodatnia.

W tym przypadku po wyciagnieciu pierwiastka z obu stron (3.8) otrzymujemy

sin20 \'*
3.9 o= (m) .
Deformacja jest wigc izochoryczna je§li zmianie kata towarzyszy okreflona przez (3.3)
i (3.1) zmiana promienia r.
Zgodnie z (1.7) naprezenia 7V s3

T = g (@@ +a?)+ (e + ot 2020+ a?a )+ p,
r’v? = pa®f+ oo+’ ) +p,

. 2 332 = sin’f L sin‘f
(3.10) rit¥%in*d = y,? so T g TP
”12 —_ xlaarﬂl+x2aarﬂr(a2+a12+a2ﬂ12)’

P =171=0,

a réwnania réwnowagi (1.8) w rozpatrywanym kulistym ukladzie wspélrzgdnych przy-
bierajg postaé

a 11 a 21 1 11 2,22 2,333,112 1 .
¥TS +—('3-13_‘T +T(ZT — 22 —ry3sin?$)+Plctgd = 0,
d 12, 9 2, 2 332 _

@3.11) T +3—1912 +-T 4+ (@2 —=%in*H)ctgd = 0,
0

—¥ =0,
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przy czym zgodnie z (3. 1)— = =

Dla oszczgdnoéci miejsca ograniczymy dalsze rozwazania do neohookeanu [por.
(2.20)]. Dla tego materiatu (3.11) redukuje si¢ do

op 1 " o, @B’ 2 smzﬂ cosf |
sﬁixl(z“z““ o —aftt = w6 TP g ) =0
20’ 4 208’0 + oy 2Sinfeosp
(3.12) /3 30—{—11 (aaﬂ + 200’ 4 208’ o’ +aff *ctg f— S0 = 0,
op
0Z

Jak wynika z (3.12); funkcja p nie zalezy od Z, p = p(R, O).
Wobec tego, Zze (3.12), nie zalezy od R mamy 42p/dROO = 0. Warunkiem istnienia
P jest wigc

’r sa2
(3.13) 20430’ o’ —aff 2+ aaﬂﬂ o? ssil:zg +ao’f’ctgf = const,

Po podstawieniu (3.9) do powyzszego warunku, otrzymujemy jedno zwyczajne réwnanie
rézniczkowe na funkcje #(@). Réwnanie to jest jednak bardzo skomplikowane i nie udato
si¢ znalezé analitycznego rozwiazania tego réwnania. Rozwigzanie numeryczne mozna
znalezé w spos6b podobny jak w czg¢éci drugiej dla odksztalcenia plaskiego.
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Peswome

KOHEUHGLIE JEPOPMAILIMHA VIIPYTOI'O KJIIMHA U KOHYCA

PaccmaTpuBaeTcsl KOHeUHasl ynpyras OedopMauis HECOKMMAeMOro KivHa. TOukM KiIMHA mopaBepra-
JOTCA TAKMM PaJHAILHEIM H OKPY)KHBIM IIEPEMELLIEHMSIM , YTO TJIOCKOCTH B NPEAENax KOTOPLIX HAXOAWTCH
Kpait KJINHA, OCTAIOTCA IUIOCKOCTAMH. [TOKa3aHO, YTO AA TOTO 9YTOOHI ONpPEeeHTh HANPsDKEHHOE U Je-
dopmupopanHoe cocToAHME, CIERyeT PElNTh anpdepeHuUMaNbHOS YPABHEHHE BTOPOro MOPAJKA. DTO
VPaBHEHHE pelIaeTCA JUIA CIyyasd, KOTAA MATepHAIOM SBJISAETCA TaK Has. Heorykuad. JaeTcs ofmO
YHCIIEHHOE DelleHue. ’

AHanoruuHpie pelieHMA NPOBOSWIMCH IS KOHYCZ, KOTOPBIH MOABEPraeTCs TAKON OCECHMMETPM-
4ecKol JehopMaLMM, UTO MpSMbIE, MPOXOJALIME Yepe3 BEpPLIMHY KJIMHA, OCTAIOTCA IIPAMBIMH.

e
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Summary

FINITE DEFORMATIONS OF AN ELASTIC WEDGE AND CONE

The finite deformations of the elastic incompressible wedge are investigated. The points of the wedge
suffer radial and transversal displacements, such that the surfaces & = const remain plane. It is shown,
that in order to find the stress and strain, it is necessary to solve a second order ordinary differential equ-
ation. This equation is solved for the neo-Hookean material. The numerical solution is given.

Similar investigations are performed for an elastic cone under axially-symmetric deformation in such
a manner that the surfaces # = const remain the conical surfaces.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 pazdziernika 1968 r.



