MECHANIKA

TEORETY CZNA

I STOSOWANA
3, 7 (1969)

ZASTOSOWANIE GRAFOW PRZEPLYWU DO PEWNYCH ZAGADNIEN
MECHANIKI BUDOWLI

JacEk P1ETRZAK, KazZIMIERZ WRZE§NIOWSKI (POZNAN)

Artykul niniejszy zawiera omoéwienie graféw przeplywu, ich koncepcji oraz sposobu
rozwigzywania. Rozpatrywany typ graféw, zaproponowany przez MASONA [6], stanowiacy
pewien system algebry graficznej, ze wzgledu na swéj ogdlny charakter wykorzystywany
moze byé w dziedzinach rézniacych si¢ znacznie charakterem fizycznym od dziedzin
zasadniczych zastosowan — elektroniki, elektrotechniki, teorii modelowania. Celem arty-
kuhu jest zwrdcenie uwagi na stosunkowo malo znany w kraju aspekt zastosowan graféw
przeplywu do zagadniefi mechaniki budowli. W dziedzinie tej grafy przeplywu wykorzy-
stywane moga by¢ dla graficznej reprezentacji metod obliczeniowych, co poza korzysciami

natury pojeciowej [1, 2, 4] pozwala osiagnaé w pewnych przypadkach réwniez oszczednosci
w zakresie nakladu pracy obliczeniowej [3].

1. Wprowadzenie

1.1. Rozwazmy zbidr A4 ztozony z elementdw ay, ay, ..., a,, a,,; 0 przyporzadkowanych
im znakach punktu, zwanych dalej wierzcholkami. Z elementéw zbioru A utwérzmy

a, a; - aJ --:- an an+7
a, [R|R R . |R

a, R|R|1|R|I|R
R SO N MO G
g RIR|I|R|i]~
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a R|R|:|R|IIR
ae[RR|T[R]{]R
Rys. 1

iloczyn kartezjaniski AX 4 i okre§lmy w zbiorze A relacj¢ polaczen zorientowanych R
(rys. 1) zdefiniowana nastgpujaco:

a; Ra; < a;; = 1, gdy istnieje potaczenie migdzy elementami a; oraz a;, w kierunku
odidoj. Relacji R przyporzadkujemy znak linii }aczacej wierzchotek a, z wierzchotkiem gy,
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opatrzonej strzalka wskazujaca kierunek polaczenia, zwanej dalej krawedziq zorien-
towanq by;.
Zbior wierzchotkdéw oraz krawedzi zorientowanych bedziemy nazywali grafem skie-

rowanym.
1.2. Rozwazmy uklad n niezaleznych réwnan liniowych, zapisanych w formie réwnania

macierzowego:
1.2.1 FX =Y.

Wykorzystujac pojecie macierzy jednostkowej E (o wymiarze nXn) zapiszmy réwnanie
(1.2.1) w réwnowaznej postaci:

X
(1.2.2) | [F+E —E] [Y] =X.
O macierzy Y zalézmy, ze mozna ja przedstawié jako iloczyn
(1.2.3) © Y=yauK=Ky,

dowolnie obranego parametru y,.;, zwanego réwniez zrodlem Z ukfadu oraz wynika-
jacej z tego doboru macierzy K. W ponizszych rozwazaniach przyjmijmy jako warto$é
parametru y,,1 jedno$é. , '

Wprowadzajac zalezno$§é (1.2.3) do réwnania (1.2.2) moZemy napisaé:

X
.m+E-Eﬂ&)J=x.

Wykorzystajmy wlasno$ci macierzy jednostkowej:
_E'Kyn+l = —‘KEyn+l = _Kyn+l

i zapiszmy powyZsze réwnanie w nastepujacej postaci:

(1.2.4) [F+E —m[x ]=x.
Yn+1 _

Z pierwszej macierzy wystepujacej w réwnaniu (1.2.4), poprzez dodanie wiersza o ele-
mentach zerowych, utworzmy macierz kwadratowa :

F+E —K
125 s[5 o]

i poddajmy ja transpozycji. Otrzymamy wéwczas macierz C:

F+ET O FT+E O
120 cwr o [®TH O] TR O]

1.3. Wezmy pod uwage graf skierowany, zdefiniowany w punkcie 1.1. oraz uklad
réwnan okre$lony w punkcie 1.2. Wierzcholki grafu ay, ay, ..., a, 0raz a,,, potraktujemy
odpowiednio jako reprezentacje zmiennych zaleznych Xi, X3, ..., X, oraz #rédla y,,,
ukladu réwnan (1.2.1). Krawedziom b;; grafu przyporzadkujemy odpowiednio wielkosci
Cyy, zwane dalej transmitancjami, bedace elementami macierzy C.
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Dla grafu skierowanego, o nadanej w ten sposéb interpretacji, zdefiniujmy operacje
dodawania i mnozZenia przez operator, okreélajac wielko§¢ zmiennej X, reprezentowane;j
przez j-ty wezet grafu, jako sume iloczynéw utworzonych z transmitancji Cy; krawedzi by
dochodzacych do j-tego wezta oraz zmiennych weztéw poczatkowych tych galezi:

(1.3.1) X, = ZCini+Ci.n+lyn+l-
i

h IA
FX=Y=Kyp,, | C= [_’;—(’rf g}

B Cncrzcla
F= gg/ ng.] ’ C=| Cp1Cp Ly |=
L 2 C31C32C3
_[x]. a,*las 0
X= ! — 1714
_/Y21| ! - Qap aﬂ‘7 0
) K, Ry O
LR
K= kz’] 1904129372

= ' a,+lay az 0
a, Q2 an3 yrloH 8

1az;, O
F= | o= @z %ax:
21 922 Oz3 | » Q3 Gy 4310
Laar Q32 35 ~ky kg k3 O
X,
X= X |0
X3
A,
K= Ko| 19nesYa™
L 43
[y as Q73 Au 1(11,,+l 22’,7
F={ 02 Q22 Q2302 c=| a2 a2223
a3 Q32 Q33034 2 a
| Gar Qg2 Oq3Q4g -k’,d -/2;
—XI . k! a:” aH 0
X= X, K= K ay ap 0
T X3 K A33+! Gy g
Xq k4 Q3q (144'70
- : —kJ 'k4 0
Yne1=Ys =2,

Rys. 2
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Graf o okre§lonych powyzZej wladciwosciach, reprezentujacy w sposob jednoznaczny
uklad réwnan liniowych, bedziemy nazywali grafem przeplywu. Na rys. 2 przedstawiono
grafy przeptywu odnoszace si¢ kolejno do ukladéw dwoéch, trzech i czterech réwnan
liniowych. Na podstawie powyzszych schematow nietrudno narysowaé jest strukture
grafu dla ukladu réwnan liniowych o dowolnej liczbie niewiadomych.

2. Rozwigzanie grafu

2.1. Przez rozwiqzanie grafu przeplywu rozumiane jest okreSlenie na podstawie grafu
wybranych zmiennych zaleznych jako funkcji zmiennych niezaleznych. Rozwigzanie
otrzymane moze byé za pomoca metody redukcji, polegajacej na przeksztalceniu grafu
pierwotnego w graf zastepczy, w ktérym uwidocznione sg bezpo$rednie relacje migdzy
wybrang zmienng zalezna a zmiennymi niezaleznymi albo za pomocy metody bezposredniej,
wykorzystujacej regule MAsoNA [6], wedtug ktérej wielko$¢ zmienne] zaleznej X; wynosi*:

;Gkbk
2.1.1) Xy =—p—Inet>

gdzie y, 1 jest Zrédiem ukiadu. Pozostale wielkosci wystepujace we wzorze (2.1.1), ustalone
na podstawie inspekcji grafu, oznaczaja odpowiednio: transmitancj¢ (Gi) Sciezki
otwartej y,,1~X;, czyli transmitancj¢ takiego ciggu zgodnie skierowanych krawedzi,

Yg=2Z,=1

-200
3750

)
X, OE q 45000 X
0,1875 ° 0,500
\\""Illllr ‘||I|I55§Ef’ 3,500
N2

27500

-6,00

Rys. 3

biegnacych od wierzchotka y,,, do wierzchotka X;, ktdéry nie przechodzi przez zaden
wierzchotek wigcej niz jeden raz; wyznacznik (Dy) czesci grafu, ktora nie styka sie
z k-ta §ciezka otwarta; wyznacznik (D) grafu.

Wyznacznik grafu (lub czgéci grafu) obliczany jest za pomoca wzoru*

@1.2) D=1= ) Put D Pra— 3 Purt ...,
w ktérym P, jest iloczynem transmitancji w m-tej kombinacji » — nie stykajacych sig¢
Z soba petli.

Jezeli graf posiada kilka zrédel: Z; = y,.1; Z2 = Vns25 Z3 = Vn435---» €O 2achodzi,
gdy graf reprezentuje kilka powiazanych ze soba ukladéw réwnan, wtedy przy obliczaniu

* wyprowadzenie wzoréw (2.1.1) i (2.1.2) moina znale#¢ réwniez w pozycji [7] (s. 27-29).
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6y=-2,000-0,1875=-0,3750
0,= 1,000-3,500=-2,500

£,=-2,000+0,500-0,375 =-0,375
B,= 1,000

6y =-6,000-0,500-0,/875=-0,5625
Dy = 1,000

G4 =-6,000-0,375=-2,2500

XS Dq= 1,000-2,750=-1750

P4

—— -

2750
Z'G,( Dy =(-0,375)(~2,500)+(-0,375)- 1,000+ (- 0,5625)- 1000+
ka1 s (2,250)(C4750)=+ 34

Rys. 4

zmiennych zaleznych za pomoca wyrazenia (2.1.1) stosujemy superpozycje Wplywow
poszczegolnych Zrddet.

2.2. Przyktad. Dla zilustrowania metody bezposredniej rozwazmy graf z rys. 3 repre-
zentujacy uklad réwnan:

0,2344 X, +0,1875 X,+0,3750 X; = 0,0,
0,1875 X, 41,7500 X,+0,5000 X; = 2,0,
0,3750 X,4-0,5000 X,+2,5000 X3 = 6,0.
Analizg grafu prowadzaca do okreélenia wielko$ci X; podano na rys. 41i 5.

Pozostale zmienne X, i X; obliczono w sposéb podobny; wynosza one odpowiednio
0,871 3,07.
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3. Zastosowania

Charakter graféw przeptywu, oméwiony powyzej, implikuje mozliwoéci wykorzystania
ich w mechanice budowli do obrazowego przedstawienia struktury obliczen statycz-
nych — zaréwno ich fragmentu, jak i calego kompleksu — przy czym narysowanie grafu
przeplywu reprezentujacego dany uklad dokonane moze by¢ niejednokrotnie wytacznie

o7

12344 Q%‘
B0 ANE
r°{ ”, ‘:’

Ay

Mga Rgs Mgc  Rac ce  Res Mo Roc  Reo
" Rys. 6
q=3,07/m
N | 0 \
c 27
g J
V."
]
<

2
3
i

h=4,0m
g

*

4 Mechanika Teoretyczna



280 J. PiIETRZAK, K. WRZESNIOWSKI

na podstawie bezposredniej analizy ukladu, tj. bez zapisywania réwnan charakteryzu-
jacych uklad.

Na rys. 6 zamieszczono przykiad grafu przeptywu odnoszacego sie¢ do obliczania sit
poprzecznych i momentéw zginajacych w ramie przedstawionej na rys. 7. Czeéé grafu
wyrdzniona grubszg linia reprezentuje ukiad réwnan kanonicznych metody odksztalcen;
czg$¢ pozostata odnosi si¢ do obliczenia wielko$ci momentéw i sit poprzecznych w oparciu
o rzeczywiste wielkosci 4,, @, i ; oraz wielkosci momentéw i sil wyjsciowych. Obie czeéci
grafu polaczone ze soba pozwalajg na wyznaczenie na ich podstawie dowolnej ze zmien-
nych zaleznych: Mp,, Rpas Mpc, ..., Rpc bez koniecznoéci liczbowego okre§lenia prze-
mieszczen 4,, ¢, 1 p;. Podstawg ustalenia transmitancji galezi grafu z rys. 6 jest analiza
przedstawiona na rys. 8.

$3=1

9,21 3£ $3=1
Mﬁf —4—=0,750£\7 MJAJ =0

2r'=v00469 7 | REF'=—gnzsEs | RV =0
8y=1 = =
Mac' =Sfevgise| MLy | M =g5es
Rod'=+0875e7 | RBT=0375 67 | AEE=037567

P ML 40,375 £3 Mf" —os50067 | ME'=£7

’E'=00875 69 | REET=-037567 | RE=~0,375 £3
ME =0 mE7=0 ML 158
REET=0 REF=0 RE= 0,375 £
rE=0 R&™"=0 R = 0,375 £3

Rys. 8
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Zamieszczone na rys. 8 rozwigzanie grafu, z uwagi na przykladowy charakter, dotyczy
tylko jednej zmiennej zaleznej — wielkoéci momentu zginajacego Mg :

7

MBA =
k=1

lele
zZ
D, T D,

gdzie:

Gi(ya, @3, 41, M) = (—2)0,1875(—0,1875) = 0,0703,

G (yay @3, @3, 41, Mp,) = (—2)0,500-0,375(—0,1875) = 0,0703,
G31(Vay 3, P2y A4y, Mpy) = (—6)-0,500.0,1875(—0,1875) = 0,1054,
Gy (s, @3, 4\, Mpy) = (—6)-0,375(—0,1875) = 0,4218,

Gsi,(Yay @2y Mpy) = (—2)- 0,750 = —1,500,

Go1(Vas @3, P2, Mpy) = (—6)-0,500-0,750 = —2,250,

G (ys, 3, Ay, @2, M) = (—6)-0,375-0,1875-0,750 = —0,3164,

D, = —0,703; D, = —2,500; D, = 1,0; Dy = 1,0; Dy = —1,750 (por. przyklad
poprzedni),

Ds, = 1—(1,2344+3,500--0,375%) + 1,2344 . 3,500 = 0,4454,
D¢, = 1—1,2344 — —0,2344,
Dy =100; Z =1,

Gy=-200; Dy=10; D,=10; Z,=1,
—1,196
t = > _— = —
S qd MBA _0’703 2,0 0,300 Tm.

WielkoSci pozostalych sil przekrojowych wyznaczone byé moga w analogiczny sposéb
przy wykorzystaniu grafu z rys. 6.

Jak wspomniano na wstepie niniejszego artykulu, zastosowanie graféw przeplywu
przy rozwigzywaniu réwnan moze w niektérych wypadkach da¢ znaczne zaoszczedzenie
na pracy obliczeniowej. Szczegélowe dane, przykladowe, w odniesieniu do réwnan typu:

011X1+012X2+01p =0,
ay X\ +apX,+a,Xs+a =0,

an(n—l)Xn—l+anan+anp = 0:

tj. réwnan czgsto spotykanych réwniez w mechanice, mozna znalezé w pracy [3]. Poréw-
nanie, jakie przeprowadzili tam autorzy, dotyczace nakiadu pracy dla podanego powyzej
ukladu réwnan przy zastosowaniu réznych metod obliczeniowych, wykazalo przewage
metody omawianej w artykule nad metodami dotychczas stosowanymi.

4%



282 J. PieTRZAK, K. WRZESNIOWSKI
Literatura cytowana w tekscie

1. Chuan C. Feng, Richard D. BeNTON, Flow graph of moment dustribution, Journal of the Structural
Division, April 1964, Proc. ASCE.

2. Chuan C. Feng, Kenneth A. Steap, Slope deflection and moment flow graphs, J. Str. Div., June 1967,
Proc. ASCE.

3. Chuan C. Feng, Larry J. Feester, Flow solutions of band matrix problems, Journal of the Engineering
Mechanics Division, February 1966, Proc. ASCE.

4. Kurt H. GersTLE, Flow graphs in structural analysis, J. Str. Div., October 1960, Proc. ASCE.

5. J. KOLENDOWSKI, Znaczenie grafow i teorii graféw, Przeglad Elektrotechniczny, Styczen 1967.

6. S.J. MasoN, Feedback Theory. Some Properties of Sygnal Flow Graphs, Proc. Inst. Radio Engers,
USA, 1953, Vol. 41.

7. L. RoBicHAUD, M. BOISVERT, J. ROBERT, Grafy przeplywu sygnaléw, PWN, Warszawa 1968 (tlum.
z j. franc.).

Peaome

[MPUMEHEHUE I'PA®OB TEUEHHS K HEKOTOPHBIM BOIIPOCAM COOPY>XEHWN

B cratse 00Cy»AaeTcs KOHUENLMS rpadoB U YKA3BIBAETCA BO3SMOMXHOCTh MX MCIOJIB3OBAHHUA B CTa-
THUYECKOM aHAJIM3E CTEP)KHEBBLIX CHUCTeM. PacCy)KIEeHMA HUTIOCTPHDPYETCA UMCIIOBBLIMH INIPHMEDaMH,
OIVH M3 KOTOPBIX KacaeTCs pacuera CHJI NONEPEUHBbIX CEUeHWA, B MPOCTON CTaTHUECKM HeOolpeXennmoit
pame.

Summary

APPLICATION OF FLOW GRAPHS TO SOME PROBLEMS OF STRUCTURAL
MECHANICS

A general idea of flow graphs is derived in the paper. The paper contains also considerations of possible
application of the graphs in the structural analysis. Some numerical examples are enclosed.
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