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1. Wstep

Rozwdj wspdleczesnych metod budowy maszyn, rozwdj lotnictwa i techniki rakietowe
istotnie rozszerzyl klase badanych dotychczas obcigZen elementéw konstrukcji, gléwnie
na tak zwane obciaZenia niezachowawcze, a wigc nie posiadajace potencjalu. Wéréd nich
wiele uwagi po$wigcono obcigzeniu elementéw konstrukcji cisnieniem wywieranym przez
poruszajacy si¢ z duzg predkos$cia strumien plynu.

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ badaniem statecznosci preta (plytki) niepryzmatycznego,
jednostronnie utwierdzonego, umieszczonego w strumieniu ptynu. Predko$é ptynu jest
réwna U, a jej kierunek réwnolegly do nieodksztalconej osi preta. Cisnienie boczne wy-
wierane przez strumien plynu obliczymy z mozliwie najprostszego prawa optywu, z podanego
przez ILIUsZYNA [10] oraz ASHLEYA i ZARTARIANA [1], tzw. prawa tlokowego. Prawo to
1 zakres jego stosowania omawia w elementarny sposob WoLMIR [18], a §ciste wyprowa-
dzenie zamieszczone jest w pracy 1LJUSZYNA [10], w ktdrej autor formuhuje tzw. hipoteze
plaskich przekrojéw. Przyjmujac prawo tlokowe BOLOTIN [3] bada stateczno$§é plyty w stru-
mieniu gazu, a MowcCzaN [16], [17] drgania wspornikowej plyty o nieskonczonej szerokoéci,
poruszajacej si¢ w gazie z duzg predkoécia naddzwigkowa, w kierunku od utwierdzenia
do swobodnego brzegu, oraz stateczno$¢ pokrycia skrzydia samolotu poruszajgcego sie
w gazie. Ponadto prawo tlokowe jest wykorzystane w pracach HEDGEPETHA [9], BIOTA [2]
i innych, a w Polsce przez KORDAS [14], ktéra zbadala stateczno$é preta wspornikowego
oplywanego réwnoleglym strumieniem ptynu, z réwnoczesnym uwzglednieniem dzialtania
sity §ledzacej. Znacznie $ciSlejsze prawa optywu, oparte na zatoZeniu istnienia potencjatu
predkosci, sa wykorzystane w pracach KACPRZYNSKIEGO i KALISKIEGO [11], DZYGADLY
[5], [6], KALISKIEGO i SoLARZA [12], KALISKIEGO i WOROSZYLA [13], oraz w innych pracach
tych samych autoréw. Na ogol dotycza one drgan samowzbudnych (typu flatteru) powtok
cylindrycznych i stozZkowych oplywanych strumieniem plynu oraz stateczno$ci drgan
rakiet sprezystych. Przyjety tu rozklad sit aerodynamicznych jest zgodny z podana przez
DORRANCE’A [4] i MILEsA [15] teoria optywu cial smuklych. Ponadto w pracach tych po-
réwnano rozwigzania uzyskane w oparciu o prawo tlokowe z rozwiazaniami $cislejszymi.

Celem niniejszej pracy jest znalezienie rozwiazan jak najprostszych, ktére, chociaz nie-
Sciste, pozwola oceni¢ wplyw niepryzmatyczno$ci preta na predko$é krytyczng strumienia
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gazu. Zalozymy, Ze utrata statecznosci nastg¢puje przez wyboczenie i bedziemy stosowali
tylko statyczne kryterium statecznosci.

2. Zalozenia upraszczajace i réwnania podstawowe

Pret (plytka) niepryzmatyczny, jednostronnie utwierdzony, znajduje si¢ w strumieniu
plynu. Predko$¢ plynu jest réwna U i jest rownolegla do nieodksztalconej osi preta. Za-
kladajac, ze mamy do czynienia z oplywem stacjonarnym przyjmiemy, Ze ci$nienie boczne
jest okreSlone prawem tlokowym. W przypadkach preta niepryzmatycznego ci$nienie
z jednej jego strony jest wigksze od ciénienia ptynu w obszarze niezaburzonym (w nieskori-
czonosci), a z drugiej mniejsze, przy czym po obu stronach jest prostopadle do odpowied-
nich $cianek preta.

Rys. 1

Wielko$¢ tych cisnien jest, zgodnie z prawem tlokowym, proporcjonalna do predkoéci
plynu i do kata nachylenia $cianki wzgledem osi preta nieodksztalconego. Ograniczajac si¢
do badania utraty stateczno$ci przez wyboczenie, rozwazymy dzialanie sil statycznych
na niepryzmatyczny pret, przedstawiony na rys. 1. Na jedna strone preta dziala ciagle
obciazenie na jednostke dlugosci réwne

2.1 1= BUb(x)d,,

gdzie B = pyx/c, jest stala charakteryzujaca wlasnoéci ptynu. Dla gazu ¢, po i U oznaczaja
odpowiedm'o: predkoéé dzwigku, ci$nienie i predko§é ptynu w obszarze niezaburzonym,
x — wykladnik politropy. Dla cieczy stala B nalezy wyznaczy¢ do$wiadczalnie. Funkcja
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b(x) okre$la zmienna szeroko$¢ preta (plytki) w plaszezyZnie prostopadtej do plaszczyzny
wyboczenia, a kat 4, jest zawarty miedzy osia x i styczna do preta.
Podobnie na druga strone dziala ciagte obciazenie

(2.2) p2 = BUb(x)6,.
Jak wida¢ z rysunku, katy 6, i d, zaleza od ugigcia preta oraz od stopnia zbieznosci preta
(23) ' o =g+y, 0=9—y,

gdzie @ jest katem zawartym miedzy osia preta po ugigciu i osia preta nieodksztalconego,
p — katem zawartym miedzy osig preta i styczng do powierzchni. Obciazenia p, i p,
nalezy roztozyé na skladowe poziome i pionowe, co w rezultacie daje wypadkowe obcia-
Zenie poziome réwne
2.9 p = p,cosd,+p,cosd,
oraz obciazenie pionowe rowne
2.5) q = pysin 6,4-p,sin ;.

Ograniczymy si¢ w dalszym ciagu do matych katéw 6, i d,, tzn. do teorii malych ugigé
(p < 1) oraz do pretéw smuklych (w < 1). Rozwijajac (2.4) i (2.5) w szeregi typu Ma-
claurina, otrzymujemy po wykorzystaniu (2.2) i (2.3)

|

p=2BUb(x)¢ (l — % 2——2— o+ ) ,

g = 2BUb(x)(¢*+9"+ ...).

Ponadto przyjmiemy, ze na koncu preta dziala sita P, ktdrej kierunek jest styczny do
odksztatconej osi na koficu swobodnym, tzn. Ze jest ona sila §ledzaca. Uwzgledniajac
ciagle obciazenie pionowe, réwnanie ugigtej osi preta przybiera postaé

{

@.7) EIY'+ [P+ [qdn] v @)y = p®),
&

skad otrzymujemy

(2.6)

I
(28)  (EIW)'+ [P+2BU f b(n)(p*+v*+ v..)dn]y”—
&

—ZBUb(&)(l + %(PZ—%?/JZ—{—... y =0.

Poniewaz do dalszych rozwazan przyjmiemy tylko prety smukte, wiec, jak wynika z ry-
sunku oraz réwnania (2.8), nie popelniajac wieckszego bledu mozemy pomingé wyrazy
zawierajace drugie i wyzsze potegi katow ¢ i .
Wprowadzajac bezwymiarowe zmienne y = w// i x = /I, bezwymiarowe obciazenia
PP Bb, UP?
2.9 L —
(29) P=Fdy *“ E

oraz zakladajac, ze sztywno$¢ zmienia si¢ wedlug wzoru EJ = EyJyg(x), a szeroko$é
preta b = b, f(x), przeksztalcimy réwnanie (2.8) do postaci

(2.10) [g(x)y"T +By"—2af (x)y" = 0.



314 A. GAJEWSKI

Do réwnania tego dotaczamy warunki brzegowe, wynikajace z zatozenia, Ze sita czotowa
ma charakter sily §ledzacej oraz z warunkéw utwierdzenia

(2.11) y(0) = y'(0) = g(1)y"(1) = [(8") Jxes = 0.

Przejdziemy obecnie do podania rozwiazan dla dwéch typow pretéw: plasko-zbieznego
o statej wysokosci przekroju poprzecznego, wybaczajacego si¢ z plaszczyzny zbieznoéci,
oraz plasko-zbieznego o stalej szerokosci b = b,, wybaczajacego si¢ w plaszczyznie zbiez-
noéci. W pierwszym przypadku stosowalno$¢ prawa ttokowego jest nie mniej uzasadniona
niz w zagadnieniach stateczno$ci pretéw (plytek) pryzmatycznych, natomiast w drugim
popelniamy wigksze bledy z powodu odrzucenia skladowych pionowych ci$nienia. Je-
dnakze przy zatozeniu matego kata yw (niewielkiej zbieznoéci preta), réwniez i tu stoso-
wanie prawa tlokowego wydaje si¢ uzasadnione.

3. Stateczno$é preta plaskiego o wykladniczo zmiennej szerokoS$ci

Pret jednostronnie utwierdzony, przedstawiony na rys. 2, poddany jest dzialaniu
ciénienia bocznego na $cianke o zmiennej szeroko$ci b(x) = by f(x). Zalozymy, ze wysoko$é
przekroju preta jest stala i znacznie mniejsza niz szeroko$¢ oraz ze opdr czolowy jest
pomijalnie maly w poréwnaniu z ci$nieniem bocznym, f = 0. To ostatnie zaloZenie jest,
jak widaé z rysunku, uzasadnione w przypadku matej powierzchni przekroju poprzecznego
swobodnego konca preta.

1Y

Rys. 2

Moment bezwladnosci jest tu zmienny w taki sam sposéb jak szeroko$é preta: J =
= Jof(x) i réwnanie (2.10) ulega uproszczeniu

- 3
(.1 )] =24 (x)y' =0 gdzie a= BbUF
EyJ,
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Zalozymy w dalszym ciggu, Ze szeroko$¢ preta zmienia si¢ wykladniczo, tzn.
3.2 f(x) = €&,

gdzie ¢ jest dowolng stala, okreflajaca stopien zbieznosci preta. Podstawiajac (3.2) do
réwnania (3.1) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe liniowe czwartego rzedu o statych
wspolczynnikach

(3.3) YV 426y g2y’ —2ay’ = 0.
Poszukujac rozwiazania tego réwnania w postaci

3.9 y(x) = Ce**,
dostajemy réwnanie charakterystyczne

3.5 M42eP+ 624 —2al = 0,

ktérego jeden pierwiastek jest réwny zeru, 4, = 0, a pozostale okre§lone sa wzorami
Cardana. Przez podstawienie A = z—2/3¢ sprowadzamy réwnanie (3.5) do postaci ka-
nonicznej

1 2
3.6) 22— 3¢ 27— (2—78 +2a) = 0.

Poniewaz A = a(x+2/27¢%) > 0 przynajmniej dla dodatnich ¢ (jak okaze si¢ pdiniej
réowniez dla dowolnych ujemnych), wigc

3.7 A= —2pu—2e, Ay=uptiy, Ay=p—iy,

gdzie wprowadzono oznaczenia
1 (3 & - 3 e =\ 2
,u=—é(]/a+2—7—}—]/£1+]/a+f—]/él)—?£,
1 —{3 T8l 3 & -

Calka ogblna réwnania (3.3) jest wigc funkcja
(3.9) y(x) = C+ Cye**+ Cye**sinyx+ Cye**cos yx,

(3.8)

w ktérej dowolne state C; ... C4 nalezy wyznaczy¢ z warunkow brzegowych (2.11).

Po wstawieniu (3.9) do (2.1) otrzymujemy ukiad réwnan liniowych i jednorodnych
ze wzgledu na stale C;, ktéry ma niezerowe rozwiazanie tylko wtedy, gdy jego wyznacznik
gléwny jest réwny zeru. Obliczajac ten wyznacznik, dostajemy po przeksztalceniach
réwnanie przestepne na poszukiwana bezwymlarowa predkoéé strumienia o w zalezno$ci
od parametru &

(3.10) 2(u+e)e e [But—y*+2eu)siny +2y Qu+e)cosyl+y (P +y*) = 0.

W przypadku, gdy ¢ = 0 otrzymujemy réwnanie podane juz przez Mowczana[17], BioTa
(2], BoroTINA [3] i KORDASA [14]

(3.11) 2eocos(— Y 3ug)+1 =0, gdzie ,4(,:_.;_1/2&.
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Pierwiastki rownania przestgpnego (3.10) obliczono dla czterech wartoéci e, miano-
wicie: dla e = —2, 0 = 8,325; dla e = —1, « = 5,239; dla ¢ = 0, « = 3,1651, dla ¢ =
= +3, a == 0,544 i na tej podstawie sporzadzono wykres (rys. 3).

Nalezy zaznaczy¢, Zze problem optymalizacji parametrycznej (jak w [7]) nie moze byé
w tym przypadku w ogéle postawiony, poniewaZ ze zmniejszeniem si¢ parametru & ro$nie

1 1 1
-2 ] 0 1 2 3

il |

Rys. 3

predkoé¢ krytyczna. Przy przekroju zmieniajacym si¢ wedlug funkcji typu 8(x) Diraca,
predko$¢ krytyczna jest nieskonczenie wielka.

4. Stateczno$¢ pretéw niepryzmatycznych o stalej szerokosci

Jako drugi przypadek rozwazymy pret wspornikowy umieszczony w strumieniu plynu,
o stalej szerokosci §ciany bocznej, prostopadiej do plaszczyzny wyboczenia (rys. 4). Za-
kladajac, ze $ciana boczna w plaszczyzinie wyboczenia jest bardzo waska, tym bardziej
mozemy pominaé¢ obciaZenie pionowe pochodzace od parcia plynu. Uwzglednimy tu
natomiast opdr czotowy, scharakteryzowany wspélczynnikiem f. W réwnaniu (2.10),
zatlozymy wobec tego, ze f(x) = 1, otrzymujac

@“.1 [e(x)y")"+By" —2ay" = 0.

Nawet przy zalozeniu najprostszych funkcji g(x), calk¢ ogdlna tego réwnania jest bardzo
trudno znaleZé. Mozna jednak postapi¢ inaczej, mianowicie zastosowa¢ metode odwrotna,
tzn. zalozy¢ §cista postaé réwnania linii ugigcia y(x), spelniajaca warunki brzegowe (2.11),
a obliczaé nieznany rozklad sztywnosci g(x). Calkujac jednokrotnie (4.1) otrzymujemy
réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu na funkcje g(x)

y" o _ Cit2ay—fy

4.2 ! T T
4.2) g+y g 7

gdzie C, —stala dowolna. Catka ogélna tego réwnania moze byé zapisana w postaci

4.3) g(x) = yi [Cix+Copy+20 [ y()ax].
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Ksztalt preta w sposdb istotny zaleze¢ bedzie od przyjetej funkeji y(x); najprostsze
rozwiazanie otrzymamy wtedy, gdy przyjmiemy, y(x) = 4x%. Spelnia ona tylko dwa geo-
metryczne warunki brzegowe (2.11), dwa pozostate musza byé spelnione poprzez funkcje
g(x). Z warunkdéw statycznych na koricu preta, wobec y’(1) # 0 wynika, ze g(1) =0

x4
10
Y )
G5~
00 T
Rys. 4 Rys. 5

i g’(1) = 0. Dodatkowe zalozenie, ze sztywnoé¢ w przekroju utwierdzonym jest réwna J,,
tzn. g(0) = 1, pozwala wyrazi¢ zwiazek migdzy obcigzeniami « i B. Po prostych przeli-
czeniach otrzymujemy z (4.3)

4.4) £() = (1—0)+ 5 fr(1—x)~gax(1—2), a=>+2p.

Przy braku sity czotowej (jest to uzasadnione w tym przypadku z uwagi na g(l) =0
i g’(1) = 0) mamy

“.5) g(x) = % (¥P*—3x+2), o= %

Ksztalt preta pokazano na rys. 5.

Caly szereg innych rozwigzan, o niezerowych przekrojach koncowych, mozna otrzyma¢é
zakladajac postaé linii ugiecia w nastepujacy sposob, zapewniajacy spelnienie dwdch
statycznych warunkow brzegowych na swobodnym koncu preta

N N
(4.6) Y= (1= D a(1—x) = D) a,(1—x)*?,
n=0 n=0

gdzie a, i N s3 to dowolne wspolczynniki.
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Catkujac (4.6) dwukrotnie i uwzgledniajac geometryczne warunki brzegowe otrzy-
mujemy linie ugigcia, spetniajaca wszystkie warunki brzegowe
N

n+4 ay
@D 0= Dy 19 (1—x)z Z+4.

Wstawiajac (4.7) do (4.3) okre$limy sztywnos¢ preta wzorem

(4.8)
N
n+4 an
C(l—x)+Co— ﬂlz m)( —X) —(I—X)Z i e y +4]-—
1 > o a
. [Z (n+3)(n+4—)(n+5) (1— )n+5_-2—(1—x)22 n+3 ?§n£4]
N .

(I-X)Z%'a..(l—X)"

Wyrazenie to posiada osobliwo§¢ w punkcie x = 1, i aby uniknaé nieskonczonych przc-
krojow na koncu preta, nalezy ja usunaé przez odpowiedni dobér statych C, i C,. Musimy
zazada¢, aby warto§¢ x = 1 byla podwdjnym zerem licznika wzoru (4.8). Jak tatwo spraw-

dzi¢, gdy
Ci= _ﬂZ n+3

mozna licznik wzoru (4.8) podzieli¢ przez (l—x)z. Uwzgledniajac ponadto dodatkowe
zaloZzenie g(0) = 1 otrzymujemy nastepujacy rozklad sztywnoéci preta oraz zwiazek
miedzy bezwymiarowymi obcigzeniami

N
\ ' a,

o n+4

n+4 =B

N
va" an n+3 n+2

“9) °‘[ L7143 2§,<n+3><n+4><n+s> % J ﬂz(n+3)(n+4) —)

9)g(x)= & ,
Z'a,,(l—x)"
n=0 -

N 9( 2) N
Y A9+
(4.10) " Zs 1t 3) 18 (115) 2 antp 2 (e

Korzystajac z powstzych wzoréw mozemy znalezZ¢ dowolnie wiele rozwiazan podanego
problemu statecznosci. Oczywiscie jesteSmy tu, wobec stosowania metody odwrotnej,
«skazani» na rozwigzanie takie, jakie otrzymamy przy zaloZonej linii ugigcia preta. Mimo
to, majac do dyspozycji ogromna ilos¢ mozliwoéci doboru parametréw a,, mozemy (co
prawda z duzym nakladem pracy) starac si¢ przyblizyé otrzymany ksztalt preta do danego
z gory.

Przechodzac do przykiadu przyjmiemy N = 0, a, # 0 (; = 0 dla i > 0); wobec czego

@.11) g(x)=<x[%—;—0(l—x)3]——ll—2ﬂ(l——x)2, 182 — 60+58.
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Przy sile czolowej réwnej zeru otrzymujemy pret bardzo zblizony do pryzmatycznego

1. 1
4.12) gx) = 3110—(1—x)3], o= TO = 3,3333
(wobec o = 3,1651 dla preta pryzmatycznego).
Na zakonczenie nalezy zauwazyé, Ze przyjecie predkosci strumienia plynu réwnej
zeru nie prowadzi do rozwiazan (8 < 0), poniewaz stosowane przez nas statyczne kryte-

rium stateczno$ci nie moze okreéli¢ §ledzacej sity krytycznej.

5. Sformulowanie problemu optymalnego ksztaltu preta niepryzmatycznego o stalej szerokosci,
oplywanego strumieniem plynu

Opierajac si¢ na metodzie Czencowa szczegdtowo przedstawionej w pracy [8] i rownaniu
(4.1), w ktérym f = 0, mozemy sformulowaé problem optymalizacji ksztaltu pr¢ta po-
kazanego na rys. 4.

Do réwnania ugigtej osi preta

(5.1) [g(x)y"]"—2ap" = 0

wprowadzimy nowa zmienng zalezna okre$lona wzorem

(5.2) y =1,

(5.3) [g(x)'""T" =20t = 0.

Po dwukrotnym scatkowaniu (5.3) mamy

5.9 gt —2at = Cix+C,,

gdzie C, i C, sa dowolnymi stalymi, oraz po nowym podstawieniu
Cix+C

(5.5) t=v— ‘—Za—Z ,

otrzymujemy

(5.6) gx)w"' —2av = 0.

Z réwnania (5.6) obliczamy funkcje g(x) i wstawiamy ja do wzoru na objgto$¢ preta
1

1 - 1
Gn V= Aolfg”’dx = Aol (2u)'" f (;,,) dx = A01(2a)”3fF(v, v"")dx.
o 0 5

Piszac réwnanie Eulera-Lagrange’a dla funkcjonatu (5.7) otrzymujemy

d* [ oF oF
©.8) e 30—)_871 =0,
N R 1 (o7
(5.9) e [7‘;7 (;m‘) + o\ =0,
a stad ostatecznie
o'
(5‘10) 'U(p”l‘l_'v”’(p — 0’ (p = —1—)”—,473—‘

Rozwiazanie réwnan (5.10) wydaje si¢ bardzo trudne bez uzycia maszyn cyfrowych.
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Na zakonczenie nalezy stwierdzi¢, Zze uzyskane rozwiazania sa obarczone bledami,

wynikajacymi z przyblizonego charakteru stosowanego prawa opltywu. Dalsze usciSlenie
wynikéw powinno polegaé na zwigkszeniu dokladnosci i uogélnieniu tego prawa.

Za

Pragne tu réwniez wyrazi¢ podzigkowanie prof. dr inz. MICHALOWI ZYCZKOWSKIEMU
cenne wskazéwki, udzielone mi podczas wykonywania tej pracy.
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Peszome

VCTONUUBOCThL HEINPU3MATHYECKUX CTEPXHEHW, OBTEKAEMBIX TITIOTOKOM

JXXHUIKOCTH

Onupasch Ha NPAMON NOPIIHEBONH 3aKOH M CTATHYECKHIT KPUTepU ycroiiumpBocTH, B paboTe moxy-

UYeHBbI HECKOJIbKHE peELIeHMA Npo0JieMbl YCTOMYMBOCTHM HENPH3MATHYECKOro CTEPXKHA, HAXOISAINErocs
B noToKe >XHAKocTH. ITocne dopmymupoBKH 3afauy B OOCY>KACHUM NMPHHATBHIX NPENONIOMKEHNMH ompe-
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JIeJieHa KPUTHUECKAs BEJHYHHA CKOPOCTH MOTOKA, NJIA nockoro CTEPXKHSA, C IKCTIOHEHIIMAJIBHO H3MEHsA-
rowelica mupHHoi. IIpHMeHAa oOpaTHBIH METOX, MOJydeHbI (POPMBI IIOCKUX CTePXKHeH, IR BbIle
NpeTOIOMKEHHBIX JIMHMI mporuba. B sarmouennu onpenenena npoGiema ONTHMANBHOM HOPMBI HENPH3-
MATHUECKOTO CTEPIKHS C IOCTOSAHHON INMPHHOM, 06TeKaeMOro NMOTOKOM YXHIAKOCTH U JaroTcsa auddeper-
IHaIBHbIE YDABHEHUA 00Cy)khaeMoi 3afaun. Pe3ynsTaTel paboThl HANO NPHHUMATh KAaK NPHOIMKEHHBIE,
TaK KaK IPUHATHIH 3aKOH He ABJIAECTCA TOUHBIM.

Summary
STABILITY OF NONPRISMATIC BARS IN FLUID FLOW

Applying a simple law of flow about a bar (plate) i.e. «piston theory» (plane section law), some so-
lutions of the stability problem of nonprismatical bars in parallel fluid flow were obtained in this paper.

After formulation &f the problem and discussion of simplifying assumptions, the critical velocity value
was determined for a flat bar with exponentially varying width.

By a further application of the inverse method, the shapes of flat bars were found under the assumed
deflection lines.

Finally, the problem of optimalization of a nonprismatic bar shape of constant width in fluid flow was
formulated.

Results of this work cannot be treated as exact ones inasmuch as the «piston theory» is an approximate
one.
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