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Niniejsza praca przedstawia ogélne rozwigzanie zagadnienia osiowo-symetrycznego
dla obszaréw kulistych niesci§liwych. Ogdlne réwnania dla ciala sprgzystego niesci§liwego
sa wyprowadzone na podstawie klasycznej teorii sprezystoéci przy zaloZeniu w jej réwna-
niach wspélczynnika Poissona » = 0,5 [1]. Z takimi zagadnieniami spotykamy si¢ w przy-
padkach, gdy zmian¢ objetosci materialu mozna pominaé.

W pracy [2] dokonano obszernej analizy istniejacych rozwigzan pokrewnych zagad-
nien dla obszaréw $ci§liwych. W analizie tej gldéwne miejsce zajmuje rozwiazanie Thomsona
dla réwnowagi sprezystej $cisliwej kuli i zagadnienie Goodiera koncentracji naprezen
wokol pustki kulistej lub wtracenia kulistego przy jednorodnym rozciaganiu lub $ciskaniu.
Sama praca [2] przedstawia uogdlnienie rozwiazania Goodiera dla probleméw osiowo-
symetrycznych. Przyjete zostaly zmodyfikowane réwnania Thomsona.

W niniejszej pracy jest rozwiazany taki problem przy zaloZeniu niesci§liwosci.

1. Podstawowe réwnania

Dla ciala sprezystego nieéci§liwego, dla ktérego jest spetnione prawo Hooke’a za-
kladamy, ze » = 0,5, skad E = 3G. Otrzymujemy

3Gey, = 0x— % (0‘,.—{-0';),
1
(11) 3G€y = Uy_i(az’*'ax)’

3Ge, = 0,— —;— (ox+0y).

. . 1 .
Wprowadzajac oznaczenie p = 3 (0x+0,+0;), otrzymamy nast¢pnie

0x = 2Gex+p, Ty = Gyxy,
(1.2 oy = 2Gey+p, Ty = Gyy,

0, =2Ge;+p,  Tax = Gyux,
przy czym p(x, y, z) jest dowolna funkcja.
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Jezeli u=u(x,y,z),v=u0v(x,y2), w=w(x,»z) sa funkcjami przemieszczen,
to z réwnan (1.2), rownan rownowagi i z warunku nieéci§liwo$ci
du  dv  ow

(1.3) AR

ax ' oy 0

otrzymamy ukiad rownan w przemieszczeniach dla o§rodkéw nieéci§liwych w postaci

Gt P x = o,

ox
(1.4) o+ P 1y — o
. 5 )

GI*w-+ %—}—Z = 0.

2 2 & ’
Tu P2 = % + 33_})2 +W" a X, Y, Z sa silami masowymi na jednostke objetosci.

2. Ogo6lne zaleinoéci dla obszaréw kulistych

Wprowadzamy nastepujace funkcje przemieszczen (por. [3]):

¥ oD
_ 2
2Gu = 9'_3x +—3x +xw,
¥ oD
A2 . [
2.1 2Gv =p % —}—Ty +yw,
© 0¥ oD
2Gw = 3 + F +zw,

gdzie p* = x?+)?+ 2%,

Y= Z A Va(x, y, 2),
A

@.2) o= Bi¥i(x,,2),
A

b= stl(x’ Y Z),
i

przy czym A;, B; sa stalymi, a ¥;, @, sa jednorodnymi harmonicznymi funkcjami rzedu A.
Funkcje takie spelniaja nastepujace tozsamosci

oW, oW, oW,
XW—}_y—ay——*_z 9z ___ly/l’

oD, oD, oD,
X +y 7 +z e = 19,

(2.3)
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Dzialajac na (2.1) operatorem Laplace’a, otrzymujemy
aq))

26V = P? (ezi—ij)ﬂﬁ( +P2(xw),

(2.4 26V = 172( )+l72(aq)) (yw),

26V = 172( )+V2(a@) + 7 (zw).

Uwzgledniajac teraz fakt, ze dla funkcji harmonicznych zachodza zaleznosci

ob oD oD Jd 0
207 ¥ 2 _
(3x’ ay’ 32) (3x ay’ 32)V(D 0,
do . dw .dw
2 _ it = et
Vi (xo, yo, zw) = (2 3x’2 3y’2 32)’

PAe*W) = 22A+3)¥,

moZemy przeksztalci¢ pierwsze wyrazy po prawej stronie réwnosci (2.4).

ax

o
2 2 2
235 v (Q ——ay) =V

ys [
p? (@2‘2) = p? i (92W)—2x‘[’] = ;Lx VHe*V)—V?2x = 2(22+1)%1

1 1 I

0z

a_
p? (@ Mj) 2 ai(gzsv)—zzsv] = 2(1+1)%5;.

Ostatecznie (2.4) mozna przedstawi¢ w nast¢pujacej postaci

u—(2/1+1)‘9lp 3(,)“’,
BY’ o
(2.6) = QA+1
Vo = ( +) 3y
GV w_(2,1+1)alp ‘;‘;’

Podstawiajac teraz (2.6) do (2.4) otrzymamy ostatecznie uklad trzech réwnan réznicz-
kowych na funkcje p, ¥, w.

ap 3![’ Bw

d Y 2 i
@7 55=— (2A+1)—+ “’+Y ,

Y

ap ¥  dw

- = L(Z/H_l)__'_ +Z :
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Uklad ten jest niesprzeczny, je$li sa spelnione warunki catkowalnoéci, ktére w przy-
padku ukladu (2.7) sprowadzaja sie do

ox oy oY _oz oz _¥X
dy ox’ 9z dy’ ox 9Z’
Je$li wigc pole sit masowych jest polem potencjalnym, to mozemy w jednospéjnym
obszarze jednoznacznie wyznaczy¢ funkcje p(x, y, 2)

p =
(x,y,2) 2 2 (x,»,z)
;,)%dx-{— Cdy+ - L4 Cdz = f (GV2u+X)dx+(GV 0+ Y)dy+ (GV*w+ Z)d:.
(x0, Yo, o) . . (x0.50,2)

W szczegélnym przypadku kiedy nie ma sit masowych (X = ¥ = Z = 0), otrzymujemy
stad
(28) P, 3, 2) = — D [@A+1) 4+ B,

A

Z (2.1) mozna latwo wyprowadzi¢ nastepujace wzory:

__ Ou , ¥ 0D 0
Ex = E =0 3—x2 + W—{—xg(Z‘P-{—w)-}—w,
v , 0V O d
=gy =0 W_*_ W‘f‘)’@(zlp-f'w)-f'w,
ow 32‘P 3245 9
€, = a—z 2 + 23—2(2"[/-{—0,)-{—60,
(2.9) - i
ou v, *¥ P oV Y Odw  _dw
yxy—g'*'g"‘ 0 M+%m+2yg+2x5;+yb;+x5,

v dw , Y o*P oV ¥ Odw, ow
Vyz = E'*‘a—y = 20 W+2m—+22—+2y5+2—+y

dy gy "7 oz’
ow  ou , PV b

Ye2 = ox +§}- =2 0zox +2 Jdzox +2x +22 + -+

Dla problemu osiowo-symetrycznego we wspélrzqdnych kulistych
x = psinficosp, y = psinfsing, z=pcosb, a D =0(p,0), y=¥(,0),

przemieszczenia i odksztalcenia przedstawiaja si¢ nastgpujaco
1 (,0¥ oD )
26\¢ %0 T % +owl,

(2.10) v, =0,

%= 3G 930(“”+ 4;)]
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R s A ]
=30 ~2G [9 % T g Tegg o)t
dwe 1[3?/ 1 0P a( 1) ]
R e [ e e L e ] P
(2.11) + e =362 "o T 'S
_(8p+60)
_dws W laup__l[(?( ¥ ) _a_(lc')d?_g)]
Vo0 =G0 "o T o 96 a0\ 5 T 25 5 50 — )1
crp=2Gsp+p,
(2.12) 0y = 2Gey+p,
Uo=2G€0+P.

Z warunku nie$ci§liwosci (1.3) podstawiajac (2.9), otrzymamy

2G[’V"¥’+V’¢+( +ya +z )(2‘P+w)+3w]

Warunek ten jest spetniony, gdy

Al ﬂ.+3
(2.13) Bz =7
Zachodzi to je§li przyjmiemy na przyklad
(2.14) Ay = A+3, By = —24.

Mozna wykazaé, ze (2.14) wyczerpuje wszystkie rozwiazania.

3. Zagadnienie zewnetrzne

Istotne znaczenie dla obliczen ma fakt, czy punkty ¢ = 0 i ¢ = oo naleza do rozpa-
trywanego obszaru czy nie. W zwiazku z tym traktujemy oddzielnie przypadek a), dla
ktérego wszystkie promienie o sa wigksze od pewnej ustalonej wielkoéci R, ¢ > R i przy-
padek b), dla ktérego wszystkie promienie o sa mniejsze od pewnej ustalonej wielkoéci
R, ¢ < R. Zagadnienie a) nazywamy dalej zagadnieniem zewngtrznym, a zagadnienie b)
zagadnieniem wewngtrznym. Podamy tutaj podstawowe réwnania dla obu przypadkéw,
zaczynajac od zagadnienia zewngtrznego p > R. Sytuacja taka zachodzi na przyklad
przy rozpatrywaniu pustki kulistej.

Funkcje przemieszczenn maja postaé

Y= ' A, 0,57 P,
Bl
(31) w = 2{ Bz,nanSn+1Pn(t)!

@ = R2 D) b,5™'P,(0),
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gdzie S = %, t = cosf, za§ P,(t) jest wielomianem Legendre’a [4,5]; rzad jednorodnosci
A= —(n+1). Zgodnie z 2.14) 4, , = —n+2, B, , = 2(n+1).
Wprowadzajac za praca [2] oznaczenia'
C*.(S) = n(n+1)S"*'a,— (n+1)S"+*b,,
D} .(S) = 2—n) 8"+ a,+5"+3b,,
F¥ (S) = —n*(n+1)S""'a,+(n+1)(n42)S"*b,,
N, .(S) = —n(2n—1)S"*'a,,
H* (S) = n(n+1)(n—1)S"+'a,— (n+1)2S"*+°b,,
K*,.(S) = ("*—1)S"*'a,—(n+2)S"*b,,
zgodnie z (3.1), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) otrzymamy

1
U, = %92 C: u(S)Pn(t))
(3.3) Wo = ZlG—eZD n(S)dP (t)r

p= Z N, o(S) Po(t);

(3.2

6= o Y FL(SP),

2G A.J
o= 55 2 CHOPO+ 2 T,
(3.4) 2
| o= g O HE(S)PD— D) T,
yo= s S, K3a(5) 00,
0o = ) IFEn(S)+Nen(SNPAO),
50 = D 1C2AS)+N.n(S)1PsD)+ D3n(5) LD,
3-5) | a P (z)

= D [H2A(S)+ N, n(S)) Pu(1)— D2 1(S) ,

Tpo = ZK n(S) dPn(t)'

! Oznaczenja przyjeto jak w pracy [2]
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4. Zagadnienie wewnetrzne

Rozpatrujemy teraz zagadnienie wewnetrzne, o < R. Sytuacja taka zachodzi na przy-

ktad w przypadku peinej kuli o skoAczonym promieniu. Funkcje przemieszczen maja
postaé

SU= ZAw,ncnq"Pn(t),
(4.1) ©= D Byncad Palt),

b= Rzz—:dnq'I Pu(t)’

gdzie g = %, t = cos 0, P,(¢) jest wielomianem Legendre’a, rzad jednorodnosci 2 = n.

Zgodnie z (2.14) A,,, = n+3, B, ,= —2n.

Wprowadzajac oznaczenia
Con(q) = n(n+1)c,q"+ndq" 2,
Dy, .(q) = (n+3)c.q"+duq" %,
Ny, n(q@) = 2n—Q2n+1)(n+3)caq",
F.u(q) = n(n+1)’c,q"+n(n—1)d,g" 2,
Hyn(@) = —n(n+1D)(n+2)c.q"—n’dpg",
K2 (@) = n(n+2)c.q"+(n—1)d,q" 2,

zgodnie z (4.1), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), otrzymamy:

4.2)

4y = 50 D, Chuld) PolD),
43 =55 2, P10 G50,
p= ZNW,,.P,.(I);

1 -
& = 2_G Fw, n(q)pn(t),

1 \" d?P,(t
@4 o= g D, Chal@P)+D%, 00,

1 y d*P,(¢
8¢ = ﬁ Z H:,n(q)Pn(t)_-D:,n doz( ) >
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0, = 2Ge,+p = D [F (@) + N, (@) Po(0),

0'0 = 2G80+P = Z[C n(q)+Nw n(q)]P (t)+D* dzf;ez(t) ’
4.5) 2
= 2660 +p = X 1200+ Nua(@) PO =D, L0,
dP, (z)

r,,o—Gy,,o—ZK:"() :

5. Grubo$cienna powloka kulista niesci§liwa

- Przez sumowanie stanu napigcia dla zagadnienia zewngtrznego i wewnetrznego mozna
uzyskaé stan napiecia dla grubosciennej powloki o promieniach wewnetrznym R; i
zewnetrznym R,, a wige dla R, < ¢ < R,. Funkcje przemieszczen w tym przypadku
beda mieé postaé

W= M4, 0,5+ Ay, ncaq" Po(0),
.1 ®= D [B..na,S™ 4B, ,cad"] Po(0),

? = Z [R}b,S™* '+ R3d,q"] P.(1).
Nastepnie
1.
Up=1355"¢ 2 [CXa(S)+C% 1 (D] Pu(D)-

62 Wo= a0 Y, DE(S)+ D8 (@) Puld),
p= D INen($)+Nu (@) PO);
b= 55 O )+ F2a@I ),

%Z[C;“,..(S)+C$...(q)]P,.(z)+[D (S)+DE (a)] dz;;‘z(z)’

(5.3)
b0 =5 D, THEA(S)+ @A~ [D24(8)-+ D3, (g L2

d
yoo= o O IKEAS)+ K5 SN,
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0, = D, [F%u(S)+F% ()N, n(S)+Noy n (@] Po(8),

00 = 3 TCE () Chon(S)+ N s(S)+ Ny, o@)] PO+ IDE o (5)+ D (] Tk,

(5.4) A )
Oo = ) THAA(S) B, n(S) N o)+ (@1 Po()HID21(S)+ D, (0] Ton)

o= JIKES) KL @150

gdzie oznaczenia sa okre$lone wzorami (3.2) i (4.2).

6. Pelna kula niesci§liwa poddana dzialaniu dwéch sit skupionych

Zastosujemy wzory wyprowadzone w p. 4 dla wyznaczenia rozkladu napiezer i prze-
mieszczern w pelnej kuli nieéciSliwej, obciazonej dwiema sitami skupionymi.
Mamy dla przemieszczenn nastgpujace wzory

to =550 D, il Dexd" +nd g 1P,(0),

(6.1)
We = % QZ [(n+3)c,,q"+d,,q"“2]dPT"g) .

Okazuje si¢ celowe przedstawienie naprezen w nastepujacej 1 taci
o=, [tw,ncad"+n(n—1)d,ql"Po(1),

Op = Z[ﬂw,..cnq"+nd,.q"]P,.(t)+2([n+3)cnq"+d,q"‘2'%
©2 NEPPION PO X0
o= D Vunerd —ag 1P D [+ erq’+dug 1552

Toe = 2 6w.ncnq"+ (71— l)dﬂq"_z’

gdzie oznaczyli§my
Uw,n=n"—4n—3, B, ,= —n*—d4n—3,

6.3
63 Ywon = —m°—5n*—Tn—3, 4, , = n(n+3),

q= %, R — promien kuli.

Wspétczynniki ¢, i d, w powyzszych réwnaniach s niewiadome. Okre$lamy je z wa-
runkéw brzegowych. Neuber interpretuje dzialanie sit skupionych na powierzchni kuli
W nastepujacy sposéb

6.9 o) =limod(n) 70 = 7pe(n) =0,
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gdzie 6% i 7% oznaczaja naprezenia na brzegu, a
0 P 2n
O'p(n) = '—W (n—|—l)t . (t = COSO).
Autor pracy [6] za pomocg szeregu wielomiandéw L;:gendre’a

2n(2n—2)... 2n—2k+2)
2n+1)(2n+3) ... 2n+2k+1)

1 n
£ = L P+ 2 (4k+1) Pa(®),
k=1

znajduje, przez przechodzenie do granicy dla n —» oo, nowa postaé stanu naprezenia, od-
powiadajaca dzialaniu dwéch sit

e

L
(6.5) o =

30 D @kt DPy, 75 =0 (a,.—_—ni)

RZ
k

I
o

i udowadnia, ze

66 ) a)=0 dla 0#0,m=,
6.6) oy=—o0 dla 0=0,=.

W rozpatrywanym przypadku warunki brzegowe dla ¢ = o/R =1 sa
(6.7) 06,—05=0, 1,0—70=0 dla 0#0,n

a wiec na podstawie (6.5) i (6.2) otrzymamy uklad réwnan algebraicznych, za pomoca
ktorego wyznaczymy wspolczynniki

. o s+ 2k 2k = ¥ L g,
Oy, 2k Co @+ (2k—1)dy = 0,
6.9) czk=$'MLua” “dyy = —%:—IMLZ‘:LW,”G,,
gd »
M, = —8k*—8k—3, L, u= B2k
2 Y

Wartosci wspélczynnikéw dla k =0, 1, ..., 7 sa podane w tablicy 1.
Na podstawie réwnan (6.1) i (6.2) oraz (6.9) stan napreZenia w pelnej nie$ci§liwej kuli
mozemy przedstawié w postac 3

Oy 4k+1
4G ¢
kea0

[2k(2k+1)q2" 2Kk Ly, g™ 2]sz(f)

U, =

(6.10)

wo = 2 o (kD L g 20

.
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Tablica 1
k Mw,2k 6w,2k Lw. 2k czklas dzklas
0 —3,0000 0,0000 0,0000 —0,3333 0,0000
1 —17,0000 8,0000 8,0000 —0,4471 1,1768
2 — 51,0000 24,0000 8,0000 —0,0882 0,7056
3 —99,0000 48,0000 9,6000 " —0,0656 0,6388
4 —163,0000 80,0000 11,4267 —0,0521 10,5953
5 —243,0000 120,0000 13,3333 —0,0432 0,5761
6 —339,0000 168,0000 15,2727 —0,0368 0,5620
7 —451,0000 224,0000 17,2308 —0,0321 0,5531
g 1 4k 4k+1 1
(6.11) 7‘, =7 + 19 Pz(t)+ § aW. %™ Pu(t) +
s

O dk41 |
+ D = aa o Lwak—1)2kg 2P (),
k=2 v

o] 1 40 20 d2P,(t 4k +1
2 =g PO+ g d(;f)+2 £ B P+

Nkt N 4ktl PPyt
+Z— i 2kLw,2kq2k_2P2k(t)+Z + Ly, wg™? 2,‘(),

k=2 2My, k=2 2My, 2 s’
o 1 8 0 dPu() |\ 41 )
o, = ? ﬁ Pz(t) 19 d02 - 2Mw'2k '}’w,quz PZk(t)_
_ N 4k4-1 2% d?Py(t) 2 4k+1 x_2 4°Pu(t)
g; W I g e g

Too _ 20 dPy(1) 4k+1 , dPy(1)
o, 19 db L 2M, 5 M df

[oo]

2 dPy(1)
— k-2 ©7 2k
w . (Zk l)Lw,qu2 de .
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Naprezenia w srodku kuli wynosza zatem

[1 40
0’: = 7+_P2(t)] Os,
1 40 20 d’P,(1)
*
Gg = 2 PZ(t)+ 19 dez s>
1 8 20" d?P,(1)
* __
=z O 5w |
a gtdwne napreZenia w $rodku kuli (6 = 0)
21 P 99 P
A= =g BT TRare
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Peswme

OCECHMMMETPHYECKAS 3ATAYA IUIS1 HECOKMMAEMOI YIIPYIOH OBJIACTH
OFPAHUYEHHO!W CPEPHUYECKON INOBEPXHOCTBIO

ITonyuers! Bblpa)KeHMA MU NEPEMEINEHMII M HANPSKEHMHA B YNPYTMX HEOKMMAEMBIX 00JacTAX
OrPaHMYEHHBIX CepHUYECKNMU NOBEPXHOCTAMU. PaccmarpuBaercs: 1) BHelHas 3anava, 2) BHYTPEHHAA
3aj1aua, 3) TosncTocTeHHan cdepuueckas o60s0ur1. BriBefeHHbIE BLIPOKEHAA NPHMEHAIOTCA K pacuery
NoJHOM chepH Harpe)KEHHON ABYMA COCPEIOTOUYEHHBLIMM cHulamH. JIa10TcA BBLIPOKEHUA HA IIEPEMELIICHAR
M HanpsHKEHHUA.

Summary

AXI-SYMMETRIC PROBLEM FOR INCOMPRESSIBLE ELASTIC REGIONS BOUNDED BY
SPHERICAL SURFACES

The displacements and stresses in incompressible elastic regions bounded by spherical surfaces have
been derived in the three particular cases: 1) External problem (spherical cavity); 2) Internal problem
(solid sphere); 3) Thick-walled spherical shell. The formulae derived in the paper are applied to the case
of a solid sphere compressed by two concentrated forces. Explicit expressnons for displacements and stresses
are given.
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