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1. Wstep

Konstrukcja lozysk wiencowych znacznie rézni si¢ od konstrukcji katalogowych tozysk
tocznych, powszechnie stosowanych w budowie maszyn. Charakterystyczna cecha dwu-
rzedowych lozysk wiencowych sg duze wymiary $rednic, wynoszace od okoto 0,5 m do
okoto 3,5 m [23], przy czym jeden z pierScieni fozyska — wewngtrzny lub zewngtrzny —
posiada wieniec zebaty (rys. 1). Lozyska te dzigki swej konstrukcji przenosza sily osiowe,
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promieniowe (kat dziatania 0 << a < 90°) i momenty oraz zapewniaja duza dokladnoéé
i pewnos$é przenoszonego ruchu. W stosunku do tradycyjnych rozwiazan z czopem cen-
trujacym, posiadaja zwarta budowe i sg lzejsze. Wymagajg jednak znacznie sztywniejszych
konstrukcji wsporczych oraz nie moga by¢ obcigZone bezposérednio sitami skupionymi. Za-
tem uogdlnione sily, przenoszone przez lozysko, sa wypadkowymi wszystkich obcigzen
zewngtrznych, dziatajacych na cze$¢ obrotowa maszyny, zwiazang z lozyskiem.
Analiza rozkladu sil na poszczegdlne kulki w tozysku wiencowym oraz okreéleniem ich
maksymalnych wartoéci zajmowali si¢ GOLDSZTEIN [7], OHNRICH [15], KAZANSKU
[10], MATTHIAS [11], oraz Szucki [21]. Przy czym GOLDSZTEIN, MATTHIAS i SZUCKI
podali metode obliczania lozysk o kacie dzialania a = 90° (wzdluznych dwukierun-
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kowych) obcigzonych sily osiowa 1 momentem. Natomiast KazaNskiy i1 OHNRICH
uwzglednili dzialanie sity promieniowej na lozysko, lecz obliczanie maksymalnych nacis-
kow na kulki oparli na zasadzie superpozycji sit. Stosowanie w tym przypadku zasady
supcrpozycji jest niewlasciwe, gdyz na podstawie wzoréw Hertza [9] dla styku punk-
towego w zakresie odksztalcen sprezystych mamy nieliniowa zalezno$¢ miedzy odksztat-
ceniem a sila nacisku
(1.1) f= P,
C jest staly zalezna od geometrii i od materialu stykajacych si¢ elementow.

Jak z powyzszego wynika, do tej pory brak jest dostatecznie dokladnych metod pozwa-
lajacych na okreslenie sztywnosci tozyska i sit dziatajacych na poszczegdlne kulki. Nie zo-
stal rowniez wyjasniony wplyw kata dziatania o < 90° na pracg tozyska.

2, Zalozenia

Opierajac obliczenia na teorii Hertza [9] oraz na metodzie Stribecka [20] przyjmiemy
nastepujace zaloZenia:

& 2V Pozioma os fozyska
B, Py po odksztatceniu
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1. Naprezenia zastgpcze nie przekraczaja granicy proporcjonalnosci.
2. Powierzchnie stykajacych sie cial sa idealnie gladkie (nie wystgpuje tarcie) oraz po-
siadaja idealne ksztalty geometryczne.
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3. Odksztalcenie wystepuje tylko w miejscach styku kulek z biezniami. Powierzchnia
styku jest plaska, a jej wymiary sa mate w poréwnaniu z promieniami krzywizn stykajacych
si¢ elementow.

4. Pierscienie lozyska sa sztywne. Pierscien zewng¢trzny nie przemieszcza si¢, natomiast
pierscien wewngtrzny przemieszcza si¢ jako cialo sztywne.

5. Obcigzenie dziala w jednej plaszczyznie.

Oprocz powyzszych zalozen przyjeto dodatkowo: maly stosunek /R (rys. 2), co pozwala
na pominigcie poziomych skladowych przemieszczenia kulek zwiazanych z obrotem pier-
$cienia; luz tozyskowy — réwny zeru.

3. Okreslenie podstawowych wielkosci

W pracy zajmowac si¢ bedziemy tozyskiem obciazonym uogdlnionymi sitami Q, Hi M,
lezacymi w jednej ptaszczyznie. Sily te sa wypadkowymi wszystkich obcigzen zewnetrznych
dzialajacych na cze$¢ obrotowa maszyny zwiazana z lozyskiem.

Za wielkosci dodatnie uogdlnionych obciazen bedziemy uwazali ten moment M i te sity
0, H, ktorych zwroty sa zgodne ze zwrotami uogdlnionych sit, przedstawionych na rys. 2.
Rozkiad naciskéw na kulki w tozysku zalezy od wartosci i znakéw (zwrotéw) poszczegdl-
nych sit zewnetrznych.

Dla ujgcia catosci zagadnienia rozkladu sit wystarczy rozpatrzyé dwa uklady obciazen
zewnetrznych, mianowicie jeden uklad taki, jak na rys. 2, oraz drugi réZniacy sie od
pierwszego jedynie znakiem sity H.

Dla innych mozliwych wariantow obciazefi zewnetrznych rozkiad sit na kulki bedzie
symetryczny lub antymetryczny w stosunku do rozkladu sit wewng¢trznych, wynikajacego
z wyzej wymienionych dwdch ukladow.

Na skutek dzialania obciazen zewngtrznych pierscien wewnetrzny wraz z kulkami prze-
miesci sie w kierunku osi x i z odpowiednio o x, i zy, 2 ponadto obrdci sie jako bryla sztywna
dookota osi y o kat n (rys. 2).

W lozysku nieobciazonym, srodek kazdej kulki lezy na prostej taczacej punkty styku
kulki z poszczegélnymi pierécieniami i przechodzacej przez $rodki krzywizn dwu biezni
w plaszczyZnie potudnikowej. Kat dziatania zawarty miedzy ta prosta a osia x (rys. 2)
jest staly dla wszystkich kulek znajdujacych si¢ w jednym rzgdzie i dla rzgdu pierwszego
wynosi ¢, a dla drugiego a,. W praktyce najcz¢éciej stosuje si¢ tozyska, w ktérych katy
dzialania w obu rzedach sa sobie réwne

@G.1n oy = Oy = 0.

Gdy pierscien wewnetrzny wraz z kulkami przemieéci si¢ pod wplywem obciaZenia,
wowczas kat dzialania kazdej kulki ulegnie zmianie i bgdzie funkcja kata ¢ (rys. 2), okreé-
lajacego potozenie kulki. Kat ten oznaczaé bedziemy przez oy — dla i-tej kulki rzedu
pierwszego i oy; — dla i-tej kulki rzedu drugiego (rys. 3). Jezeli zalozymy, Ze krzywizna
biezni w plaszczyznie potudnikowej jest réwna zeru [14,16], kat dziatania mimo odksztal-

cania si¢ kulek i biezni nie ulegnie zmianie i w dalszym ciagu bedzie obowigzywala zale-
no$¢ (3.1). :
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Zblizenie dwu pierscieni mierzone wzdtuz prostej taczacej punkty styku kulek z biez-
niami (rys. 3) wynosi

(32) imi - ami_am; m = 1, 27

gdzie a,, jest odlegtoscia migdzy Srodkami krzywizn w plaszczyZnie poludnikowej biezni
zewngtrznej i wewnetrznej rzedu pierwszego lub drugiego przed odksztalceniem, za$ a,;
jest odlegloscia migdzy §rodkami krzywizn w plaszczyznie potudnikowej bizzni zewnetrznej
i wewnetrznej dla /-tej kulki rzgdu pierwszego lub drugiego po odksztalceniu.

Pierscien wewnelrzny

NS

S~

/]
Pierscier zewnetrzny

Jezeli a,; > am, wOwczas pierécienie w punktach styku z i-ta kulka oraz kulka ulegaja
odksztalceniu sprezystemu, ktére odpowiada zblizeniu tych pierscieni fi; = fou; m = 1, 2.

Gdy a,; < an, przyjmujemy, ze odksztalcenie i-tej kulki i pierScieni jest réwne zeru
Smi = 0.

Odlegtoé¢ a,,, mozemy wyznaczy¢ jako funkcje uogdlnionych przemieszcezen xg, zg i 7,
z zalezno$ci geometrycznych przedstawionych na rys. 3.

Zblizenie f,,; wyrazimy zaleznoscig

Rys. 3

3.3) f;_,,,- = [(@wSIN &y =20+ RSINY COS Ppyi)? (@ €OS 0,y F X0 COS i)’ > —ay; m =1, 2.

Znaki gorne obowiazuja dla rz¢gdu pierwszego, znaki dolne dla rzgdu drugiego.
W przypadku, gdy a,, = oo, tzn. gdy krzywizna co najmniej jednej biezni w plaszczyznie
potudnikowej jest réwna zeru, zblizenie okre$limy wzorem prostszym

(3.9 St = 425SIN 0, F X COS &, COS P+ R SIN 7 SIN A1 COS Py

Gdy foi < 0, przyjmujemy f,,; = 0.
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Stosujac wzdér Hertza [9] wiazacy odksztalcenie f,; z sila P,; dzialajaca na i-ta kulke,
wyrazimy P,; w funkcji uogdlnionych przemieszczen pierscienia wewnetrznego x,, zo, 7,
mianowicie

3.5) P = CfY2.

4. Statyka lozyska

Zwiagzki migdzy obciazeniami zewngtrznymi a uogdlnionymi przemieszczeniami xo,
zo 1 1 znajdziemy z warunkow réwnowagi pierscienia wewnetrznego, ktdére dla uktadu sit
przedstawionego na rys. 2 sa nastgpujace:

n

D Priz— X Pue—Q =0, ' Piy— D Pyt H=0;
i=1 i=1 i=1 i=1

(4.1)

n n n

ZPqucosq?..-Jr szi:RCOS(PzH— Z Pl.-xh+z Pyxh—M =0,
i=1 i

i=I i=I i=1

gdzie: P\;; = Py;sinoy; jest rzutem sity dzialajacej na i-ta kulke' rzedu pierwszego, na o z
(rys. 2); Piix = Pjcosay;cosey; jest rzutem sily, dziatajacej na i-ta kulke rzedu pierwszego,
na of x; P,;; = Pysinay; jest rzutem sily, dziatajacej na i-ta kulke rzedu drugiego, na o$ z;
Py = Pyicosaycosgy jest rzutem sily, dzialajacej na i-ta kulke rzedu drugiego, na o$ x;
n oznacza liczbe kulek w jednym rzedzie.

Sumowanie obejmuje wszystkie kulki (praktycznie — kulki obciazone), za§ R, h i ¢
oznaczaja wymiary lozyska oznaczone na rys. 2.

Kat dzialania o, jest funkcja kata ¢,; i obowiazuja dla niego zaleZzno$ci:

A SIN Apt=2o+ RSIN 7 COS Py

sin oty = - R
“2) V (@ Sin oty =25+ RSIN7 COS Q)2+ (@1 COS iy T X0 COS o)
' Ay COS Oy X COS Py
COS Qi = - - ,
V (@ Sin 0= 2o+ RSIN 7 COS @) >+ (@ COS Oy T X0 COS Py
m=1, 2.

Znak goérny dotyczy rzedu pierwszego, a znak dolny — rzedu drugiego.

Jezeli a, = oo, wowcezas oy; = oy, Oy = 0y, dla wszystkich i =1,2, ... n.

Przy duzej ilosci kulek zamiast sit skupionych, dziatajacych na kulki, mozemy wpro-
wadzié rdownowazne obciazenie ciagle na obwodzie biezni, zastepujac sumowanie wielkoé-
ci P,; przez catkowanie funkcji

P ((P)
Agy,

dpm,

gdzie Aeg, =2—n, m =1, 2, za§ n, oznacza liczbe kulek w jednym rzedzie.
n

m

W przypadku n, = n, = n, mamy Ag, = A, = Ap oraz ¢; = @y = ¢
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Wstawiajac do rownan (4.1) wyraZenia okreslone wzorami (3.3) i (4.2) otrzymamy

- [p/(a_lsin_a_ﬁ:zoﬂ— Rs_inncos<}71)2+ (a,cos oy —xocos<;o,)2-a,]3/2 X

ﬂ J X (a;sino; +zo+ Rsinncos ¢,)d o, n

cn

V/ (a;sin o, +zo+ Rsinycos @, )>+ (a, cos o —XoCOS @, )

- [1/ (a;8in o, —zo+ Rsiny cos @2)*+ (@>¢08 ot -+ X, COS P2 —as) 2

2

_f X (azsin o, —zo+ Rsinncos g,)dp,
P V/ (@, sin ay—zo+ Rsinycos @2)>+ (@08 ot, + X0 COS @y)*

2

7,, [l/(alsina,+z§—}]3§i"n17cosqal)2+(a,cosal—xocos¢,)3-—a,]3/2><

1

nH _f X (@) €080 — X, COS @, ) cos g, dop,
]/(a, sin o +zo+ R sinncosp,)?+ (ala);a, —Xo co&;)nz_

+

- []/(a—zsin 4 — Zo+ Rsin 7cos@,)’+ (a>cos azﬂo—cos}py—az]m X

n f X (@,€08 X, COS ¢2) COS P d p,
5 ]/(az sin o, — zo+ Rsin# cos ¢,)*+ (@, CoSs tr+ X, COS ,)? ’
4.3) ] ) ]
- [V (a,sina, + zo+ Rsinycos ¢,)>+ (a, cos oy — xpcos @, )2 —a, |2 x

aM f X (a;sino;+2zo+ Rsinncosg,)cosp, dg, n
]/(al sin o -+ zo+ Rsin cos @, >+ (a, cos o — XoCOS @, )?

_ [|/(a2 sin o, —zo+ Rsin7cos ¢,)2 4 (a,c0s o+ X, cOs )2 —ay] Y2
2

P
X (@, sinay—2zo+ Rsinn cosg,)cos p,d g,
+R s . . o 72‘_v ——— _2 +
§ ]/(az sin o, — 2o+ Rsin7 cos ¢;)* 4 (@ €0s a4y + X4 COS ;)

; []/(al sinay+zo+ Rsinncos g, )* + (a, cos a; — xocos @, ) —al] Y2

h J X (@) c0s ot} —x(COS @) cos @, dp, N
]/(al sina,+zo+ Rsinncos @,)*+ (a, cos?zz,—xocosq)l)/2

1]

- [V (a2sin a;— 2o+ Rsin 1€08 ) + (@2€0S o3+ X0 COS 2)> — a3 ] %
‘f'hf X (@2€08 ay+ X COS @2) COS @ dps
V/ (asin et;—zo+ Rsinzcos @2)*+ (@208 a +x0COS P2)* '

0

Granice calkowania ¢, i @, wyznaczymy z warunku f,,; = 0 (rys. 4).

Réwnania (4.3) obowiazuja dla ukladu sit przedstawionych na rys. 2 z tym, ze sita H
powinna byé tak niewielka, aby maksymalna sita dzialajaca na kulk¢ rzedu pierwszego
wystapila przy ¢, = 0. Jezeli sita H jest bardzo duza, wéwczas obcigzenie rz¢du pierwszego
ulegnie zmianie (rys. 5) i maksymalna sita dziatajaca na kulke wystapi przy ¢, = 180°,
Réwnania (4.3.) beda jednak w dalszym ciagu obowigzywaly z tym tylko, ze w calkach
odnoszacych si¢ do rzgdu pierwszego nalezy zmienié dolng i gérna granice calkowania.
Granica dolna bedzie rowna ’_<;51, a gérna s, Jezeli sita H ma zwrot przeciwny (—H) row-
nania beda obowiazywaly tak dtugo, jak dtugo f,(0°) = 0. Rozwiazujac uklad (4.3.) i od-
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wracajac go wyznaczylibySmy uogolnione przemieszczenia x,, zo, 7 — a tym samym rozklad
naciskdw na kulki w tozysku — w funkcji uogdlnionych sit zewnetrznych

(44) xOZFI(Q’ H’ M)a ZOZFZ(Q’ H’ M), 77:F3(Q, H, M)

Réwnania (4.3) nie nadaja sie jednak do dalszej analizy, zaréwno z uwagi na trudnosci
calkowania, jak i konieczno$¢ poZniejszego rozwigzywania ukladu réwnan przestepnych
ze zlozonymi funkcjami nieelementarnymi. Mozna je rozwigza¢ metoda przyblizona przed-
stawiajac wyrazZenia niewymierne w postaci potrojnych szeregdw potggowych. Na przyktad:

1 o0 o0 oo
\ |
. . ; ; P Y -k
ﬁ ((pl) 05 Zos X0, 75 a ) _ :\ b bijk((pl, x5 .’.0)),(’)5“177](11 .
1 4 sod smd

Rozwiagzanie réownan (4.3) za pomoca szeregdw bedzie przedmiotem oddzielnej pracy,
natomiast obecnie zajmiemy si¢ rozwigzaniem s$cistym tych réwnan zakladajac a,, = oo
(pominiemy zmiang¢ kata dzialania, co byloby $ciste w przypadku co najmniej jednej biezni
stozkowej, natomiast dla biezni toroidalnych stanowi dogodne przyblizenie), wowczas
prawa strona powyzszej zaleznosci bedzie réwna wyrazeniu (3.4) i uklad rownan (4.3)
przyjmie znacznie prostsza postac:

71

4 . . .
. _,Q_,.: f (zosin a—xocos «cos g+ Rsinysinacos ) 2d g -
cnsinot
P2
— f (—2zosin a+ xocos acos @+ Rsinzysinacos ¢)*2dgp,
0
i 1
{2 . . -
— = —f(zosma—xocosacosq)+Rsmnsmozcos<p)3/2cos<pd<p+
cncosa

9
4.5) _

P2
+ f (—2zosin a+xocos acos g+ Rsinysin acos @)**cos pdp,
0

71
aM . . . K
en(R T hotga)sins = Of (zosin ot— xoc0s ccos @+ Rsinysin wcos g)**cos pd g+

P2
+ f (—zoSin o+ xc0s 0. cOs p-+ Rsinzsin acos )**cos pd .
0

W réwnaniach tych przyjeto « = «, = a,, a ponadto obie zmienne ¢, i g, oznaczono
krétko przez ¢.
Granice catkowania (rys. 4) wyznaczymy z warunku f,;, = 0; m =1, 2, a wigc

— ZO
4.6 = arc cos ——
(46) 1 ! xoctga— Rsiny’
Zo

4.7 @ = e —
S ?2 arccosxoctga+Rsimy
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W przypadku

Zo

(4.8) < —1,

;nctga—Rsinn o
mamy @, = 7.

Uktad ten jest mniej skomplikowany niz (4.3) 1 w zwiazku z tym prawe strony réwnan
mozna bedzie scatkowaé. Rozwigzanie prowadzi do réwnan przestgpnych zawierajacych
catki eliptyczne.

Odwrdcenie tych réwnan i przedstawienie uogdlnionych przemieszczen w postaci (4.4)
jest jednak w dalszym ciagu niemozliwe. Przemieszczenia moZzemy wyznaczy¢ jedynie na
drodze numerycznej (rozwigzywanie rownan przestepnych) lub metoda przyblizona np.
metodg szeregdw poteggowych, ktéra stosowano w pracy [6] do rozwiazania tego ukladu
réownan, dla pewnego zakresu ,obciazen zewngtrznych (duzy moment, male sily — osiowa
i promieniowa).

W przypadku dziatania na tozysko tylko jednej uogdlnionej sity ukiad réwnan sprowadzi
si¢ do jednego réownania, mianowicie:

1. W przypadku dzialania sity osiowej Q

20 pgosp nd .
- = Z0sin ozof ®;
stad
2/3
_ Q
(4.9) o= (cnsinma ’

2. W przypadku dzialania momentu M

aj2 aj2
. ?ZCA: = 2sin3’2a(Rsinn)3/2(Rsinaf cosslztpdtp—]—hcosaf COSS/Z(pdtp);
0 0

stad

. 273
(4.10) Rsiny — [ nM ]

1,4378 cn(R-+hctga) sin%/%a

3. W przypadku dzialania sity poziomej H

nj2
nH _ 3/2 12 2 .
— = 2x3/*cos® ozofcoss’ pde;
stad
2/3
nH
4, = - :
(4.11) Xoctg (1,4378cnsm-”2acosa)

Powyzsze trzy przypadki sa znane, w 'literaturze [14,17]; zaleznoéci (4.9)-(4.11) przyto-
czyliémy ze wzgledu na to, ze bedziemy z nich korzysta¢ w dalszej czgéci pracy.
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5. Rozwiazanie Scisle rownan w przypadku a,, = oo

Przystepujac do rozwiazania ukladu réwnan (4.5) zatozymy z, # 0 i wyciagniemy
(zosin=)** przed znak calki oraz zastosujemy nastepujace podstawienia:

XoCtga i Rsinn ’

5.1 U= — % Z
(5.2) v — XoCtga n Rs~m77
2o Zo
273
_ Q
9o = ( cnsin®?a |
2/3
M
(5.3) au = = —|
1,4378 cn(R+hctgo)sin®? o
. ( H 23
In = 1,4378 cncosasin®?a |

gdzie u i v nosza charakter bezwymiarowych uogdlnionych przemieszczen pierscienia
wewngtrznego, g — zredukowanych obcigzen [o wymiarze dlugosci wg zaleznodci (4.9)-
(4.11)].

Odksztalcenia i-tej kulki i pierScienia wewngtrznego (3.4) wyrazone za pomoca para-
metréow u i v przyjma postaé: w rzedzie pierwszym

(5.4) Si(@) = zo(14ucosp)sina,
w rz¢dzie drugim
(5-5) Sf2(p) = zo(—1+wcosg)sina;

skad przy zo # 0
_— 1 . 1
1 =arccos|—--|, @, = arccos >/

Réwnania (4.5) po uwzglednieniu zaleznosci (5.1)-(5.3) zapiszemy nastepujaco:

’71 v2

‘132/2: U (1 +ucosp)*dp— f(—l+vcos¢)3/zd¢],
V]
® ?2
32 3 32 . 32
(5.6) g 14378[ f(H ucos )**cos pdp - f( 1 +vcosy) COS(pd!p],

3/ 1 ‘PZ
o = 17,4378 [( (l+ucos<p)3-cosgvdgv+J (—1+vcosq>)3/zcosq)d¢)]
Z analizy funkcji podcalkowych wynika, Ze parametr u dla przyjetego ukladu obcigzen
zewnetrznych moze przyjmowaé dowolne wartosci, natomiast parametr v winien spetniaé
warunek v = 1.
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Wartosci parametru v wskazuja na rodzaj obciazenia rzedu gérnego. Szczegolnie inte-
resujace sa jego wartoéci graniczne, odpowiadajace takiemu obcigzeniu, przy jakim f;(0°) =
= 0 albo f,(180°) = 0.

Rozpatrzymy przypadek pierwszy, tzn. gdy f,(0°) = 0. Woéwczas korzystajac z zaleznosci
(5.4), otrzymamy

Xoctga  Rsinnp
— o 4 T —

S . —1,l a wigc dla f,(0°) =0, mamy v = —1. Podobnie dla
0 "

J1(180°) = 0, mamy v = 1.

Analizujac w dalszym ciagu wyrazenie podcalkowe (5.6) mozemy stwierdzié, ze dla
|u| << 1 caly pierwszy rzad kulek bedzie obciazony (gérna granica catkowania ¢, = 7),
a dla |u| > 1 tylko cze$¢ tego rzedu bedzie przenosi¢ obciazenie. Wartosé bezwzglgdna
parametru v wskazuje, ktdra czes$¢ rzedu pierwszego przenosi obciazenie. Na rys. 6 przed-
stawiono rzuty odksztalcenn na 0§ z w zalezno$ci od wartosci parametru u.

I
R Rcos 51_—!

Rys. 6

Dla dodatnich warto$ci parametru ¥ maksymalne odksztalcenie w rz¢dzie pierwszym
wystapi przy ¢, = 0° a dla ujemnych przy ¢, = 180° (duza sita H). Widzimy wigc, Ze
réwnania (5.6) beda obowigzywatly tylko dla dodatnich warto$ci parametru ». Dla warto$ci
ujemnych nalezy zmieni¢ granice catkowania we wszystkich catkach, zawierajacych ten
parametr.

W odniesieniu do warto§ci parametru », winien on spetnia¢ warunek v = 1, co wynika
z poprzednio przyj¢tego zatoZenia f>(0°) = O.



476 T. GiBCzZYKSKA, M. ZYCZKOWSKI

Roéwnania dla ujemnych wartoéci parametru u zapiszemy nastepujaco:

—u

[f(l—ucos<p)3/2d<p— }z(—l+vcos<p)3/2d<p],
= 6

P1

32 z/?
qdo. =
‘ 7

" Pz

(5.7) Y2 __ 7" _f 1— 372 d f 1 312 d

. 9H = 12378 (I—ucosg)’’*cospdp+ | (—1+4wvcosg)?cospdyp|,
? - 0

1
352
32 2o

= ?2
qm —m[f (1—ucos<p)3lzcos<pd<p+f (—l+vCOS(p)3/ZCOS(pdtp].
> = 0

P1
Z uwagi na fakt, ze w powyZszych réwnaniach uwzgledniono juz znak ujemny para-
metru u, to w dalszym ciagu rozwazan calki te bedziemy rozwiazywali tylko dla wartosci
dodatnich tego parametru, przy czym w definicji (5.1) nalezy zmienié¢ znaki po prawej
stronie wyrazenia.
Dolna granica catkowania

Zy

¢ = arccos Xo ctga— Rsiny BRA
w przypadku, gdy

Zp
— SE—*
Xoctgoa— Rsiny -

H

wynosi ¢, = 0.

Calki zawarte w rownaniach (5.6) i (5.7) sprowadzimy do calek eliptycznych pierwszego
i drugiego rodzaju.

Najpierw zajmiemy si¢ rozwigzaniem pierwszej calki z uktadu réwnan (5.6), zawiera-
jacej parametr 4. W tym celu zastosujemy podstawienie

(5.8) cosp = 1—2sin%y,

gdzie y = (5 Calka ta przyjmie wigc postaé:

L4 "
(59) | (rucosg)2dp = 2(1+uw2 [ (14bisiny)*Pdy,

0 g
gdzie

2u
(5.10) b, = l/m’
(5.11) ?1=arcsin]/l+u,
2u

Rozwiazanie catki znajdujacej si¢ po prawej stronie réwnosci (5.9) zalezne jest od war-
tosci parametru b, [18], a tym samym od wartosci parametru u. Poniewaz parametr u
moze przyjmowaé dowolne dodatnie wartosci, calka ta bgdzie miala dwa rodzaje rozwigzan
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w zalezno$ci od przedzialu zmiennoéci tego parametru. Przedzialy te okreé§limy nieréwnos-
ciami: 1) dla 0 < b, < 1, co odpowiada 0 < u <X 1; 2) dla b, == 1, co odpowiada u > 1.

W przypadku, gdy 0 < u< 1 (p, = =), catka (5.9) zgodnie z katalogiem calek [18]
bedzie miata rozwigzanie

n/2 2

[ (—bisinty)ridy = S @—bYE®G)—
0
gdzie K(k) jest calka eliptyczna pelng pierwszego rodzaju, E(k) jest calka eliptyczna pelng
drugiego rodzaju, a modut k = b,.

Podstawiajac za b, wyrazenie (5.10) otrzymamy

1—-b}

K (&),

n

2 i
(5.12) 6f(H—ucosqo)”quo =3 V1+u [4E ( I/I%:;) —(1—w)K (]/liflu)]

Catke (5.9) w przypadku u = 1| rozwigzemy [18]:

71

2 1 1 —p? 1
—pein® N2y — 15X (0—p? |+ b
(')f(l bisin '}’) d‘}/ {3 2 bl)[blE(yz,bl)+ b, F(yz”bl)]+
71
1—b}

1\ o
) . B H __h2qinn2
3, F(yz, bx) -3 sinycosy )/ 1—b2sin y}

0
gdzie F (yz’b%) jest calka eliptyczng pierwszego rodzaju, E (yz,b%) — catka eliptycz-
na drugiego rodzaju, za$
(5.13) y, = arcsin(b;siny).

Dla dolnej granicy catkowania warto$¢ y, = 0, a dla gérnej y, = n/2.
Ostatecznie catke (5.9) dla u > | przedstawimy nastg¢pujaco

1 . . 2 , I+u 1+u
(5.14) Of (1+ucos p)**dy —31/—2_“[(“ _4"+3)K(|/ 2u )+8uE (]/ 2u )]

?1
Nastepna calke f (14+ucosp)**cos pdp rozwiazemy, wykorzystujac poprzednio stoso-
0
wane podstawienia. PoniewaZ sposéb rozwiazania jest analogiczny, podamy tylko wzory
koncowe. I tak dla 0 < u<1

r 2 —I 2u
32 _ 2 _
(5.15) !(l+ucos<p) cospdp = o V1+u _(3u +DHE (]/ 1)

a-anly/ )

?1
2 1+u
(5.16 1+ ucos@)*’?*cospd =—;[2 3ut+1 E(]/ )+
) Of ( ®) pdp 5y ( ) ey

—(u—1)Gu—DK ( l/ 1;;”)].

adlau=>1
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Nastepnie przystapimy do rozwigzania calek uktadu réwnan (5.7) zawierajacych para-
metr u. W tym przypadku zamiast podstawienia (5.8) korzystniejsze jest podstawienie
cosp = 2cos’y—1, gdzie y = ¢/2; a zatem

n n!Z
(5.17) f(l-ucos<p)3’2d<p =2(1+u)’? | (1—bjcosty)*dy.
o 7

Dla 0 < u< 1, @, = 0, calka zgodnie z katalogiem calek [18] bedzie miala rozwiazanie

nf2 .

2 bysinycosy

1—bicosy)*d ={~(2—bz)[5(  b)— ]
6{( l T 3 1 7 V 1—bicos?y

1_ % n/2

3

’

- ‘
F(ys, bl)—i-%sinycos;; ]/1 —bfsmzy} f
0

. . siny
gdzie p3 == arcsin ————= .
Y 1—bZcosy
Dla dolnej granicy calkowania y; = 0, dla gérnej y3 = =/2. Wobec tego po wstawieniu
granic calkowania otrzymamy

T

Ny a— 12ul |2u|
(518) | (1—ucosg)dg = 5 V/1+1ul [4E( 11;‘,1;[)_(1—'“01(( 1+|u|)]'

0

Z uwagi na to, ze znak minus parametru u zostat juz uwzgledniony w wyrazeniach pod-
catkowych uktadu réwnan (5.7), do rozwiazania (5.18) wprowadzono jego warto$é bez-
wzgledna. Warto$¢ catki (5.18) jest réwna wartosci wyrazenia (5.12) i podobnie dla u = 1
catka (5.17) bedzie réwna calce (5.14). Ponadto mozna sprawdzié, ze dla wszystkich
wartosci parametru u bedzie obowigzywala réwnosé

n 71
(5.19) - f(l—ucos¢)3lzcos¢d<p = f (14ucosp)**cospdp.

0
14

Nast¢pnie przystapimy do obliczenia calek zawierajacych parametr ©. Calki te beda
mialy jeden rodzaj rozwiazania, poniewaz v == 1. Tok post¢powania przy rozwiazaniu
tych calek jest analogiczny do sposobu rozwigzywania calek zawierajacych parametr u
i dlatego tez ograniczymy sie tylko do podania wzoréw koncowych. A wiec

P2 a 2 —1 —1
(5.20) 6f (—1+4vcos ) *dp = 3120 [(”+1)(7’+3)K (]/Uzv ) —80E(]/v2v )]

P2 m—
. 2 v—1
372 _ 2
(5.21) j (—1+wvcose) cos<pd<p—5 ; [2(31) +1)E(]/ 27})

b V20
—
—(v+1)(3v+1)K(‘/”2”1)].
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Wstawiajac rozwigzania catek do uktadéw réwnan (5.6) i (5.7) otrzymamy dwa rodzaje

rozwigzan:
dla 0 < Juj< 1

U ) P ppua— 2\ 2l
9 “7{?V1+‘”'[4E( 1+|u|) ¢ '“')K( 1+|u|)]Jr
! v—1 v—1
5% [wenwrox(y/ ) -se () 2]

32 ) —2sgnu  ,—— / 12ul 24|
- oy )
qu 1,4378! s VIl [(3” TOEL) 14

~ )], 2 i v——l)

- '“')K( 1+|u|]+ ,/20[2(3”*‘)E(V 20 |t

(5.22) —
_(v+1)(3v+l)K(l/ ”2v )]}

e ]2sgnu p E( 2u| )
m 14378[ 54l Vit '[(3“ +D T+a) "

)2 o1
_(I—WDK(]/HI?I)]JFS V20 [267} +1)E(]/ 20 )+

— @+ 1D Bv+ DK l/
dla Jul| =2 |

9y’ = ::Z{B/D;'[(lul—l)(lul o | L) e (]/
T (RRNaR 8 e e
v

R 1+|u|)
32 20 sgnu 2

— 203+ 1 E( +
i 1,4378{ sV 2l [( ) 12u

T4 Ju 2 : o1
PRV R )
—(v+1)(3v+1)x(]/”2;1)]},
3/2

o % [ 2sgnu [2 3241 E( 1—{—|u_|)

W= 14378 sy LOF T 2 | T
)]}
29 )

i

Sk
il

(5.23)

1414l
S R e
—(v+1)(3v+1)E(]/

7 Mechanika teoretyczna
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W przypadku granicznym |u| = 1, réwnania znacznie si¢ uproszcza i mozemy je przed-
stawi¢ w nastepujacej postaci:

o = E%f{gyz -W,* [<v+1)<v+3)K(]/“ ) 8 E(]/;)T)]}

32

p_ @ [—8sgnu s 2 | -1
W= g s V2 5V§5[2(3v2+])E(]/ 277)+
o—1
(5.24) —(v+1)(3v+l)K(l/ = )]}

3t |8sgnu - 2 —1
32 2o 14 / s 2 ( “ )
Iu 1,4378 { 5 V2 5120 [2(3 v+ DE 20

</ v—1
—(v+ D Bv+ DK ( I/2E)-)]}'

Kazdy z uktadéw réownan (5.22) i (5.23), zawierajacy trzy niewiadome: zy, x4 1 % (po-
przez u i v), da si¢ sprowadzi¢ do uktadu prostszego zawierajacego tylko dwie niewiadome
uiv. Wtym celu réwnania (5.22) i (5.23) zapiszemy krdtko nastg¢pujaco:

Fy(u, v)
oy =

32 3/2 Fz(u 7))

(5.25) =0 74378

32 __ 32 FJ(“ 7’)
M0 4378

Nastepnie kazde z powyzszych rownan podniesiemy do potegi 2/3 i dodamy stronami
do siebie. W ten sposdb wyznaczymy

20 Fl(u, 7)) 2/3 [Fz(u 7)):| [F;;(Ll 7))_ 2,’3[_1
o 7 {[ 5’] “Liars | Tlhams]

gdzie ¢ = go+qu—+qm-
Wstawiajac {5.26) do (5.25) i podnoszac réownania do potegi 2/3 otrzymamy

; _{ E )|, [Bw )" [Fw o) } £, _>]
9o = p 14378 1,4378 | a ’
o A" [Feo)]” | [Feo) 2’3}“ [ Fy(u, v)]z”
Qu = p 1,4378 1,4378 1,4378 |
przy czym wielkoéci 9o = 99/9, 94 = qu/q, gu = 1 —qu—go uwazamy za znane.

Stosujac metody numeryczne z réwnan tych mozemy wyznaczyé u i v, a nastepnie,
korzystajac z zaleznosci (5.1) i (5.2), pozostale uogdlnione przemieszczenia pierscienia

lozyska
xoctga _ v—u || Fi(u, v) 2'3+ £(u, v) 2’3+ Ey(u, v)]m\"l
g 2l = 1,4378 14378 |

Rsing _ vtu|[FG o)™ | [R@ o))" [F, )]}
g 2 P 1,4378 1,4378 :

(5.27)

(5.28)
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6. Zakonczenie

W niniejszej pracy podaliSmy rozwiazanie $ciste (5.22), (5.23) réwnan statyki tozyska
w przypadku pominigcia zmiany kata dzialania na skutek odksztalcenia sig¢ kulek i biezni
(przyjecie stalego kata dzialania odpowiada stosowanej w wytrzymalosci materiatow
zasadzie zesztywnienia). Réwnan tych nie da sie odwréci¢ — wykorzystaé je jednak mozna,
korzystajac z wyrazen (5.26), (5.27) i (5.28) do przedstawienia graficznego lub tabelarycz-
nego zaleznosci

Z — —
7" = D,(Gu, In),
(5.29)
Xoctg o _ Rsin —~ =
—O—q—g— = qu(qAI, qH): _q 7Z = gD-"(ql‘ff’ qH)’

tzn. do przedstawienia uogdlnionych przemieszczen w funkcji obciaZzen zewngtrznych
wyrazonych za posrednictwem zmiennych ¢y i ¢,r. Stosowanie wyrazen (5.29) jest szcze-
golnie wygodne, gdyz zmienne gy i ) zmieniaja si¢ w granicach od zera do jednosci.

Wyniki obecnej pracy znajda przede wszystkim zastosowanie przy ocenie dokladnosci
wzorow aproksymacyjnych, okre$lajacych sztywnos¢ tozysk w sposob jawny; wyprowa-
dzenie tych wzordow bedzie tematem oddzielnego opracowania.
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Peswme

YPABHEHUMA CTATHKHM OJIS JIBYXPAOHOI'O WAPHMKOBOI'O ITOJNUIHUITHUKA

B pabote naioTcst TOuHbiE PEIIEHHUS YPAaBHEHHI PaBHOBECHS NBYXPSJHOTO IUAPHKOBOTO MOMLLIMITHUKA.
OnpeneneHre Harpy30K OCHOBAaHO Ha TEOPHUM Leplia, B CBA3M C ueM NPHHATHI NPEANIOIONEHUS KIaCCH-
YECKOH TEOPHH YNPYrOCTH, CBEPX TOrO IIPEIOJIaraercs:

1. IocrostHeTBO yrna QeHCTBHs MOALUMNHMKA (TIpeHeOpEraeTcst H3MEHEHHEM 3TOTO YIJIA CBSZaHHBIM
¢ nedopmaneil MOALIMNHHKA),

2. JKecTkue KosbLa MOMLLIMITHHKA,

3. He6onbmwoe otHowenue A/R (puc. 2),

4, 3a30p B NOMILHMITHMKE PaBEH HYJIIO.

Cuauana omnpepeneHa ynpyras nedopmands /{-TOrO WIAPUKAa, YUUTbIBasg M3MEHEHMS yria OeicTBHUS
BClleacTBHE Aedbopmaniiy LrapuKoB M fopoXckH (3.3) a 3aTem npeHebperast aTiM namenennem. Onpenenena
Clla [eMcTBYHOLAs Ha i-ThIH IUAPHMK M ITOCTPOEHbI YCJIOBHS DPAaBHOBECHS [JISI BHYTPEHHETO KOJblA
nomuwmnunka (4.1). C uensio onpenesieHuss OGLIErO PELICHUST He 3aBUCHMOTO OT UMCIIA LUAPHKOB CYMMU-
POBaHME 3aMEHAETCsT HHTErpHpoBaHHeM. IIpenensl HHTErPUPOBAaHMS ONpeReNeHbl U3 YCIOBHS f,,; = 0.
Tlonyuennsle ypaBHenus (4.3) He NPHMIOAHBLI IJIA JaJbHEHIIEro aHanM3a, TAK M3 3a 3aTPYJHEHMI NpH
HMHTEIDHPOBRHHH, KaK H HEOOXOOUMOCTH PEIeHHsI CHCTEMbI TPAHCUEHAEHTHLIX YPABHEHHUH €O CJIOMKHBIMU
HeaJIeMEeHTapHbIMH GyHKIMAMH. st OansHeHInero pacCMOTPEHHST HE YUYMTBHIBAJIOCh M3MEHEHHE Yria
ReHCTBHA; YPAaBHEHUS CTAaTMKH 3HAUHTEJIBHO YNPOCTHIHCH (4.5) M CBENHCH K TPAaHCLIEHAEHTHbIM ypaB-
HeHusm (5.22) u (5.23) comepiKkalliuM MOJNHbIE 3JUTHITHYECKHE MHTErpalibl MepBOro M BTOPOTO pona
3aBHCHMEIE OT IapaMeTpOB 4 M v omnpenencHHblx dopmynamu (5.1) u (5.2).

Pe3ynpraTbl HacTOALUeH paboThl HAHAYT Npe)<ae BCEro NPHMEHEHHE [T OLIEHKH TOWYHOCTH NMPHOH-
SKEHHBIX (GOPMYJ1 ONpENEIIAIOLIMX ABHO H(ECTKOCTb MOJUIHIHUKOB; BBIBOX 3THX (OpMYyN OYOeT Temoii
OTAENbHOH pPaGOTHI.

Summary

EQUATIONS OF STATICS OF DOUBLE-ROW RADIAL-THRUST BALL BEARING

Paper gives an exact solution of the equilibrium equations of double-row radial-thrust ball bearing.

The determination of loading acting on individual balls is based on Hertz’s theory, thus the classical
assumptions of the theory of elasticity are accepted; further assumptions are as follows:

1) The pressure angle (rake angle) a is constant (the change of this angle due to elastic deformation of

the balls is neglected),
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2) The bearing rings are rigid,

3) The ratio A/R is small (Fig. 2),

4) The bearing clearance equals to zero.

The elastic deformation of the i-th ball is determined at first with the change of the pressure angle a
being taken into account (3.3), and then with being neglected, (3.4).

The force acting on the i-th ball is then determined and the equations of equilibrium of the inner ring
of the bearing are formulated, (4.1). To obtain a general solution independent on the number of balls the
summation is replaced by the integration. The limit of integration is determined by the condition of no
deformation of the ball, f,,; = 0. The obtained equations (4.3) are almost useless to the further analysis
because of the difficulties of integration as well as the necessity of solution of the system of transcendental
equations with involved non-elementary functions. Thus in the further analysis the change of the pressure
angle « is neglected; the equations of statics take then considerably simplified form, (4.5), and may be
reduced to transcendental equations (5.22) and (5.23) containing elliptic integrals of the first and of the
second kind, depending on the parameters « and v, defined by the formulae (5.1) and (5.2).

The results of the present paper will be applicd, above all, to the estimation of the accuracy of the appro-
ximative formulae determining the stiffness of the bearing in an explicit form; the derivation of such for-
mulae will be given in a subsequent paper.
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