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1. Zagadnienie techniczne

Na tarczy turbiny jest N topatek, nominalnie jednakowych, rownomiernie rozstawio-
nych i jednakowo osadzonych.

Zmieniajac stopniowo predko$é obrotowa turbiny obserwujemy, Ze w lopatkach wy-
stepuja drgania o postaci i amplitudzie zaleznej w zloZony sposéb, migdzy innymi, od
tej predkoéei, od warunkéw eksploatacyjnych (np. temperatury), od wyboru punktu ob-
serwacji na fopatkach, od nieuniknionych réznic miedzy poszczegdlnymi topatkami (np.
material, odchytki wykonawcze topatki i jej osadzenie) itd. Drgania powoduja wystapie-
nie naprezen w topatkach i ostatecznym celem postgpowania jest stwierdzenie, czy na-
preZenia te nie przekraczaja dopuszezalnych, w zadnym punkcie Zzadnej z N lopatek.

Aby zmniejszy¢ liczbe zmiennych parametréw mozna, na przyklad, (opieramy si¢ na
pracy LAPINSKIEGO [1]) ustalié punkt pomiaru; zwykle lokuje si¢ go w 1/3 wysokosci
topatki, blisko krawedzi sptywu. Na n lopatkach spoérdéd tacznej liczby N przykleja sie
w wybranych punktach tensometry oporowe, ktére w znany sposéb pozwalaja rejestrowac
zmienne naprezenia w funkeji czasu.

Dla dalszych rozwazan wazna jest okoliczno$¢, Ze n jest liczba duzo mniejsza od N.
Powody tego sa natury technicznej; wymienimy z nich tylko niektdre: trudno$é komu-
tacji, to jest przenoszenia impulséw elektrycznych z wirujacych tensometréw do nieru-
ruchomej aparatury mierniczej i trudna technologia klejenia tensometréw.

Turbinie nadaje sic taka predko§é obrotowa, Zeby amplitudy naprezen byly mozliwie
duze (rezonans) i rejestruje si¢ je. Oznaczmy przez X zmienna losowg zdefiniowana jako
amplituda naprezef w opisanych warunkach., Otrzymujemy wigc ciag wielkosci doé$wiad-
czalnych xy, x,, ..., x,. Na tej podstawie nalezy sformulowaé orzeczenie o nieznanej naj-
wigkszej amplitudzie xJ** na zbiorze wszystkich N topatek. Oczywiécie orzeczenie to
moze mie¢ tylko charakter probabilistyczny, ujawniony lub nieujawniony.

_ LAPINskI [1] cytuje, miedzy innymi, regulg nie wymienionego autora, ktdéry zaleca
przy n=15,6,7 przyjmowaé po prostu
J’E.R,mx — x{}"’"k,
gdzie k jest wspdlczynnikiem empirycznym wynoszacym od 1,25 do 1,35; xp** =
= max (x;, X, ..., X,); X§** jest oszacowaniem X, Warunki, w ktérych ta reguta jest
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przydatna i zwigzane z nia prawdopodobienstwo niedocenienia naprezen rzeczywistych
nie byly podane.

W pracy (1] jest réwniez wzmianka o metodzie zaproponowanej przez K. R. NAIra
(danych bibliograficznych pracy Naira nie udato si¢ ustali¢) i opartej na zaloZeniu roz-
Kladu logarytmo-normalnego zmiennej losowej X, z czego mozna znalez& rozklad przy-
blizony skrajnej statystyki pozycyjnej X¥*, ktdrej warto$§¢ oznaczamy przez xy°*.
Istotnym etapem w tej metodzie jest znalezienie takiej najmniejszej liczby x,, Zeby mozna
bylo z zadanym prawdopodobienstwem P powiedzie¢, ze xy** < x,. Korzysta si¢ przy
tym z pomocniczego prawdopodobieastwa P, = 1—[(1—P)/(N—n)]. Wzér na P, budzi
pewne watpliwosci, bo traci on sens, gdy # — N i nie wiadomo, w jakim zakresie wolno
go stosowal. Metoda ta jest metoda przyblizona; nie sa nam znane konsekwencje jej
stosowania. W pracy [1] podano jedynie sposéb przeprowadzania rachunkdw.

Z pracy [1] notujemy jeszcze interesujaca wskazéwke, ze rozkiad zmiennej losowej X
jest rzeczywidcie zblizony do logarytmo-normalnego. W pewnym przypadku Eapinski
otrzymal dodwiadczalny rozktad logeX: N (2,9689; 0,0635) (na podstawie tabeli 2 pracy
(1D).

Ze wzgledu na znaczenie techniczne zagadnienia, o ktére kilkakrotnie w ostatnich
latach mieliémy zapytania ze strony przemystu turbinowego, postanowili§my zbadad sprawg
gruntownie. PoniewaZ metody analityczne zawiodly, zdecydowaliémy sie na modelowa-
nie na maszynie cyfrowe;.

Czytelnik zainteresowany tylko odpowiedzia praktyczna moze znaleZé ja w punkcie 5.

2, Sformulowanic orzeczenia statystyczmnego

Przyjmujemy zaloZenie, Ze zmienna losowa X ma rozklad logarytmo-normalny z nie-
znang $rednig m, i nieznanym odchyleniem standardowym o,.. Amplitudy naprezen to-
patek zamocowanych na turbinie sa N-elementowa prébka prosta pobrana z populacji
o tym rozkladzie. Inaczej méwiac, kazda amplituda jest zmienna losowa X; o takim sa-
mym rozkladzie, jak X. Zmienne losowe X; sa niezalezne. Ustalamy n < N. Oznaczamy

X§™ = max X;, X™* = max X,.
1<i<N t<i<n

Zbudujemy zmienng losowa G, jako funkcje argumentéw Xy, Xs, ..., X, w taki sposdb,
zeby dla kazdej pary dodatnich rzeczywistych liczb (m,, o,) spelniony byl warunek

@.1) PXB™ < G) = 1—a,

gdzie « jest dowolnie wybrana mala liczba (np. 0,05). Przy tym w przepisie funkcyjnym
funkcji G, nie powinny wystgpowaé nieznane nam wartosci m, i o, (natomiast rozktad
G, i rozklad X§** zaleza od m, i o). .

Wartos$¢ g, zmiennej losowej G, obliczamy znajac x;, ..., X, z pomiaréw na badanej
turbinie. Na podstawie g, mozna wydaé orzeczenie o warto§ci xB** zmiennej losowej
Xy"* stwierdzajace, ze X§** < g,. Zgodnie z (2.1) frakcja blednych orzeczen $rednio jest
réwna o.

Konstrukeja zmiennej losowej G, zajmiemy si¢ w rozdziale 3. Obecnie zastanowimy
si¢ nad konsekwencjami stosowania takich orzeczet w praktyce.
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Zazwyczaj praktyk chcialby poréwnaé x¥** z dopuszczalng amplituda naprezef a.
Chciatby wigc uzyskaé orzeczenie: «xy™ < a» Jub «x{*™ > a». W pierwszym przypadku
uznatby, ze moze nie interweniowad, w drugim przypadku uznalby za konieczng inter-
wencje polegajaca, na przyklad, na wymianie fopatek. JeSli orzeczenia te sa uzyskane

na drodze rozwazan statystycznych, moga si¢ zdarzaé pomylki polegajace na wydaniu
pierwszego orzeczenia, gdy xy** > a, lub wydaniu drugiego orzeczenia, gdy x§*™* < a.
Biad T rodzaju powoduje powstanie strat przy eksploatacji turbiny, a nawet niebezpie-
czenstwo, Biad II rodzaju powoduje koszty wynikle z niepotrzebnej interwenciji.

Wyznaczona przez nas warto$é g, majoryzujaca xy** moze by¢ badz mniejsza, badz
wicksza od a. Przypu$émy, ze postanawiamy nie interweniowad, je§li g, << a, natomiast
interweniowaé, jeéli g, > a. Wobec tego na mocy (2.1) prawdopodobiefistwo blednego
braku interwencji oczywiscie nie przekroczy «. Natomiast prawdopodobienistwo zbednej
interwencji moze przy takim postgpowanin byé bardzo duze, a nie mozna podaé jego
oszacowania, je$li nie zna si¢ warto$ci m, i o,, co zalozono. Ta uwaga krytyczna odnosi
si¢ nie tylko do naszej metody. Niepewno$¢ w orzeczeniu jest konsekwencja skapej in-
formacji doswiadczalnej i nie mozna usunaé jej zadnymi operacjami matematycznymi.

3. Konstrukcja zmiennej losowej G,

Mozna by rozpatrywaé problem optymalnej konstrukcji zmiennej losowej G, przyj-
mujac ktory§ ze znanych modeli statystycznej teorii decyzji. Ze wzgledu na wielkie trud-
nofci, jakie nastrecza rozwiazywanie takich probleméw, oraz arbitralno$¢ wyboru mo-
delu (np. wyboru funkcji charakteryzujacej straty itp.) odrzucono t¢ droge postgpowania.
Zmienna losowa G,, ktorej konstrukceje opiszemy, jest tylko jedna z dopuszezalnych funkcji
argumentéw Xj, X, ..., X,, to znaczy spelnia warunek (2.1) i nie zalezy od m, i 0.

Oznaczmy: Y; =logX; i=1,2,..,N) (dla dowolnie ustalonej dodatniej

Y™ = log X§"%, liczby ¢),
Yeor = log, X,

n
n IZ

]/ 4

Y){Jnax . Y'xlm,x
S,

U:

Zmienne losowe Y; maja z zaloZenia jednakowe rozkiady normalne o nieznanych pa-
rametrach m, i ¢, . Rozklad zmiennej losowej U nie zalezy od m, i gy, jest wigc jednakowy
przy wszelkim rozkladzie normalnym zmiennej losowej log.X. Gdy YF§* = Y™, to
U=0, przy czym P(U = 0) = n/N. Dla u > 0 rozktad U jest ciagly.

Jedli wigc nfN < 1—a, to istnieje dodatnia liczba rzeczywista u, taka, ze

3.1 P(U < u,) = 1—u.

Bedziemy odtad zakladad, ze n/N < 1—a, takie bowiem tylko przypadki sa w praktyce
interesujace,
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Tak zdefiniowana wielko$¢ u, zalezy od «, N, n. Pelne oznaczenie bytoby u, y,,.; dla
wygody pomijamy oczywiste symbole N, n w indeksie.

Definiujemy funkcje G, = X™.c"«Sn Jej argumentami sa wigc Xi, X, ..., X3
ponadto G, nie zalezy od m, i o,. Pokazemy, Ze G, spetnia warunek (2.1).

Z definicji U oraz u, wiadomo, ze

P(YN—;Y"— < ua,) = |—«,

a stad
PYR™> < YPot-Sa) = 1—a,
czyli
P(XF™= < X,’,““XCS""“) = 1—a, cbdo.

- Rozktad zmiennej losowej U nie jest znany (zwracamy uwage, ze w mianowniku wy-
razenia definiujacego U wystepuje odchylenie standardowe z n-clementowej prébki).
Watpimy zreszta, czy rozkiad ten daje si¢ wyrazi¢ w postaci wyraznej. MoZna natomiast
latwo dla réznych » i N wyznaczyé rozklad empiryczny U postugujac si¢ maszyna cyfrows.
Przyjmujemy mianowicie, Ze niezalezne zmienne losowe ¥; maja jednakowe rozktady nor-
malne N(0,1), gdyz wybdr parametréw nie wplywa na warto$¢ zmiennej losowej U. Ge-
nerujemy N warto$ci tych zmiennych losowych, obliczamy warto$é v i zaliczamy ja do
odpowiedniej klasy w zbiorze wartosci zmiennej losowej U. Postgpowanie to powtarzamy
k razy. Zwykle im wigksze k, tym rozklad empiryczny mniej rézni si¢ od teoretycznego.

Na podstawie rozkiadu empirycznego nie mozemy jednak znalezé dokiadnie wartoéci
u, wystepujacej w definicji G,. Wobec tego zdefiniujemy obecnie wielko$¢ i, [(nieco ina-
czej, niz u, za pomoca wzoru (3.1)]. Rozpatrujemy ciag {;} gérnych klas w rozkladzie
empirycznym U. Przez i, oznaczamy najmniejsza liczbg w ciagu {i)} spelniajaca wa-
runek:

(3.2) P[P(U < )= 1—0a] 2 0,99.

Wielko$¢ 0,99 jest tu wybrana arbitralnie. Poniewaz jest bliska 1, to nieréwno$¢ P(U < 1i,) =
= 1—a bedzie spelniona z praktyczna pewnoscig.

Zmienna losowa i, jest funkcjg nie tylko argumentéw n i N, lecz takze zalezy od wy-
boru ciggu {#;} oraz od k i wartoéci dystrybuanty empiryczne;.

Oznaczmy p; = P(U < u;) i niech p; oznacza warto$¢ dystrybuanty empirycznej
w punkeie u;. Na podstawie prawa wielkich liczb Bernoulli’ego l}im P(|p;—pil < ey =1.

Jesli oznaczymy przez 6 maksymalna dtugo$¢ klasy w rozkladzie empirycznym, to praw-
dopodobienstwo, ze wielko$§¢ i, rézni si¢ od wielkosci u, wiecej niz o 6, dazy do zera
przy k — oo,

Opiszemy szczeg6lowo sposdb wyznaczania 4, przy ustalonych n, N, k, {1)}. Niech g,
oznacza granicg takiego przedziatu ufnosci dla p;, ze P(p; > ¢;) = 0,99. Wiadomo (patrz
np. [2]), ze w przyblizeniu

 kp+2,705—1,1631/5,41 1 4kp,(1—7))
%= k15,41 '
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Wzér ten wyprowadzony jest przy zatozeniu, Ze rozklad dwumianowy aproksymuje si¢
rozktadem normalnym, co jest uzasadnione przy duzych wartosciach k (np. przy « = 0,01
k powinno by¢ wigksze od 1000). W przeciwnym razie trzeba korzysta¢ z dokladnych
wzoréw, podanych np. w [3]. Poszukujemy wigc w rozkladzie empirycznym klasy o nu-
merze j takiej, ze q; == 1—a, a g;_; < l—a. Go6rng granicg j-tej klasy oznaczamy d,.

Uwaga: Dla p; moina bylo réwniez zbudowaé przedzial dwustronny; to jednak
prowadzitoby do wartosci #, nie mniejszych niz wynikaja z opisanego postepowania,
a wiec nie byloby pozyteczne.

Niech G, = X,’,"‘“’cs"n“. Zmienna losowa G, spetnia warunek
(3.3) PIP(XF™ < G,) = 1—a] = 0,99

Warunek (3.3) mozna nazwaé probabilistycznym odpowiednikiem warunku (2.1). Za-
stapienie warunku (2.1) warunkiem w rodzaju (3.3) jest konieczne w przypadku znajdo- -
wania rozkladu empirycznego.

W punkcie 4 podamy otrzymane wartosci 4, dla wybranych wartoéci n, N, a. Obecnie
powrdcimy jeszcze do zagadnienia wyboru G,.

Yatwo zauwazyé, ze mozna budowaé dowolnie wiele zmiennych G, spelniajgcych wa-
runek (2.1) opierajac si¢ na zmiennych losowych o konstrukcji podobnej do U, a wige
na przyktad:

_ Yﬁmx — Y'x!nnx
- max ni_n ?
Yﬂ - Ylll

UI

gdzie Y;"* = min Y;. Rozklad U’ réwniez nie zalezy od m, i o,, a wigc jest jednakowy
1<ign

przy wszelkim rozkladzie normalnym zmiennej losowej log.X.

Wybdr miedzy zmiennymi losowymi G, a G, zbudowanymi na podstawie U i U’
nastrecza podobne trudnodci pozamatematyczne, jak wyznaczenie optymalnej zmiennej
losowej G,, totez nie bedziemy tego omawiaé dokladnie. Wydaje sie jednak, ze prawdo-
podobienstwo blednej decyzji interwencji przy dowolnych ustalonych a, n, N, « powinno
by¢ wigksze przy G, niz przy G,, gdyz mianownik wyrazenia U’ ma wigksza wariancje
niz mianownik wyrazenia U. Z tego powodu zdecydowaliémy si¢ na zmienna losowg G,.

Zauwazmy jeszcze, Zze jeSli dowolna zmienna losowa G, spetnia warunek (2.1), to
dla kazdego &> 0 réwnieZz zmienna losowa G, e spelnia ten warunek. Prawdopodo-
bienstwo blednej decyzji interwencji przy dowolnych ustalonych a, n, N, « dla zmiennej
losowej G,+ ¢ jest oczywiscie nie malejaca funkcja e. Totez wydaje sie stuszne uzupet-
nienie warunku (2.1) nastepujacym warunkiem:

Dla kazdego ¢ > 0

(3.4) PXRo < Gy— ) < 1—a.

Ze wzgledu na definicje u, za pomoca wzoru (3.1), zmienna losowa G,, ktorej kon-
strukcje przedstawiono w tej pracy, spetnia oczywiscie warunek (3.4).

Dla zmiennej losowej G, zdefiniowanej za pomoca i, nie bedziemy wprowadzaé od-
powiednika warunku (3.4), gdyz miatby on do§¢ skomplikowang postaé, uwzgledniajaca
opisang wyzej zbiezno§¢ 4, do wu, przy k - o i 6 = 0.
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4, Rozklad empiryczny U

Na maszynie cyfrowej GIER wyznaczono dystrybuanty empiryczne U dla N = 80,
=5, 10, 15, 20. Za kazdym razem generowano k = 3000 warto$ci zmiennej losowej U

7
100

-
098 -
096
094 -

092 -

088 1 1 ! ] 1 L i L | L L g

D

1000 n=20 n=13

098

096

094

092 |-

090

088 ] 1 1 L | ! 1 I | ! |
Rys. 2

nudowano rozktad empiryczny. Wykresy dystrybuant empirycznych przedstawiono na
rysunkach 1 12 (dla warto$ci dystrybuant poczynajac od 0,88). Na podstawie tych wy-
kreséw obliczono (tablica 1) wartosci @, zdefiniowane za pomoca (3.2).
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Tablica 1. WartoSci 7, dla N = 80

. “ 0,10 0,05 0,01
5 4,50 5,80 10,10

10 2,45 3,10 5,00

15 1,9 2,40 3,75

20 1,60 2,00 2,80

161

Z tablicy widaé, ze dla ustalonego « wartodci 7, szybko rosna, gdy » maleje. Znaczy
to, ze oszczedno$¢ na eksperymencie (zmniejszenie n) zmusza do bardzo ostroZnego sza-

cowania gérnego ograniczenia naprezen.

W niniejszej pracy ustaliliémy N = 80. Mozna by ulozy¢ tablice podobne do tablicy 1
dla innych wartosci N. Nie zrobilismy tego tylko ze wzgledu na koszt obliczen. Dla orien-
tacji podajemy, ze przy wykorzystaniu programéw, ktérymi obecnie dysponujemy, prze-
widywany czas maszyny GIER na tablicg podobna do tablicy 1 wynosi okolo 6 godzin.

5. Zastosowanic

Dla wygody Czytelnika zainteresowanego tylko aspektem praktycznym z_bieramy

reguly stosowania.

Ustali¢ N, n, « (nasze wyniki liczbowe ograniczaja wybér do N = 80; n = 5, 10, 15,

20; « = 0,10, 0,05, 0,01).
Zmierzyé x, (i=1, 2, ..., n).-

s, = }2_ (})2 .
Z tablicy 1 odczytaé u,.
Obliczy¢ logo8, = log o x™* -5, Uy,
Wydaé orzeczenie xj™* << g,.

&o

n

> i ?=%Zy?;

) . n n _ 1 n
Obliczyé: y: = loguoxi; 2 i ; W Y= P
1

1

Przyktad. Ustalono N = 80, n = 10, & = 0,05. Zmierzono x; w kG cm~2 i ulo-

zono tablice 2.

‘Tablica 2
i Xi yi = logiox;
1 995 2,9978
2 1028 3,0120
3 996 2,9983
4 865 2,9370
5 848 2,9284
6 957 2,9809
7 892 2,9504
8 913 2,9605
9 928 2,9675
10 591 2,7716
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¥ =2,905044, 3 = 8,70933,
s = 1/8,70933 —2,905044% = 0,0650,

i, = 3,10,
logg, = 3,0120+3,10 - 0,0650 = 3,2135,
£, = 1635,

xpex < 1635 kG cm 2,
Decyzje o dalszym postgpowaniu technicznym uzalezniamy od pordwnania g, z na-
prezeniem dopuszczalnym w danych warunkach.
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Peazome

OIIEHKA MAKCHUMAIJIBHBIX HATIPSDKEHUM B JIODATOUHOM BEHIIE

Pacnipepenenie cnyqaitgoil BeHUnHbI X ABHAETCA JIOTApH(MHUECKH HOPDMATILHBIM C HEH3BECTHBIMU
napaMerpamd. 13 COBOKYIMHOCTH C TAKHM PACIpeeNieHneM IPOU3BONUTCA NpOCTast BHIGOPKa ¢ 06beMoMm
N, a ¥3 Hee, B CBOIO OYepENb, NPOCTas BuIfopKa ¢ o6bemom #. OGO3HaAYMM

Yi=logeX; (= 1,2,...,N; ¢>>0); Y™ = log AR, Y3 = log XPe¥,
rae Xn®* n XM cooTBETCBEHHO 00O3HAYAIOT NPOM3BOJNBHHbIE BAPUALHH, NPEIIIOIATAIOINE 3HAYCH ML
BrIGopry N H n.
ycr

H 1 2
Su = ]/lz Yi- (lZy,-) . y= YETCYT
n 4 n & S

Cryualinas senyunna U He 3aBHCHT OT NApaMETPOB PACHpENEeNeHHA CyyaliHo# BenmunHbr X.

Ipu momomm momenwpoBanust Ha DIIBM poramcneno pacnpepenenue U g N = 80, n = 5, 10,
15, 20. .

TIpenpnaraemas paGora SBNAETCA OTBETOM HA CHEAYIOIMY, IPAKTHUECKH BAXKHBIH, BOMPOC: W3 YMCIa
N nonarox BeHNA TYPOUHELI MCITBLITAHMIO HA MAKCHMANLHOE HANDSMKEHNE MOIYKHO IOABEPTHYTH JHIIbL 1
JIOTIATOK ; YTO MOMKHO CKA3aTh O HAWGONBIUEM MAKCHMANGHOM HANDSHKEHHH B HEHCOLITAHHLIX JIONIATKAX.

Summary

ESTIMATION OF MAXIMUM STRESSES IN TURBINE BLADES

The random variable X has a logarithmic normal distribution with unknown parameters. From this
population a simple sample of the size N has been taken, and from it—a simple sample of size n. Let

Yi=logeXi (1= 1,2,y N; ¢> 0);  YH™ = logeXF™;  ¥P* = logeXm;

’
where Xj®* and X™** depote the random variable cssuming the largest value in the samples of the
N and n, respectively.
Let
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The random variable U is independent of parameters in the distribution of the variable X,

Using a computer, the distributions of U for N = 80, n = 5, 10, 15, 20 hawe been determined.

The paper presents a solution of the following technological problem: out of N blades of a turbine
disc only » blades can be tested for maximum stress. The question arises what can be said about maximum
stress in the blades not subjected to experimental investigation.
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