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1. Wstep

.

Jak wykazat HiLL [1], przy zalozeniu warunku plastyczno$ci Hubera-Misesa otrzy-
muje si¢ dla osiowo-symetrycznego zagadnienia niehiperboliczny uktad réwnan, ktérego
nie udaje si¢ rozwigzac.

Natomiast SHIELD [2] uzyskat efektywne rozwiazanie dla przypadku walcowego stempla
wciskanego w potprzestrzen przy zalozeniu warunku plastycznoéci Treski. W pracy [4]
stwierdzono, ze rozwigzanie to odpowiada liczbowo z przeciwnym znakiem przypadkowi
rozciagania.

Nastepnie przy tych samych zatozeniach, jakie poczynit Shield, opublikowano [5]
rozwigzania dla rozciaganych pretéw ostabionych wycieciami o réznych ksztattach
zajmujac sie gtéwnie oceng no$nosci graniczne;.

W niniejszej pracy w oparciu o warunek Treski i stowarzyszone prawo plyniecia po-
dano kompletne graficzne rozwigzanie dla osiowo-symetrycznego rozciaganego preta
ostabionego katowym wycigciem oraz sposob oszacowania nosnosci granicznej dla preta
z wieloma katowymi karbami przy réznych odlegtoéciach miedzy nimi i przeprowadzono
do$wiadczalng weryfikacje uzyskanych rozwigzan.

2. Zasadnicze réwnania

Rozwigzanie problemu osiowej symetrii jest okre$lone przez cztery sktadowe tensora
naprezenia i dwie skladowe predkosci plyniecia. Przez wprowadzenie postulatu pelnej
plastycznoéci Haara-Karména, warunku plastycznoéci Treski i stowarzyszonego z nim
prawa plynigcia dla materiatu izotropowego i idealnie plastycznego mozna najpierw roz-
wiaza¢ uklad czterech réwnan okreSlajacych naprezenia, a nastepnie z warunku izo-
tropii i warunku nieSci§liwoéei okredlié dwie sktadowe predkosel plyniecia.

W przypadku rozciggania, stan naprezenia bedzie wiec odpowiadat punktom lezacym
na krawedzi pryzmy odwzorowujacej warunek plastycznoécei Treski w przestrzeni naprezen
gtéwnych, dla ktérej predkosci odksztatcen beda spelnialy nastepujace nierdwnosci:

21 120, <0, &<0.
Przy zatoZeniu o, > o, stan naprezenia bedzie spelnial zaleznoci:

(2.2) o—0, =2k, 0,=03=0,.
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Wprowadzajac dwa parametry p, ¢, ktérych znaczenie podane jest na rys. 1 otrzy-
muje si¢ podane przez SHIELDA [2] réwnania charakterystyk i zaleznosci, ktére musza by¢
wzdtuz nich spetnione

% = tgod dp—2kdz?ﬂ§ (sin¥—cos Nds, = 0  dla rodziny «
(2.3)

dz ke . .

= —ctgd  dp+2kdd+ - (—sind+-cos P dsy = 0 dla rodziny f.

Po przeksztatceniu réwnan dla predkodci, mozna w prosty sposéb wykazaé, ze ich
linie charakterystyczne pokrywaja si¢ z charakterystykami dla naprezen.

Rys. 1

Oznaczamy przez w predko$¢ w kierunku osi z, przez u predko$¢ w kierunku r, przez
Ui W oznaczymy odpowiednio predkosci wzdtuz linii « i f.
Wowezas zalezno$ci miedzy tymi predko$ciami beda nastepujace

Q.4 U= ucost|wsind; W = w cosd—u sind
i zalezno$ci odwrotne:
(2.5) u=Ucos¥—Wsind; W = U sind-|W cos?.

Analogicznie jak dla naprezen uzyskuje sie réwniez zwiazki dla predkosci wzdtuz
charakterystyk
dU—Wdd = — %dsa dla rodziny «,
(2.6)

AW+ Ud) = — 2—‘;ds,, dla rodziny B.

Ulklady réwnan rézniczkowych dla naprezen i predkodci [2.3]; [2.6] mozZna rozwigzaé
przy konkretnych problemach brzegowych na drodze numeryczne;j.

W niniejszej pracy w obszarze plyniecia obliczenia wykonano za pomoca arytmometru
elektrycznego, natomiast przedtuzenie w obszar sztywny oraz hodograf wykonano metoda
graficzng zaproponowana przez MROZA [6].
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3. Rozwigzanie dla naprezen

Rozwigzanie dla rozciaganego osiowo-symetrycznego preta ostabionego katowym
wycieciem o kacie nachylenia tworzacej w = 45° rozpoczynamy od powierzchni swobodnej
karbu, na ktérej mamy okre$lone naprezeniowe warunki brzegowe. Na krawedzi 4-B
(rys. 2) mamy dane kierunki i wartosci napreZen giéwnych:

o, = 2k oraz kat 9 = 0°.
Poslugujac si¢ roznicowymi zwigzkami rekurencyjnymi wyprowadzonymi z réwnan

(2.3) mozemy w obszarze 43B rozwigza¢ zagadnienie Cauchy’ego. Nastepnie okre§lamy
linie charakterystyk oraz wartosci p i & w obszarze 434.
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Zagadnienie mieszane jest okre§lone przez wartosci p i & na linii 44 oraz warto$¢
¢ = =/4 na linii 4C.
' Charakterystyka o, ktéra przechodzi przez poczatek uktadu r, z okresla nam potoZenie
punktu B na swobodnej krawedzi karbu. Dla okreflenia minimalnych wymiaréw czgbci
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preta poza karbem zbudowano przedtuzenie pola naprezen, ktére“spelnia réwnania réwno-
wagi, warunki brzegowe i nie przekracza warunku plastycznosci.

Na linii ¢-BC mamy dane wartoéci p i 9, natomiast z warunku symetrii mamy okre$lo-
ny kat & = m/4 na osi z. Dane te pozwalaja okreéli¢ pole naprezen w calym obszarze
BCEG. W poblizu osi symetrii zaleznoéci wzdtuz charakterystyk (2.3) po rozwinieciu
upraszczaja si¢ do postaci:

dp—4k dd =0 dla rodziny «,
(.1 dp+4kdd =0 dla rodziny p.

Punkt G jest poczatkiem linii nieciagtodci naprezen i jest okre§lony przez przeciecie
sig dwéch charakterystyk wychodzacych z punktéw B oraz 3. Majac dane wartoéci p i 9
na linii BG oraz warunek, Ze na swobodnej powierzchni panuje stan jednoosiowego roz-
ciggania, a wiec p = k, mozemy okresli¢ polozenie linii BF. Wychodzac z punktu F,
w ktérym styczna do linii BF jest réwnolegta do osi z, ograniczamy przedtuzenie pola
naprezeil powierzchnia niecigglosci FE budowang w ten sposéb, Ze ponad nig panuje stan
jednoosiowego rozciagania lub sciskania. Wartoéci tych jednoosiowych naprezen sg podane
na rys. 2 jako wielokrotnodci statej materialowej . Linie nieciaglosci sa oznaczone liniami
przerywanymi.

Na podstawie tak okre§lonego pola naprezen mozemy wyznaczyé warto$§¢ wspol-
czynnika zwiekszenia no§nosci granicznej, ktéry jest zdefiniowany jako stosunek

R
1
(3.2) f= k—RZ—fazrdr,
0
gdzie R jest promieniem najmniejszego przekroju.

Dla preta z karbem o kacie wycigcia 2w = 90° wspdiczynnik ten wynosi fi5. = 1,953.

Obliczajac wypadkowe sily w najwezszym przekroju karbu oraz powierzchni nie-
ciggtoéci EF mozemy oceni¢ dokladno$é numerycznego okreslenia pola charakterystyk.
W omawianym przypadku wielko$¢ tych sit réznita si¢ o 2. W rozwiazaniach podanych
przez SHIELDA [2] oraz Easona i SHIELDA [3] wykonanych na maszynie liczacej analo-
giczna réznica wynosita odpowiednio 1% i 3,5%.

Na podstawie przedtuzenia w obszar sztywny mozemy okreslié minimalng wielkosé
dwu parametréow geometrycznych, niezbedng do realizacji rozwigzania ograniczonego
charakterystyka B34C.

Sa to:

— §rednica czesci cylindrycznej preta,

— diugo$é CE.

Dla obliczonego przypadku parametry te odniesione do promienia R wynosza:
(C/R)s» = 1,95; (I[R)4se = 2,34. Wykorzystujac wyniki uzyskane w pracy SHIELDA [2]
dla karbu szczelinowego (w = 0), moZzemy zbudowaé wykres zalezno$ci C/R oraz I/R
w funkcji kata o (rys. 3). Rzedne wykresu C/R sa wicksze od analogicznego wykresu
uzyskanego w sposéb przyblizony w pracy [7]. Najwieksza rdznica wystepuje dla w = 0°
i wynosi 8,1%.

Majac rozwiazanie dla preta ostabionego pojedynczym wycieciem mozemy fatwo
okre$li¢ takie najmniejsze wymiary preta z szeregiem analogicznych wycieé, Zeby jego
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noéno$¢ graniczna nie byta mniejsza od nosnosci granicznej preta z pojedynczym karbem.
Zestawiajac mianowicie dwa symetryczne rozwigzania (rys. 4) otrzymuje si¢ t¢ niezbgdng
najmniejsza odleglo$é miedzy dwoma wycigciami. Miedzy liniami nieciggtoéci EF panuje
stan jednoosiowego rozciagania lub $ciskania.
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4. Rozwiazanie dla predkosci

Przyjmujemy, ze ptyniecie materiatu odbywa si¢ w polu ograniczonym liniami 4C43B
(rys. 2). Punktem wyjscia do okreélenia predkosci ptyniecia sg warunki brzegowe, jakie
musza byé spetnione w otoczeniu punktu C. Zagadnienie to byto szczegdtowo dyskutowane
przez SHIELDA [2].

Przyjmijmy, ze cze§¢ sztywna nad linia B34C porusza si¢ z predkoscia o skladowych
réownych u = 0, w = 1. Wykorzystujac warunek ciagtoéci jaki musi byé speiniony na linii
B34C otrzymujemy z réwnania (2.4), ze predko$é normalna do tej linii bedzie réwna
W = cos®. Wstawiajac to do zwigzku (2.6), ktory musi by¢ speiniony wzdtuz linii oraz
wykorzystujac (2.5) i zalezno$é ds, = dr/cos? otrzymujemy réwnanie rézniczkowe:

d(U—sind)  dr

D Uiy T 2

ktérego rozwigzaniem jest

(4.2) U—sin® = ..

GELASHEES 3

AN 1 8 o

:V

Rys. 5

Azeby predkoéé U byla skofczona dla r = 0 stala 4 musi by¢ réwna zeru. Wzdtuz
linii B34C otrzymujemy wiec:

4.3) U= sin®, W = cosd.

W poblizu osi symetrii charakterystyki nachylone sg pod katem 45°, a wiec panuja _
tam warunki podobne jak w przypadku rozciaganego gladkiego preta, dla ktérego istnieje
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rozwigzanie w postaci zamknigtej [2]. Korzystajac z tych zaleznoSci otrzymujemy dla
punktu 8 predkosci:

u=2mn, w=0.

Majac wartosci predkosei na linii B34C mozemy wykres$lnie metoda hodografu [6] wyzna-
czy¢ predkosei w catym polu plynigcia.

Predkosci danego punktu siatki linii poslizgu sg cdwzorowane na rys. 5 przez wektory
laczace biegun 0 z odpowiednim punktem hodografu. Majac okre§lone pole predkoSci
mozemy obliczyé predkosci odksztatcenia wzdtuz kierunkéw gtéwnych i sprawdzi¢ nie-
rownoéei (2.1). Stwierdzono, Ze nieréwnoéci te sa spetnione w catym obszarze.

Z predkosci odksztatcen i naprezen gtéwnych obliczono ze wzoru D = o076 (i = 1,2,3)
moc dysypacji dla kilku punktéw pola plynigcia 1 stwierdzono, ze jest wszedzie dodatnia.
Miejsca te, zakreskowane na rys. 2, tak wybrano, aby dokona¢ sprawdzenia w kazdym,
jakosciowo réznym obszarze pola plynigcia. ’

5. Wyniki doswiadczen

Doswiadczenia mialy na celu weryfikacje podanych rozwigzan i oszacowani no§posci
granicznej dla pretéw z dwoma katowymi wycigciami o zmiennej odlegtosci migdzy nimi.
Zbadano 17 prébek podzielonych na dwie serie(!), wykonanych ze stopu aluminium
(PA6 w stanie péttwardym). Na rys. 6 przedstawiono zasadnicze wymiary probek w mili-
metrach. Dla wszystkich pretéw $rednica dna karbu byla stata, stosunek C/R wahat sig
w granicach 1,95-1,97.

Prébki mocowano za pomoca przegubéw kulowych na uniwersalnej hydraulicznej
maszynie wytrzymatoéciowej. Do pomiaru odksztalcen uzyto mechanicznego ekstenso-
metru typu AMSLER o najmnicjszej podzialee 0,01 mm i mocowanego do prébki na bazie
pomiarowej 120 mm.

90°
c\Q = A
= s N
32 21
215 . .
Rys. 6

Na wykresie (rys. 7) podano przyktadowo poczatkowe czeSci krzywych rozciagania
dla jednej serii probek. Strzatkami oznaczono warto$¢ naprezen gdzie tangens nachylenia
stycznej do krzywej rozciagania wynosi 0,275® wartosci tangensa pochylenia krzywej

(') Poszczegblne serie wykonane byly z innych pretéw, ktérych wlasnosci mechaniczne réznily sig
nicznacznie (rys. 7).

(*) Jako kryterium wyboru wartosci 0,275 przyjeto najlepsza zgodno§é wynikéw dla obu serii.
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w zakresie sprezystym. Wielko$ci tych naprezen naniesiono, jako male kéleczka na rys. 8
w funkeji stosunku //R.

Przy zmniejszeniu odlegtoéci 2/ po przekroczeniu wartoéci teoretycznej //R = 2,34
zaznacza si¢ wyrazny spadek noénosci granicznej probek. Przy dalszym natomiast zmniej-
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szeniu wymiaru 2/ dla wartoéci //R < ~ 0,5 nastepuje zwigkszenie nosnoéei granicznej.
Zauwazono przy tym zmiane mechanizmu zniszczenia. Dla prébek //R > 1 zniszcze-
nie nastgpowalo przez rozdzielenie wzdluz najmniejszej Srednicy jednego z wycigé, a dla
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prébek o stosunku O < //R <1 przez rozdzielenie na powierzchni stozkowej lezacej
miedzy karbami.

Na rys, 8 liniami ciaglymi okreflono wartoéci teoretycznych oszacowan no$nosci
granicznej uzyskanych w tej pracy.

6. Ocena nosnoSci granicznej

Postugujac si¢ otrzymanym rozwigzaniem dla karbu pojedynczego mozna uzyskaé
kompletne rozwigzanie dla preta z szeregiem katowych wycigé, o ile stosunek //R i C/R
nie jest mniejszy od pewnej wielkoéci zaleznej od kata wycigcia w. Wplyw wielkosci C/R
na no$noé¢ graniczna dla preta z pojedynczym katowym wycigciem byt badany w pracach
[5, 7] gdzie podano sposob oszacowania no$nosci granicznej. Wnioski wysnute tam sa
oczywiscie prawdziwe rowniez dla preta z szeregiem wycigé w przypadku zbyt matych
wartoéci C/R.

Obecnie zajmiemy sie okre$leniem gérnej i dolnej oceny no$noéci granicznej pretéw
z kilkoma wycigciami o kacig 90° umieszczonymi blisko siebie (0 << I/R < 2,34) przy
zatozeniu, ze warto$¢ C/R jest wystarczajaca. Oceny te odnoszono do no$nosci probki
z pojedynczym karbem (na rys. 7 krzywa //R = 0). Dla danej wartoéci //R w granicach
1,1 < //R < 2,34 jako dolna ocen¢ nonosci granicznejdla preta z wycigciami o kacie 20
przyjeto nosno$é graniczna preta z wycieciami o takim najwickszym mozliwym kacie
2w,, dla ktérego udaje sig jeszcze zbudowaé kompletne rozwigzanie (rys. 9).

2w

Rys. 9

Gdy odlegto$¢ miedzy karbami jest bardzo mata, mozna vzyskaé dolna oceng nosnosci
granicznej przez wpisanie migedzy zewnetrzne tworzace wycigeia takiego najmniejszego
promienia r, Zzeby fuk DFE obejmowat tuk wplywu dla punktu F (rys. 10, 11). W tym przy-
padku nos$no$é graniczna dla preta z pojedynczym kotowym wycigciem o promieniu »
bedzie dolna ocena nosnosci granicznej dla preta z dwoma blisko umieszczonymi karbami
katowymi,

Uzyskano praktycznie jednakowe dolne oceny otrzymane w oparciu o rysunki 10 i 11,
przy czym w tym ostatnim przypadku wspdtezynnik zwigkszenia no$noéci granicznej f
odnoszono do érednicy 2R dla karbu katowego.

Za pomoca wykresu z rys. 12 mozemy latwo okredlic zaréwno promien r spetniajacy
podany wyZej warunek, jak i wspdlczynnik f zwiekszenia noénosci granicznej dla
preta z kotowym wytoczeniem.
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Goérna ocene noénoéci graniczoej dla zbyt matych wartoéci /R mozna vzyskaé z roz-
wiazania ograniczonego linia B34C (rys. 2), ktdre jest przeciez kinematycznie dopuszczalne
o ile stosunek //R nie jest mniejszy od 0,525, kiedy to rozwigzanie dla jednego wycigcia
naklada sie na rozwiazanie dla wycigcia sasiedniego. Dla wartosci 0,35 < [/R < 1,3
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Rys. 12

lepsze gérne graniczne obciazenie mozna otrzymac zakladajac, Ze zniszczenie preta nasta-
pi przez poslizg w plaszezyznie A-A (rys. 13), ktdrej kat nachylenia do osi r jest okreslony
jako y = arctg J/R.
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Dla 0 <'I//R < 0,35 jako gérna oceng przyj¢to, rozwiazanie dla karbu z pojedynczym
wycieciem o takim samym kacie w. Wartodci nzyskane z tego rozwiazania sa w tym zakresie
na pewno wigksze od rozwigzania $cistego dla preta ostabionego dwoma karbami.

7. Whnioski

Przeprowadzone w ramach niniejszej pracy badania dla pretéw z karbami katowymi
wykazaly, Ze proponowane rozwiazania teoretycznie odpowiadaja pod wzglegdem jakoscio-
wym i iloSciowym wynikom do$wiadczalnym.

Podane wykresy parametrow geometrycznych C/R oraz I/R (rys. 3) wraz z wykresem
wspolczynnika f charakteryzujacym noénoéé preta [7] pozwalajg na szybka oceng opty-
malnych wymiaréw konstrukcji tego typu. '

Dla okrelenia noénosci granicznej w zakresie 0 < //R < (/R)y. (gdzie (/R)mm
oznacza warto$¢ z rys. 3) nalezy znalezé podanymi tu metodami ocene gérng i dolna.

Zastosowany w niniejszej pracy sposob postgpowania moze by¢ wykorzystany przy
okre§laniu noénosci granicznej preta z wieloma jednakowymi wycigciami o dowolnym
ksztatcie. Praca pozwolita stwierdzi¢, w pordwnaniu do analogicznego zadania wykony-
wanego za pomoca maszyn liczacych [2,3], przydatno$¢ i wystarczajaca doktadnoé¢ metody
wykreslnej [6].

Autorzy dziekuja doc. dr W. SzCZEPINSKIEMU za zasugerowanie tematu i dyskusje
w toku pracy.
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Peswome

IIPEOEJIBHAS HECYIIAA CIIOCOBHOCTEH PACTATMBAEMBIX HMIIMHIPHMUYECKHUX
CTEPYXHEW OCJIABJIEHHEBIX PSAIOM HAJIPE30B

JlaeTcs ronHoe pEeLIeHME 3aJaud O PACTAHEHHH LFIMHIPHUYCCKOIO CTEPMHS OCJIACIEHHOrO pSIOM
YTIOBLIX HafApe3os. IIyTem DpogOIBKEHMST TMHEUI CKONBYKCHUST B YKECTIKYIO 30HY HAHICHO ONTHMANLHOE
PaccTosAHHE MEKAY Haapesamy. JIa paccTosHuit MEHDIUX YeM ONTHMANDbHBIC HAHBI HIDKHAS M BepPXHIS
oueHKu Hecymcii crocobuoctu. IIpousBegena sKCIEPUMEHTATBHAS IPOBEPKA BIHAHUA PACCTOAHUA MCIK-
Jly HQ/IPE3aMi Ha HECYILYIO CIIOCOBHOCTL CTEPIKHS, ’

Summary

LOAD-CARRYING CAPACITY OF TENSILE AXIALLY-SYMMETRIC BARS
WEAKENED BY SERIES OF V-NOTCHES

A complete solution of axially-symmetric bar with the series of V-notches subjected to tension is pre-
sented. The optimum distance between notches has been obtained by means of extension of slip lines into
the rigid rcgion. For shorter distances than the extreme ones the upper and lower bound of the load carrying
capacity is determined.

The influence of distance between two equal notches on the load-carrying capacity has been verified
experimentally.
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