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1. Wstep

W artykule przedstawiono rozwazania dotyczace metody charakterystyk zastosowanej
do ukladu nieliniowych réwnan dynamiki gazéw, opisujacych dwuwymiarowe, nieustalone,
niepotencjalne przeplywy. Celem artykutu jest wykonanie pewnej czeéei pracy przygoto-
wawczej przed przystapieniem do numerycznych obliczen dwuwymiarowych nieustalonych
przeptywow gazu. Z tego powodu potoZono nacisk na opis geometryczny powierzchni
charakterystycznych i analize zwiazkéw charakterystycznych pomiedzy funkcjami okresla-
jacymi stan gazu na tych powierzchniach. Zwigzki charakterystyczne wyprowadzono
w postaci dogodnej do bezpoéredniego przedstawiania ich jako réwnania réznicowe na
dowolnej plaszczyinie charakterystycznej. Wyprowadzono réwniez zwiazki charaktery-
styczne napisane tylko dla kierunku bicharakterystyk.

Rozpatrzenie przypadku tréjwymiarowego (dwie zmienne przestrzenne i czas) zostato
podyktowane checia nadania poszczegdlnym rozmaitoSciom matematycznym pogladowe]
interpretacji geometrycznej, co jest niemozliwe w przypadkach czterowymiarowych.

Artykul nawigzuje do ujeé metody charakterystyk spotykanych w publikacjach [1, 2, 3]
zawiera rozwinigcie niektérych probleméw zwiazanych z ta metoda.

2. Uklad réwnan rézniczkowych

Rozpatrujemy dowolny punkt P wewnatrz nieustalonego dwuwymiarowego przeplywu
gazu. Przeplyw w tym punkcie opisujemy w ukladzie kartezjanskim o wspolrzednych
X; = X, X3 = y, x3 = I. Poczatek ukladu umieszczony jest w punkcie P. Wspolrzedne x,
1x; nazywamy wsp6trzednymi przestrzennymi, a plaszczyzne xx; «przestrzenia». Natomiast
X3 jest wspdlrzedna czasowa. Baze ukladu x,x,x3 oznaczymy {e (1,0, 0), €,(0, 1,0),
e;(0, 0, 1)}. Stan gazu w kazdym punkcie przeptywu okre$laja cztery skalarne funkcje
wspolrzegdnych. S to: dwie skladowe predkosci v, i w,, ci$nienie p i gesto$¢ . Lokalna
predko$é diwieku oznaczymy przez a. Wymienione funkcje sg bezwymiarowe, poniewaz
predkosci okre§lamy w stosunku do pewnej wybranej predkoéci diwigku a,, ci§nienie
w stosunku do ajg, 1 gestosé do go. Ogdlnie funkcje te oznaczymy przez u; = u;(X1, X2, X3);
(j=1,2,3,4) i przyporzadkujemy

U =0, U=1T, U=PpP U=27Q.
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Zdefiniujemy poza tym przestrzenno-czasowy wektor predkosci V(v,v,, 1). ktéry
posiada sktadowa przestrzenna v(v,,v,) oraz przestrzenno-czasowy gradient funkeji u;:

3
1 duj
P = e i=1,2,3,4.
VuJ Z k axka J 5 Ly
k=1
Ukiad réwnan dynamiki gazéw dla rozpatrywanego przeplywu w opisanych wspétrzed-
nych mozna wyrazi¢ w postaci sum iloczynéw skalarnych

4
2.1) Dag;Vu =0, i=1,23,4.
=

Tréjwymiarowe wektory a; j(a; 5.1, @, j,2, @, j,3) mozna przedstawi¢ w postaci macierzy

oV 0 e, 0
0 oV e 0
a’pe, a’pe, VO
0 0 —-VdaV
Pierwsze dwa wiersze (2.2) pochodza z réwnan zachowania pedu, trzeci z zachowania
masy, a czwarty entropii.
Jest zatem dany jednorodny uklad czterech quasi-liniowych réwnan rézniczkowych
potrzebny do okreslenia czterech funkeji niewiadomych u;.
Wyrazenie typu ¢-Vu (funkcja u ma rézniczke zupeina) mozna przedstawiaé w postaci

deu=c¢-Vu

znanego pod nazwa pochodnej kierunkowej.

(22) ag ) =

3. Rownanie i zwiazki charakterystyczne

Rozpatrzmy kombinacj¢ liniowa réwnan (2.1)

4
G.1) D)W, Vu, =0,
=

gdzie wektory W; dla j =1, 2, 3,4 s przedstawione réwniez jako kombinacje liniowe
wektordéw a; ;

4
(3.2) W;= Z ;.
i=]1

Liczby o; wystgpujace w (3.2) sa rzeczywiste i nie znikaja jednocze$nie.

Zadamy, aby wszystkie wektory W; lezaly w jednej plaszczyZnie. Ustanowimy wektor
N(Ny, N,, N3y) zawsze r6zny od zera, normalny do tej praszczyzny, ktéra nazwano plaszczyz-
ng charakterystyczng mn. Skladowa przestrzenna N jest oznaczona przez n(N,, N,).

Powyisze zadanie koplanarnosci W, zapisa¢ mozna jako ukfad réwnan W;-N = 0
dla j=1,2,3,4czyli o

4
(3.3) : D, N)=0, j=1,234.

i=1
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Uklad (3.3) stuzy do obliczenia wspo}czynmkow o; 1 ma rozwiazanie, o ile jego
wyznacznik charakterystyczny jest réwny zeru

(34) det[ai,_i‘N] = 05 laj = 17 2: 3: 4.

Rownanie (3.4) nazywamy réwnaniem charakterystycznym ukladu (2.1). Jesli w oparciu
o (2.2) obliczymy (3.4), to otrzymamy

3.5) a’@*(V-NY*[(V Ny’ —a2(N{+N3)] = 0.

Z (3.5) wynika, ze n nie moze nigdy znika¢, bo prowadzi to do sprzecznosci z zatozong
niezerowoscia N. Okazuje si¢ wigc, ze

(3.6) (V-N)*—a’n* = 0,
(3.7) (V-NP?=0

nie moga by¢ spelnione réwnoczednie, czyli opisuja w rozpatrywanym punkcie P dwie
rodziny wektoréw normalnych oznaczone jako N i N.

Diugosé wektoréw N i N okre§limy normujac ich sktadowe przestrzenne, czyli
zakladajac

(3.8) nl=1, |nj=1,

co mozna zrobi¢, poniewaz nigdy nie sa one zerowe.

Zbadaniem rodzin wektoréw N i N zajmiemy si¢ w nastepnym punkcie sygnalizujac
w tym miegjscu, ze obow1qzujqce na plaszczyznach charakterystycznych mn i 75 wyzna-
czanych przez wektory N i N zwiazki (3. 1) nazywaja si¢ zwigzkami char akterystycznyml

4. Rozwazania geometryczne

W tym punkcie zostana omoéwione powierzchnie utworzone przez wektory N i N,
plaszczyzny nin i 7 oraz powierzchnie obwiednie tych plaszczyzn.

4.1. Stozek normalnych N i stoiek charakterystyczany. Rozpatrywany punkt przeptywu P usta-
nawiamy punktem poczatkowym wszystkich wektoréw N z réwnania (3.6), ktére po
wykorzystaniu (3.8) piszemy w postaci

@1 V.N = a.

Rodzina wektoréw N wyrazona przez (4.1) tworzy zatem powierzchni¢ stozkowa
o wierzcholtku w P. Kierownicg stozka i jednoczeénie miejscem geometrycznym koncéw
wektoréw N jest elipsa-E. Elips¢ E otrzymamy z przecigcia powierzchni bocznej walca
kotowego o podstawie [n| = 1 (rys. 1), na ktérej leza konce N, plaszczyzna

(4.2) V-(N—N) = 0,

na ktérej réwniez jak wynika z (4.1) musza leze¢ kofice N. Wektor Ny jest dowolnie wybra-
nym wektorem spoéréd wszystkich N okre§lonych przez (4.1). Plaszczyzna (4.2) jest prosto-
padia do V. Opisywany przez (4.1) stozek wektoréw N nazwiemy stozkiem normalnych.

Przecigcie (3.8) z (4.2) dla rozpatrywanego przeplywu istnieje zawsze. Réwnanie (4.1)
ma zawsze rozwiazanie ze wzgledu na czasowg sktadowa N

(4.3) N; = a—(o,N,+v,N;) = a—v-n
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Wsrod kierunkow n z okregu |n| = | na plaszezyZnie x,x; wyrdzni¢ nalezy ze wzgledu

na warto$¢ iloczynu v-n cztery kierunki (wg oznaczen na rys. 1):

n; 1 Ny np = —nyyg, dla ktérych v-n = 4o
oraz

Ny, i Ny ng = —nygy,, dla ktérych v-n = 0.
Srednice kota |n| = | wyréznjone przez wektory ny i ny; sq rzutami osi gtéwnych elipsy E,
Krétsza z osi jest rownolegta do plaszezyzny x)x; 1 jej odleglo$é od x;x, wedtug (4.3) jest
zawsze rdwna N3 dla n = ny; czyli lokalnej predkoéei dzwieku a. Jako dodatkowe wyjaénie-

Xa't
[ \
) £
xXg=t
N £ p ANp
1 Ny AT
I Vi v
My Y i
ir o | m My
Lot T aN1
ol My Ny T ! XZ
aN o Ny (e 2
- Y- R o N 2
ny Ny o
1 X4 -
Ny
X1
Rys. 1 . Rys. 2

nie podaé nalezy, ze rysunki zrobione sa dla zatozenia, ze predkosé dzwigku odniesienia aq,
do ktoérej redukowane sa wszystkie predkosci, w tym lokalna predko$é dzwigku, jest maksy-
malna spoérod lokalnych predkoséci dzwigku dowolnie duzego otoczenia punktu P. Wynika
stad, Ze na rysunkach zawsze a <{ 1. Rysunki 11 2 przédstawiaja stozki normalnych.
Rysunek 1 wykonany jest dla przeplywu poddzwigkowego w punkcie P, a rys. 2 dla prze-
plywu naddzwigkowego.
Ze wzoru (4.3) wynika, ze dla

a > |y
(4.4) n=n; N=0 gdy ja=D,

a < |v].
Oznacza to, ze dla predkosci poddzwigkowych stozek (4.1) lezy catkowicie ponad «prze-
strzenig» x,x,, dla dZwigckowych jest do niej styczny wzdtuz linii wyznaczanej przez ny,
a dla predkosci naddZzwigkowych przecina x,x, dajac w przecieciu dwa kierunki pokazane
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na rys. 2 i oznaczone przez nt i n~. Inaczej méwiac réwnanie (4.1) dia przeptywu ustalo-
nego, gdy V =, ma rozwiazanie tylko dla |¥| > a i rozwiazaniem sa kierunki n* i n—.

Kazdy wektor N z réwnania (3.6), czyli kazdy wektor wziety z powierzchni tworzacej
stozka (4.1) wyznacza w czasoprzestrzeni x, x,x; prostopadia do niego plaszczyzng charakte-
rystyczna mn. Plaszczyzny charakterystyczne wyznaczane przez wektory N nazwiemy
plaszczyznami falowymi. Zbiér wszystkich plaszczyzn mn przechodzacych przez punkt P
ma powierzchni¢ obwiednia bedaca podobnie jak (4.1) powierzchnia stozkowa. Mozna
uwazac¢, ze powierzchnia ta jest utworzona z wektoréw B, zktoérych kazdy wyznacza styczng
miedzy plaszczyzna mw przyporzadkowana danemu N, a powierzchnia obwiednig wszyst-
kich nn. Rodzing wektoréw B mozna wyznaczyé z dokladnoseia do stalego niezerowego
mnoznika u stosujac znany w teorii obwiedni wzér

0

(4.5) By =u EA

[(V-N?*—g¥?, k=1,273.

Po obliczeniu (4.5) otrzymamy

By = 2ufo,(V-N)—a?N,],
(4.6) B, = 2uf[0,(V-N)—a’N,],
By — 2u(V-N).

Uwzgledniajac w (4.6) zwigzek (4.1) stwierdzamy, Ze B; zawsze jest rézne od zera
1 mozemy dzielac obustronnie skladowe B, (k = 1, 2, 3) przez B; okresli¢ wektor B nastg-
pujaco

B

4.7 E = V—an.
Rodzina wektoréw B tworzy znany stozek charakterystyczny przedstawiajacy lokalng
predko$¢ rozchodzenia si¢ matego zaburzenia w punkcie P.

Sktadowe tej predkosci sa réwne

(4.8) —— =g, —aN,, - =uv,—aN,.

Rysunek 3 pokazuje stozek (4.7).

Powierzchnie charakterystyczna w otoczeniu punktu P zdefiniowa¢ mozna jako po-
wierzchnig, ktéra jest w dowolnym swym punkcie prostopadia do wektora N bedacego
jedng z tworzacych stozka (4.1) zbudowanego w tym punkcie.

Rozpatrzymy dowolng powierzchnie charakterystyczng przechodzaca przez P.
W kazdym punkcie tej powierzchni w otoczeniu P mozna znalezé wektor B, ktéry bedzie
okreslal styczng migdzy rozpatrywana powierzchnia i stozkiem charakterystycznym (4.7),
utworzonym w tym punkcie. Wobec tego przez dowolny punkt wymienionej powierzchni
charakterystycznej mozna poprowadzié¢ lini¢ pola wektorowego wektoréw B. Te linie
nazywamy bicharakterystykami uktadu réwnan (2.1) dla rozwiazania u;(xi, Xz, X3),
Jj=1,2 34

Przez wybrany punkt P mozna z uwagi na istnienie w nim jednego stozka (4.1) i zdefi-
niowane wyzej pojecie powierzchni charakterystycznej poprowadzi¢ nieskoficzenie wiele
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bicharakterystyk, ktdre utworza jedna powierzchni¢ charakterystyczng, zwang konoida
charakterystyczna. Konoida charakterystyczna w punkcie P jest prostopadia do stozka
normalnych (4.1) i styczna do stozka charakterystycznego (4.7). Wektory B z powierzchni
bocznej stozka (4.7) wskazuja kierunki bicharakterystyk poprowadzonych przez P.

Stozek (4.7) jak juz wspomniano pokazuje lokalng predko$é rozchodzenia sie malego
zaburzenia w punkcie P, natomiast konoida charakterystyczna jest w ukladzie wspotrzed-
nych x,, x,, x; obrazem rozchodzenia si¢ malego zaburzenia w otoczeniu tego punktu,
gdzie panuja niejednorodne pola parametréow okre§lajacych stan gazu.

Z uwagi na powyzej wymieniony sens fizyczny i geometryczny stozek charakterystyczny
(4.7) mozna nazwa¢ réwniez stozkiem falowym lub stozkiem kierunkdéw bicharakterystyk.

Rys. 3

Kierunkiem normalnym do czota fali rozchodzacego sig malego zaburzenia w P, jak
to wynika z (4.7), jest kierunek n.
Predko$¢ rozchodzenia sie zaburzenia w kierunku n jest réwna

(49) B,, = E;'n:V'n—a.
Pordéwnujac to z (4.3) wyciagamy wniosek
(4.10) B, = —N;,

co objasnia sens fizyczny skladowej czasowej wektoréw normalnych N.

Poréwnanie stozkow normalnych i stozkéw kierunkéw bicharakterystyk dla przeptywu
poddiwigkowego i naddzwigkowego pokazano na rys. 4 1 5.

Wzajemna ortogonalno$¢ stozkéw, czyli spetnienie B-IN = 0 dla kazdego n nie zalezy
od wybranej skali predkosci, czyli od ustanowionych proporcji a/a,. Zalezy od niej nato-
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miast wzajemne potozenie stozkow przy predkosciach poddiwiekowych i naddzwickowych.
Rysunki 4 1 5 wykonano jak i wszystkie pozostale dla zalozenia a < ay, czylia < 1. Wtedy
dla predkosci poddiwiekowych stozek (4.7) miesci sie w stozku (4.1), a nalozy sie na niego,
gdy a = ao i |v| » 0. Wraz ze wzrostem |v| do predkoéci naddzwiekowych stozek (4.7)
«wychyla» sig coraz bardziej ze stozka normalnych i dla przeptywéw hiperdzwiekowych
stozek normalnych zbliza si¢ do ptaszczyzny (4.2), a stozek falowy otacza «coraz cia$niej»
kierunek V.

Nm X3
X551
1
B e
r > aV > B D
Ny " T

P a
a 7 v
et = 7] % n /| X2

% nr 1 v
X1
X1 . N
Rys. 4 Rys. S

Gdyby wybrano tak a,, Ze mogloby byé a > a,, przy predkoéciach poddZzwigkowych
stozek falowy mdgtby obejmowaé stozek normalnych. Przy wzrodcie predkosdci |o| do
ponaddzwiekowych usytuowanie stozkow bytoby takie samo jak na rys. 5.

4.2. Plaszczyzna wektoréw normalnych N i kierunek toru czatski V. Rodzine wektordw N przed-
stawia rownanie (3.7). Jest to mnozony dwukrotnie zwiazek
(4.11) V-N=0.

Wektor N jest zawsze prostopadly do kierunku V, lezy wigc w ptaszczyznie prosto-
padlej do V. Poczatki wektor6w N lezg w punkcie P, konce natomiast na elipsie Epowstalej
z przecigcia walca jednostkowego [n| = | plaszczyzna (4.11).

Z (4.11) wynika, 7e N;= —v-n. W takim razie —N; jest rzutem predkosci
przemieszczania sie czastki (w sensie czastki o$rodka ciaglego) na wybrany przez n kierunek
na plaszczyznie x,x,. Rodzina wektoréw N wyznacza prostopadte do nich plaszezyzny =g,
ktére bedziemy nazywaé plaszczyznami toru. Plaszezyzny mg maja obwiednig, ktora dege-
neruje si¢ do jednej prostej — prostej wyznaczajacej kierunek toru w punkcie P, czyli
(4.12) B=uV;

B jest styczng do krzywej opisujacej tor czastki 7w punkcié P jak na rys. 6. Poroéwnujac
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skladowe wektoréw prawej i lewej strony réwnoéci (4.12) mozna wobec niezerowosci s
napisaé ’

(4.13) 2oV
By
X3
T
1 — g
V—EB/Ba
A iy
v 1 X
T
X4 I3 -
/4
Rys. 6

4.3. Charakterystyki przeplywdéw opisanych w przestrzeni dwéch zmiennych niezaleinych. Pr z e-
ptyw jednowymiarowy nieustalony. Zakladamy, ze funkcje opisujace
stan gazu w P i otoczeniu zaleza tylko od x, i x;. Rozpatrujemy wiec jednowymiarowy
nieustalony przeptyw. O$ x, jest skierowana zgodnie z v. Kazdy przekroj plaszezyzna
x; = const daje jednakowe $lady stozkéw charakterystycznych.

Xaﬂt
c
NT \2
! * T c,
x.)“'l’
1 v ©
B\
> A
S s
N
s
n* p viae /1 o'
= a T n- X
=
s

W, =age, -n*Y=ae,+V=B"*
Wy=ae,-n"V=ge,~Va-B~
Rys. 7

Przekréj stozka normalnych wyznacza dwa wektory N oznaczone przez N+ i N~ na
rys. 7. Oznaczenie to nawiazuje do wzoru (4.9), ktéry objasnia sens fizyczny wektoréw N,
a wlasciwie sktadowej czasowej tych wektoréw.
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Slady ptaszezyzn falowych mn+ 1 n- sa prostymi prostopadtymi do N+ i N- i pokrywaja
sie ze $ladami przekroju stozka kierunkow bicharakterystyk czyli z kierunkami B* i B-.
Przekréj konoidu K daje dwie linie charakterystyk oznaczone przez C+1i C-.

Ptaski ustalony przeptyw naddzwigkowy. Zakladamy, ze funkcje
opisujace stan gazu w P i otoczeniu zaleza tylko od x; i x,. Przeplyw jest ustalony V =v.
Jak pokazano w p. 4.1. przecigcie stozka normalnych z ptaszczyzna x, x, czyli rozwiazanie
réwnania v-n = g istnieje tylko dla przeptywéw naddzwigkowych. Slady przeciecia stozka
normalnych ptaszczyzna x,x, lub inaczej rozwigzanie réwnania v-n = a oznaczono przez
ntin narys.2inarys. 8.

Slady ptaszczyzn falowych 7a+ i 7.- sa na rys. 8 liniami prostymi prostopadlymi odpo-
wiednio do n* i n~,

Proste 7+ 1 7t,- pokrywaja sig, jak widaé na rys. 8, z rzutami na x, x, kierunkéw bicha-
rakterystyk okre§lonych réwnaniami

Bt =V—agnt, B = V—an,
rzuty sa oczywiscie réwne
(4.14) b* =v—ant, b~ =v—an.

Zwiazki (4.14) wyznaczaja w punkcie P kierunki dwéch charakterystyk na plaszczyznie
X, x,. Charakterystyki oznaczone przez C* i C- okreflaja zakres oddziatywania drobnego
zaburzenia wywotanego w P w naddzwickowym plaskim ustalonym przeplywie. C i C-
sa rzutami na x, x, bicharakterystyk wyréznionych wektorami B+ i B-.
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5. Zwiazki charakterystyczne

Zwiazek charakterystyczny (1.3) jest kombinacja liniowa réwnan tworzacych ukiad
réwnan wyjsciowych. Zwiazek (2.3) mowi o tym, ze suma iloczynéw skalarnych gradientow
funkeji u;, okreslajacych stan gazu przez wektory W, jest rowna zeru. Wektory W, leza
w jednej plaszczyZnie — moze to by¢ plaszczyzna falowa mn ze zbioru ptaszczyzn okresla-
nych rodzing wektoréw N lub plaszczyzna toru mg ze zbioru plaszczyzn wyznaczonych
przez rodzine wektoréw N. Zwiazki charakterystyczne dla plaszczyzn falowych i zwigzki
dla plaszczyzn toru nie s jednakowe. Rozpatrzymy je kolejno.

5.1. Zwiazki charakterystyczne na plaszczyznach falowych. Macierz wspotczynnikéw do ukladu
réwnan liniowych (3.3) dla plaszezyzny sn po uwzglednieniu (4.1) jest nastepujaca:

pa 0 da*N, O
0 pa dN, 0

NN a O
00 0 &

(5.1)

Rzad macierzy (5.1) jest réwny 3, wobec czego istnieje jedno liniowo niezalezne roz-
wigzanie ukladu (3.3) z macierza (5.1). Oznacza to réwniez, ze dla kazdego N z (4.1) istnieje
Jeden liniowo niezalezny zwiazek charakterystyczny.

Rozwigzaniem (3.3) z macierza (5.1) jest z dokfadnoscia do jednakowego statego
mnoznika nastepujacy uktad wspéiczynnikéw:

(5.2) oy = —aN;, o,= —aN,, o3=1, «a;,=0.
Wektory W, na podstawie (2.2), (3.2) i (5.2) okre§lone sg jak nizej:
W, = ap(ac,—N,V),
W, = ap(ae,—N,V),
W, = V—an,
W,=0.

(53)

Zwigzek (3.1) dla kazdej ptaszczyzny falowej my ze wzgledu na tozsamosci uy = v, u, = v,,
uy = p przedstawia wyrazenie
2
(5.4) N (de,~ N, V)- Vo, 4+~ (V—an)-Wp = 0
,‘,é;l ¢ q q ap :

Widaé, ze W, pokrywa si¢ z kierunikiem bicharakterystyki B. Mozna fatwo sprawdzic,
ze W, i W, nie sa nigdy kolinearne oraz ze W, i W, nie sg nigdy kolinearne z W; czyli z B.

Proste przeksztalcenia (5.4) i wykorzystanie pojecia pochodnej kierunkowej pozwalaja
napisac je w postaci '

1
apn- (dvv—i— 0— Vp) = a*(V -v)+d,p.

Prawa strona powyzszej réwnoéci jest po prostu réwnaniem zachowania masy i réwna
si¢ tozsamo$ciowo zeru. Lewa strona jest réwnaniem zachowania pedu mnozonym skalar-
nie przez niezerowy wektor agn. Widaé wiec, ze (5.4) zawiera w sobie réwnanie zachowania
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pedu i masy, a wige niepelny uklad réwnan wyjéciowych. Nalezy zauwazy¢, ze dla prze-
plywu jednowymiarowego nieustalonego przedstawianego we wspélrzednych x,x; (jak
na rys. 7) kierunki wektoréw W;, ktére sa wtedy tylko dwa W, i W; na kazdej z dwéch
prostych zzn, a wiec na sins i 7y, réwne sa Wy = B, Wy = —B-, W} = B+, Wy = B-.
Otrzymujemy wigc dwa znane zwigzki charakterystyczne

1 1
. N — — . - —
(5.5) B (Vv—l— 70 Vp) 0, B (Vv P Vp) =0.

Przeksztalcenie (5.4) do postaci wygodnej w obliczeniach numerycznych zostanie
przeprowadzone w p. 6.

5.2. Zwiazki charakterystyczne na plaszczyznach toru. Macierz wspolczynnikéw do ukladu
réwnafi (3.3) po uwzglednieniu (4.11) jest nastgpujgca

0 0 N 0
0 0 N, 0
(56) a*oN, da*N, 0 O
0 0 0 0

Rzad macierzy (5.6) jest rowny 2. Oznacza to, ze kazdemu Nz (4.11) ub inaczej dla
kazdej plaszczyzny toru mg obowiazuja dwa linjowo niezalezne zwigzki charakterystyczne.
Rozwiazujac ukiad (3.3) z macierzg (5.6) otrzymujemy dwa liniowo niezalezne rozwigzania:
pierwsze

(5.7) 0y = 0y = O3 = 0, oy = 1,
drugie
(58) (X[Nl"{_azﬁzzo, a3=a4:0.

Pierwsza réwno$é w (5.8) odpowiada réwnaniu a-n = 0 i wyznacza wektor a(a;, o)
lezacy w plaszczyznie x, x,, prostopadly do n. Wektor a daje oczywiscie jeden liniowo nie-
zalezny kierunek na x, x,. A wiec o; opisane przez (5.7) i (5.8) przedstawiaja dwa niezalezne
rozwigzania. Okreslone zostaly zatem dwie grupy wektoréw W; dla kazdego N z (4.11).

Dlarozwigzania (5.7) otrzymamy

W,=W,=0, W,=-V, W,=dV,
stad pierwszy zwiazek charakterystyczny
(5.9) V- (Vp—a®Vp) = 0.

Zwiazek (5.9) méwi o zachowaniu entropii na kierunku toru czastki i jest rownaniem
identycznym z ostatnim réwnaniem uktadu wyjsciowego (2.1) i (2.2).
Grupa o; podana w (5.8) odpowiada nastepujacemu ukladowi wektorow W,

W, =00V, W,=apV, Wy=a, W,=0,
co pozwala obliczy¢ drugi zwiazek charakterystyczny
(5.10) o(e,V-Vo, 40,V -Vo,)+aVp = 0.
Korzystajac z pojecia pochodnej kierunkowej przeksztalcimy (5.10) do postaci

(5.11) o dyv, o dyvr+- % dyp =0

5 Mechanika teoretyczna
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lub po prostu
(5.12) o (dvv—l—-il)—Vp) = 0.

Gdy zatozymy |ee| = 1, co mozZna uczynié¢ wobec jego niezerowodci, wida¢, ze (5.12)
jest rzutem réwnania pgdu na kierunek a.

Wektory V i a, ktore wytyczaja kierunki rzutowania gradientéw funkcji v, v, i p, lezg
oczywiscie w jednej i tej samej plaszczyznie toru sy okreslonej przez wybrany z (4.11) N.
Wektor a lezy na prostej bgdacej §ladem przecigeia plaszezyzny mg z plaszezyzng x, x,.

5.3, Zaleino$ei migdzy zwigzkami charakterystyeznymi. Wiadomo, Ze dla kazdego wektora N
istnieje jeden niezalezny zwiazek charakterystyczny (5.4). Natomiast dla kazdego wektora
N obowiazuja dwa niezalezne zwiazki charakterystyczne: zwiazek (5.9), ktéry jest jednako-
wy dla wszystkich N z calej ich rodziny i zwigzek (5.11) zalezny od wybranego N.

Narzucaja si¢ dwa pytania wazne z punktu widzenia zastosowan zwigzkéw charaktery-
stycznych.

1. Czy w ogdle istniejg cztery liniowo niezalezne zwigzki charakterystyczne w kazdym
punkcie przeplywu potrzebne do obliczenia czterech funkcji niewiadomych.

2. Gdy napiszemy zwiazki charakterystyczne dla wektoréw N, .. N® NO, . N,
to ile i ktore sposrod nich sa liniowo niezalezne. Problemy te zbadal dokladnie Rusanow
w [3] dla petnych réwnan dynamiki gazéw w czterowymiarowe| czaso-przestrzeni. Ograni-
czymy si¢ tutaj do podania nastgpujacych odpowiedzi na postawione pytania.

Jezeli chodzi o zwigzki charakterystyczne na plaszczyznach falowych, wyrdznianych
wektorami N, to dla trzech liniowo niezaleznych N mozna napisaé trzy niezalezne zwigzki
(5.4). Wystarcza to do rozwiazywania przeptywow potencjalnych.

Wiadomo, ze dla wszystkich wektoréw N obowiazuje zawsze zwiazek (5.9). Natomiast
dwa niezalezne zwigzki (5.12) mozna napisa¢ dla dwdéch liniowo niezaleznych o, czyli
dla dwéch liniowo niezaleznych m, a tym samym dla dwéch liniowo niezaleznych N.

W sumie dla rodziny wektoréw N mozna takze napisa¢ trzy niezalezne zwiazki. Tak
wiec czterech potrzebnych niezaleznych zwiazkdw nie mozna napisac jedynie dla ptaszczyzn
wyréznionych wektorami N, czy tez N. Wydaje sie, ze wobec zlozono$ci zwigzku (5.12)
dla przeplywu nieustalonego najlepiej wybra¢ cztery potrzebne zwigzki sposrdd trzech
zwigzkow na ptaszczyznach falowych, a jako czwarty dotaczyé do nich zwigzek zachowania
entropii (5.9). Pod tym katem widzenia bedg prowadzone dalsze rozwazania.

6. Dostosowanie zwiazku charakterystycznego obowiazujacego na plaszczyZnie
falowej do zastosowania w obliczeniach numerycznych

Dla numerycznego obliczenia wartodci funkcji niewiadomych w punkcie wewngtrznym
przeplywu R, polozonym w sasiedztwie powierzchni niecharakterystycznej [, na ktorej
znany jest stan gazu, nalezy zastosowa¢ pewien schemat obliczeniowy. Bedzie on podobny
do tych, ktére sa uzywane w ustalonych naddzwigkowych przeplywach tréjwymiarowych
np. w [41 5]

Schemat oparty jest na koncepcji wykorzystania do okre§lenia funkcji niewiadomych
trzech zwigzkow charakterystycznych (5.4), obowiazujacych na trzech plaszczyznach falo-
wych, i zwiazku (5.9) na odcinku toru czastki QR (por. rys. 9).
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Na powierzchni I wybieramy trzy blisko potozone punkty P, P’ i P/, w ktérych sa
oczywiscie znane funkcje u;. Punkty te taczymy wektorami k,, kj i k;' (rys. 9). Plaszczyzny
charakterystyczne zn, 7w 1 7ty prowadzimy tak, aby lezaly na nich odpowiednio wektory
k,,k; ik, i aby plaszczyzny te byly prostopadte do wektoréw normalnych N, N’ i N”/
w punktach P, P'i P”. Wektory N, N'i N" s3 wzigte z powierzchni bocznych stozkéw
(4.1), zbudowanych w punktach P, P'i P"".

x3at

Rys. 9

W oparciu o rozwazania geometryczne z p. 4 mozna stwierdzi¢, ze przez kazdy z wekto-
réw k,, mozna poprowadzi¢ po dwie ptaszczyzny an, ktére beda prostopadle do wektorow
normalnych wzietych z powierzchni bocznych stozkdéw (4.1). Wybieramy z nich tylko
jedna trojke plaszezyzn np. te, ktéra przecina si¢ w punkcie R lezacym blizej powierzchni 7.

Trzy wybrane ptaszczyzny falowe nn, 7one | 7y przecinaja sie wzdluz prostych, ktore
wyznaczane sg na rys. 9 przez wektory k,, ki i k}.

Utworzony zostal ostrostup PP'P" R, ktérego §cianami bocznymi sg wycinki plaszczyzn
7N, o 1 e, a krawedziami pary wektoréw ko ks, ki k; i ki'ky. Kazda para wektoréw
taczy trzy punkty. W dwdch z nich sg znane parametry gazu, a trzecim jest zawsze punkt R.

Zwigzek (5.4) przedstawia sume pochodnych kierunkowych ’

3
Zdwjuj = 0.
J=1

Gdyby te sume przedstawié tak, ze zamiast rzutowania na trzy do$¢ réznorodnie (wg 5.1)
polozone wektory W;, mozna by gradienty Vu; rzutowaé na pary wektoréow k, k,, to uzy-
skaliby$my wzér dogodny do formulowania go w postaci réwnania réznicowego nadajacego
sig do bezposrednich obliczen funkeji niewiadomych w punkcie R.

Dla kazdej z trzech par wektoréw k,k, mozna by napisa¢ réwnanie réznicowe, ktére
w sumie wraz ze zwiazkiem (5.9) dla odcinka toru czastki QR stanowityby cztery réownania
potrzebne do obliczenia czterech funkcji niewiadomych w R.

5%
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Dla realizacji tego konieczne jest proste przeksztalcenie polegajace na zastapieniu
w (5.4) wektoréw W, W, i W, dwoma liniowo niezaleznymi wektorami k;, k,.

W tym celu wektory W; (j= 1,2, 3) rozkladamy w bazie lokalnej {k;, k,} okreslonej
w podstawowym ukladzie kartezjaiiskim {e,, e, €,}

(6.1) Wi=yik+yik, =123,
gdzie skladowe kontrawariantne wektoréw W; sg okre§lone jako
(6.2) Y =Wk, j=1273;1=12.
Baza wzajemna {k’, k*} zostala ustanowiona w {e,, €,, €} za pomoca wzordw
(63 K= et N Gk
Dla uproszczenia zapisu wprowadzono oznaczenia
(6.4) g =kxN, g =DNxk.

Wykorzystujac powyzsze mozna (5.4) sformutowaé nastepujaco:

2 2 2
| 1
(65) Z ZAl,q dk( vq+ _a'a Z Gldkrp = 0,
I=1

q=1 I=1

gdzie wspdlczynniki liczbowe

3
A= aZj;,q—nq(ZV,C,,,_)

r=1
(6.6) dla  Lg=1,2.
3

3
G[ = 2 VrC[_r—(ZZI’l,.CI,,..
r=1 r=1

W (6.6) wystepuja skladowe wektoréw n(N;, N,, 0) i V(v,, v,, 1) oraz §; (81, 812, 81)5)
Skiadowe wektora {; okreslimy obliczajac wyznaczniki opisujace (6.4).

7. Zwigzek charakterystyczny na kierunku bicharakterystyki

W 5.1 pokazano, ze dla jednowymiarowego nieustalonego przeptywu kierunki W, i W,
sa jednakowe 1 pokrywaja si¢ z kierunkiem B, czyli po prostu z kierunkiem charakterystyki.
Zwigzki charakterystyczne (5.5) napisane sg dla dwdch wystepujacych tam kierunkoéw
charakterystyk oznaczonych przez B+ i B-.

Powstaje pytanie. Czy zwiazki charakterystyczne przeptywu dwuwymiarowego, nie-
ustalonego w rozpatrywanym punkcie P, a wiec zwigzki (5.4) lub (6.5) dadza si¢ napisa
tylko dla kierunku dowolnej bicharakterystyki B, przechodzgcej przez punkt P? Odpowiedz
na to pytanie jest twierdzaca, a jej uzasadnienie wynika natychmiast z przeprowadzonego
wyzej przeksztalcenia (5.4) na (6.5).

Zalozmy wigc, ze jeden z wektordw lokalnej bazy {ki, k,} lezacej na plaszczyinie mn
np. k; = B. Zwigzek (5.4) zapisujemy wtedy nastepujaco:

1
(7 1) y‘ldnvl—}—ylzd3v2+ a_g dBp+y21 dkgv1+722dk2v2 = 0,
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Yyl dla ,g=1,2sa kontrawariantnymi wspolrzednymi wektoréw W, i W, opisanymi
przez (6.2) i (6.3), w ktérych nalezy przyja¢ k, = B.

Z (7.1) wynika, ze na to, aby omawiany zwiazek charakterystyczny napisaé tylko dla
kierunku bicharakterystyki B, a wigc w sposéb nastepujacy:

1
(7.2) ylldB’Ur]‘Vlde’vz'f‘ [E dpp =0,

musi zachodzié¢
(7.3) K- (1 Vo, +y%Vo,) = 0.

Wspbirzedne kontrawariantne y? i y*, nie moga znika¢ jednoczesnie, bo W, i W, nie
sa nigdy wspolosiowe [por. wzér (6.2)]. Wobec tego musi byé réwny zeru iloczyn skalarny
wektora k, przez wektor zawarty w nawiasach we wzorze (7.3).

Jakkolwiek bedzie skierowany wektor zawarty w nawiasach wzoru (7.3), zawsze mozna
dobraé tak kierunek k, na plaszczyZnie sy, aby warunek (7.3) byt wypelniony.

Zwiagzek (5.4) i (6.5) mozna przedstawi¢ w postaci (7.2) dla kazdego z nieskoficzenie
wielu wektoréw B przechodzacych przez punkt przeptywu P.

Wszystkie przeprowadzone tutaj rozwazania moga by¢ rozszerzone na przypadek
tréjwymiarowych nieustalonych przeptywédw. Wymaga to z reguly prostego uzupelnienia
wzordw wyrazamj zawierajacymi trzecig skladowa przestrzenna wystepujacych tutaj wek-
toréw.

Literatura cytowana w tekscie

1. R. Mises, Mathematical Theory of Compressible Fluid Flow, Acad. Press Inc. Publ.,, New York 1958.

2. M. BURNAT, Memod xapaxmepucinux 0as KkeasuaurHelinvix ypagrenuti muna 2aszodunasuxu, Bull. Acad.
Polon. Sci., Série Sci. Math., Astr., Phys., 5, 10 (1962).

3. B. B. PYCAHOB. Xaparmepucmurie obuux ypasHenusi 2a3o8oii Ounasuxu, JXypH. BBIY, MaT. M dua.
3 (1963).

4. M. BURrNAT, A. KIEEBASINSKI, A, WakruULICZ, The method of characteristics for a multidimensional gas
Sflow, Arch. Mech. Stos., 2, 16 (1964).

5. IO. H. TIOONAOUMKOB, Memod xapaxmepucmux O0AR Dpacuema npoCHPaAHCMBENIbIX CEePXIEYKOBLIX
mewenuii 2a3a, YIss. Ax. Hayx CCCP, Mexanuxa 4 (1965).

Pesome

METOJ XAPAKTEPHUCTHK JJISI IBYXMEPHBIX HECTAIIMOHAPHBIX TEUEHMI I'A3A

TIpeRaraeTCs pacCyy¢IeRust, KACAIOIHECS METOMA XADAKTEPHCTAK B TIDUIOYKEHUH X CHCTEME ypaB-
HEHUH AUHAMUKM A30B, ONKMCHIBAIOUIMX HENOTEHIMATBHBIE [(BYXMEDHBIE ¥ HECTALHOHADHBIE TEYCHISI.
HccneoBaHpl HEKOTOPbIE CBOMCTBA XapAaKTEPHCTHUECKHN IOBEPXHOCTEH, CBASAMHBIX C OTHENBHOH
BHYTPCHHEH TOUKOH B Tewenun. [TogpobHo MCCnefoBa TaK HA3, KOHYC HOpMAelt ¥ B3aUMEOE PACIIONO-
JKEHHE KOHYCA HOpMaNeH ¥ H3BECTHOrO BOJHOBOrO KOHyca (Ha3bIBAEMOTO HHOrja KoHycom Maxa). Xa-
PaKTEPHCTHYECKHE 3ABUCUMOCTH TOAY4eHbI B (hopme yHoGHOI s HETIOCPE/ICTRBEHHOrO TIPE/CTARICHHA
KX B BH/IE Pa3HOCTHBIX YDABHEHUH HA MPOM3BOJIBHOMN XaPAKTEpHCTHHECKOM TIOCKOCTH. Bhineaena Taxie
XapaKTEPHCTHYECKAST 3ABUCHMOCTD [ HANPABJIEHUS NPONU3BOIBHON GHXApaKTEPHCTHKH, NMPOXOAsILEil
Yepe3 paccMaTpHBAECMYO TOUKY TCYCHUA.
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Summary

A METHOD OF CHARACTERISTICS FOR TWO DIMENSIONAL
UNSTEADY GAS FLOW

Investigations on the method of characteristics applied to a set of gasodynamics equations describing
nonpotential two-dimensional and unsteady flows are presented. Some properties of characteristic surfaces
connected with a single internal point in the flow are investigated and particular attention is paid to the
so called cone of normals and mutual position of the normal cone and the known wave cone (which is some-
times called also the Mach’s cone). Characteristic terms are obtained in a convenient form for their direct
presentation in difference equations on any characteristic surface. The characteristic terms for the direction
of any bicharacteristic going through the examined point of flow are given.

Fraca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 czerwea 1966 r.



