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1. Wstep

W pracy niniejszej podane zostana rozwiazania nieograniczonej plyty trdjwarstwowej
obciazonej kolejno sila skupiona oraz momentem skupionym. Rozwiazania takie nazywaé
bedziemy w dalszym ciagu pracy rozwiazaniami osobliwymi. Analogiczne rozwiazania
znane sa w teorii ptyt cienkich [1, 2 i 3] oraz w teorii plyt Reissnera [4]. Zastosowanie
ich jest bardzo szerokie. W zagadnieniach technicznych rozwigzania osobliwe sa wy-
korzystywane przy budowaniu powierzchni wplywowych [5 i 6]. Znajduja one takZe
zastosowanie przy rozpatrywaniu problemdéw nieciggltych warunkdéw brzegowych teorii
plyt. Poza tym w teorii sprezystosci i w teorii plyt rozwiazania osobliwe sa podstawa
uzyskania zwiazkéw calkowych migdzy rozwiazaniami wewnatrz danego obszaru a wiel-
koSciami brzegowymi. Zwiazki takie znane sg w' teorii sprezystosci jako twierdzenie So-
migliano. Otizymuje si¢ je w oparciu o rozwiazania osobliwe oraz w oparciu o twierdzenie
o wzajemnosci. Podobne zreszta zwiazki znane sa w teorii funkcji harmonicznych [7].
Omodwienie tych problemdw dla plyt reissnerowskich i dla ptyt tréjwarstwowych o warst-
wach zewngtrznych bez sztywno$ci na zginanie podalt autor w pracy [4].

W pracy niniejszej zajmiemy si¢ ogdlna teoria zginanych plyt tréjwarstwowych podana
przez HOFrA [8]. W teorii tej przyjmuje si¢, ze warstwy zewnetrzne tych ptyt sa jednakowe
i spetniaja wszystkie zatozenia teorii ptyt cienkich. Natomiast odnoénie do warstwy $rod-
kowej zaktada sig, ze jest ona nieécisliwa i pracuje jedynie na napreZenia styczne 7y, i 7,,.
Z podanych wyzej zalozen wynika, ze przy zginaniu odksztalcenia plyty tréjwarstwowej
sa antysymetryczne wzgledem jej powierzchni Srodkowej.

Rozwigzania otrzymane w niniejszej pracy sa uogdlnieniem wynikdw podanych przez
autora dla plyt tréjwarstwowych o warstwach zewnetrznych bez sztywnoéci na zginanie
na ogdlng teori¢ ptyt tréjwarstwowych [4 i 9]. '

2, Zasadnicze réwnania

Ponizej podamy zwiazki miedzy silami wewnetrznymi i przemieszczeniami plyty troj-
warstwowej oraz réwnania réwnowagi wyraZone przez przemieszczenia. Zaleznodci te
podamy w oparciu o prace J. WACHOWIAKA i P, WILDEGO [10].

Sily wewnetrzne dla omawianych plyt podamy za wyzej wymienionymi autorami
rozkladajac je na sily tarczowe i na sily ptytowe w warstwach zewnetrznych oraz na sity
tnace w wypelnieniu.
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Sity wewngtrzne okre§limy przez przemieszczenia nastgpujaco: (rys. 1)
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ES (ou o ES (dv ou
N = W(EHE)’ Ny= T—F(W“E})’
@.1.1)
E$ du dv
Mo =20, (EJW)’
sity plytowe
Pw *w o*w o*w
= “D(‘a;f W) = —D(‘é;z‘“W)’
(2.1.2)
— (DY — L vy = D2 v
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2% 9y



ROZWIAZANIA OSOBLIWE W TEORII PLYT TROJWARSTWOWYCH 295

gdzie wprowadzono oznaczenia:

E,» stale materialowe warstw zewnetrznych,

Gw = Gx; = Gy, moduf odksztalcenia postaciowego warstwy srodkowej,
E§?

- 12(1—?)
w ugigcie plyty, jednakowe dla wszystkich warstw,
u,v przemieszczenia w plaszczyznie $rodkowcj warstwy dolnej (réwne co do bezwzglednej

wartosci przemieszczeniom w plaszezyznie §rodkowej warstwy gbrnej, lecz przeciwnie
do nich skierowane).

sztywnos¢ na zginanie warstw zewngtrznych,

W dalszym ciagu pracy zajmiemy sig¢ ptytami tréjwarstwowymi poddanymi dziataniu
obciazenia normalnego p(x, y) oraz obcigZonymi sitami n.(x, y), n,(x, y) w warstwach
zewngtrznych (rys. 2). Zalozymy, Ze te ostatnie sa réwnomiernie roziozone na grubosci

Nx
( - ]

-

Rys. 2

warstw zewnetrznych i sa przeciwnie skierowane w obu tych warstwach. Dziatanie tych
sit odpowiada wigc dziataniu na calg ptyte momentéw zginajacych, roztozonych w obszarze
plyty.

Postgpujac podobnie jak w wyZej wymicnionej pracy [10] otrzymamy nastgpujacy
uklad réwnan dla plyty poddanej dzialaniu obciazenia p(x, ), n.(x, y) i n,(x, ¥):
(2.2)

[Da—@ y2y2_ Gn(2ht-0)* (1—9%) Vz] o Gu2ht0) (1—) ( du 37)) 1=

ES 4ESh 2E0h ox oyl T 2ms ¥

_ Gy (=) aw [ & | 1- P Gw(l—vz)] Ity &Po 12

2ESh Tt T e Esh |*TT 2 axdy - ES
G2 (1) dw | 14y Fu e Gw(l—vz)] 1=

2ESh T2 ey TaE T T e T Een YT B ™

Powyzszy ukfad trzech réwnan rézniczkowych mozna sprowadzié do réwnah na trzy
funkcje przemieszezen [10 i 11]:

(2.3) [1—%x(1—v)vz] [1—% i)D VZ]V2\72FI= gi ,  i=1,2,3,

z
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gdzie
@ = px,»), @2 =2n5(x,p), g3 =2ny(x, y),
E§ (2h+-0y , . . .
;= ——2(]_—v2) 4+ 2D oznacza sztywno§¢ catkowita plyty trojwarstwowej,
ESh . . Lo
» = wspblczynnik podatnosci wypelnienia.
Gy(1—¥%)

Natomiast przemieszczenia wyznaczyé mozna ze zwiazkow

2h+8 0 1
W= (l—xVZ)[l —%Ml—v)Vz]Fl—TJ“E [1 ——Ex(l—v)Vz]Fz—

2h+8 9 1 )
—'—'2—5[1—5%(1“‘1’)V]F3,
I S IR N N WP e X
1 | @ 1 \ Qh+087 &
1 \ Dh o, 8 1 27
(2.4) :
% l—l—v o V2,
- G, 2 " ox dy
__2hté 9 1 ) (@htoyp
T Ay [I—Eu(l—v)V]Fl 4 Oxdy
2
—[—%x(l—!—v)Vz]Fz—]——Q{lj—a)—{Vz[ u(l-—v)V{l [
Ry S |0 et
+ 51 (14+9)V ]}F3 G, 2 gy Ve

Dh ,_, &1 &

Yatwo zauwazymy, ze jezeli przyjmiemy, iz warstwy zewngtrzne plyty tréjwarstwowej
nie majg sztywnosci na zginanie (D = 0), to zaleznosci powyZsze uproszcza si¢ do zalez-
noéci podanych przez autora w poprzednio cytowanej pracy [4].

Nadmienimy ponadto, Ze przypadek ukladu réwnan jednorodnych (2.3) zostat prze-
dyskutowany w poprzednio cytowanej pracy [10].

3. Obciazenie sila skupiong

Zajmiemy si¢ nieograniczong plytg tréjwarstwowa obciaZona sila skupiona prosto-
padle do powierzchni $rodkowej. Obciazenie dla tego przypadku przedstawimy naste-
pujaco: p(x, ¥) = Po(x)d(y), nx(x, y) = ny(x, y) = 0.
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Wobec tego, ze mamy do czynienia z plyta nieograniczona, interesowaé nas bedzie
catka szczegdlna uktadu réwnan (2.3). Przyjmiemy wiec F, = Fy = 0. Uklad rdwnan
(2.3) i zaleznosci (2.4) uproszeza si¢ w tym przypadku do postaci:

1 2D
D,I:l—fxﬂ*v)vz] [1—~x D VZ]V2V2F1=P6(x)6(y),

z

1 2h4-6 0 1
@.1) w=(I—HVZ)[I*Tx(I—v)Vz]FI, u=—TW[1~7x(1—v)V2]F1,

2h4-6 0
V= e

1
1 ——»%(1—»)V?]|F,.
2 % [ 2x(l v)V]Fl
Latwo zauwazy¢, ze w zwiazkach powyiszych mozna wylaczyé operator [10]

1 N
[1 — 51—V ]F1 = U.

Ostatecznie otrzymamy wiec nastepujgce rownanie

D
(3.2) ' D, (l—x i) Vz) V2VAU = PS(x)0 ().
oraz zwiazki miedzy przemieszczeniami w, u, v a funkcjg przemieszczen U
2h+6 U 2h+06 U
— —_ 2 = — —— = _ — ————
(3.3) w=(1—-xV)U, u 7 a0 - Y 5 R

Przejdziemy teraz do rozwigzania naszego problemu. Wykonajmy na réwnaniu (3.2)
nieskonczona podwdjng transformacje Fouriera [12]:

N*(a, ﬁ)=2% f f N (& e MO ge e,
(3.4) o
N(x,p) = 2% f f N*(e, B)e ™+ gy dp.

Biorac pod uwage, ze p*(a, f) = Pj27, otrzymamy nastgpujace wyraZenie na trans-
formatg funkcji przemieszczen:

P 1

(3.5) U0, )= 5 5 5 .
” [1+x (a2+/92)] @+ 5

D,

Po wykorzystaniu zaleznosci (3.4) funkcje przemieszczen U(x, y) przedstawimy w po-
staci catkowej:

(2] (2]

P
(3:6) V)= ap | [ -
z - [1+% Dz

e—l(ax+ﬁy)

dadp.

W+ﬁk%ww
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Aby przedstawié rozwiazanie U(x,y) (3.6) w postaci wyraznej, bedziemy musieli
obliczy¢ catkg wystepujaca po prawej stronie powyzszego wyrazenia. Przeksztalémy te
calke nastgpujaco:

PR it py) oD [ [ o=iextsy
37 Uxpy= 4n2D [f f CEwa? ————gdudf—x—— D, £ f NCEYo dodp+
L, 20 o l@x+By)
4D f j docdﬂ.].
S e H—% (062+/92)

Dwie pierwsze calki, wystgpujace po prawej stronie wyrazenia (3.7), nie istniejg jako
calki niewladciwe, nie mozna tez wydzielié z nich wartosci gtéwnej wedlug Cauchy’ego.
Nalezy je rozumieé w sensie czgéci skonczonej [13, 14 1 4].

Wydzieleniem czeéei skoficzonej calek rozbieznych tego samego typu zajmowal sie
autor w cytowanej poprzednio pracy [4]. Azeby nie rozszerzac niniejszego opracowania,
podamy ponizej jedynie koncowe wyniki tych obliczen.

0 —l(ax+ﬁy)
pf. f f Ao dodf == —{—y ln]/x7'+y ,

(3.8)

0 o _—iax }By) i
p.f. f f dedﬂ = —2xnln 1/x2+y2 .

- —w

Ostatnig catke wystepujaca po prawej stronie wyrazenia (3.7) latwo obliczymy jako
catke niewlasciwg:

© © —iax+69) =} . ©
R, = f f ‘32D dodf =2 fe*'“"daf ;‘Eﬂy dp.
D 2+62) iy qQ

Tezeli wezmiemy pod uwage, ze [15]

3.9 f cosﬁy dp = r exp[—y]/ D: +a2], y>0,
(+F2) 4xD D, L g2 2xD
2xD .
to otrzymamy

—iax Dz
' o o expl:—yl/ +o?
D, 2% D
(3.10) Rl = —27_5% f -—_2
2x D 22D ¢

© Dz 2
D, cosocxexp[~y]/2%D +o ]d 2D,

— D o= DKo()’ll/xT‘T‘y_z),
»D ]/ o 3
2% D

gdzie Ko(z) oznacza zmodyfikowang funkcje Bessela drugiego rodzaju, y, = ]/D,/ZxD.

do =
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Wstawiajac zaleznosci (3.8) i (3.10) do zwiazku (3.7) oraz wprowadzajac jednostke
dtugosci ro otrzymamy poszukiwane rozwigzanie osobliwe funkcji przemieszczen U(x, y)

P x2_|_y2 x2_]__y2 2 x2_|_y2 4 — 2

GBI UG =575 [ 7 Nt ’l‘?]n-j;%V‘l—“ﬁ'Ko(% Varyr )|
Reszta zadania jest juz bardzo prosta. Znajdziemy teraz rozwiazania osobliwe prze-

mieszczen. Otrzymamy je wykorzystujac rozwiazanie osobliwe U(x, y) (3.11) oraz zalez-

noéci (3.3)

.2
oy X —I—_y P x4 y 1 P__x
Y= 1674 D 5, I = ['“ +2—’+W571-DZ

2., 72
% [ln _M
Fq

+ (1 —)’% ”) Ky (yll/xz—l?)] s

P(2h+96) x4 p? ] PQh+0) 5
167D, [xm P Ry ,1 nyatyt +

(.12)
o .
+ EKO (71 ]/x2+y2 )] )

_ PQh+9) x24y? ] PQ2h+0) .
= 16nD, [yln r3 Ty 4 D, y% —ln]/x_l_y +

0 S
el

Zauwazmy, Ze jeZeli w zaleznoéciach powyzszych przyjmiemy D = 0, 2h[2h+0 = 1,
to otrzymamy podane przez autora we wczeéniejszej pracy [9] rozwigzania osobliwe dla
plyty tréjwarstwowej o warstwach zewnetrznych pracujacych jedynie na silty tarczowe.

Podamy jeszcze rozwigzania dla sit wewnetrznych w omawianym przypadku nieogra-
niczonej plyty tréjwarstwowej obciazonej sita skupiona. Po wykorzystaniu rozwiazania
dla funkcji przemieszczen U(x, y) (3.11) oraz zaleznosdci (3.3) i (2.1) otrzymamy przy-
ktadowo

_ Es 2k (U | TPU P [ !
Ne= =173 (ax2 ’ 8y2)— 87(Qh10) D, “‘_“c“ P+
4+ lniz—+2 in2p+1 __F D {(cos +rsin?p) Ko(yy ) —
2 T | T 2a@hge) b, |9OF PR PR
1 1
- (l—lv)cosz(pl:y%rz —"WKI (’}/1")]},
Eb P D, .
Nyy = a2
Y= T 3y #0) a ay ~ Rmh e (TN, Sin2et

P

D, . 1 1 1 ]
_—_— — —_— —_— - —F _._E j*
27 (2h+8) (=) D, szq)[ y2r: o pir 1(717) 2 o) |

+



300 Ryszarp Ganowicz

2 2 2
mx:__D I:_a_g_l_va_U___ (az‘l“"’ & )VZU]

ox? a*
' P D
(3.13) = — [ln——l—Zcos 4p—|—1—|—v(1n——|—2s1n <p—|—1)J—|—
87 D
P D . 1
+un F: {(005299+vsm2¢) Ko (y1r)—(1—v)cos2g [;% Kl (o r)]}

2

ey = —(1=9) D (1—# V) U =

P D . 1
E(I—V)D—ZSHIZ(]J— 4 l:y%lz -
e Yemomms Ao
oo 1 — 71 >
_ d o ) P D cosp P D,
qx————Da—xV (I—WV)U——Z—nE—r“ 47 D, yicos@ Ky (yir),
_ d s P D, cosg P D,
Ny, = —D;a—v U= T2 D, ’—,+—27Z‘ D. yicosp K (y1r),

gdzie oznaczono r2 = x2+y?, sin @ = y/r, cos ¢ = x/r

E 6 (2h-06)?

b= 2(1—»?)

Powyzsze sity wewngtrzne nie moga by¢ poréwnywalne z odpowiednimi sitami wewneg-
trznymi znanymi w teorii plyt cienkich, poniewaz dotycza one poszczegdlnych warstw.
Poréwnywalne natomiast beda catkowite sily wewnetrzne, to znaczy sity wypadkowe dla
caltej ptyty (rys. 3). Otrzymamy je z zaleznosci

_ P cose
Qx - Nxz+2‘Ix - 27Z r 5
P r? ) r? -
(3.14) M, = N.Q2h+06)+2my = ~ % 1n75+2cos p+1-+v In? +2sin*p+1]],
0 0

Mxy = xy(2h+6)’|'2mxy = —E-[;—(I—V)SIHZ(p

Jezeli poréwnamy teraz otrzymane powyzej rozwiazania osobliwe wypadkowych sit
wewngetrznych ze znanymi rozwigzaniami osobliwymi izotropowych piyt cienkich, to
zauwazymy, Ze sa one identyczne. Zauwazmy takze, ze powyZsze wielkosci (3.14) nie
zalezag od sztywno$ci na zginaﬁie warstw zewnetrznych D. Wobec tego przedstawiaja
one takZe rozwiazania osobliwe plyt tréjwarstwowych o warstwach zewngtrznych bez
sztywnos$ci na zginanie (por. [9]).

Nadmienimy, e rozwiazanie osobliwe sily poprzecznej Q. (3.14) latwo otrzymaé
z warunku réwnowagi sit pionowych dla plyty kotowej wycigtej z plyty nieograniczonej
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w ten sposéb, ze punkt przytozenia sity skupionej pokryje si¢ ze srodkiem plyty kotowe;.
Wrykorzystujac kotowa symetrig otrzymamy

P
(3'15) Qr - _—2;?;
a stad
P cosg P sing
(3.16) Ox = o 0, = B P

u:v

»
z
/ My
MX
ind
X ;/ M"U Q.‘l

Qx
Rys. 3

Natomiast jezeli chodzi o identycznoéé pozostatych wypadkowych wielkosei statycz-
nych (3.14) z odpowiednimi wielko$ciami znanymi w teorii ptyt cienkich, to wynik ten,
.zdaniem autora, jest interesujacy.

Oczywifcie dla analizy stanu naprezenia plyty potrzebna jest znajomosé sit wewnetrz-
nych dotyczacych poszczegdlnych warstw (3.13). Rozwiazania osobliwe sit wewngtrznych
dotyczacych poszezegdlnych warstw zawieraja natomiast czlony osobliwe, ktére w sposéb
istotny réznia je od znanych rozwiazan osobliwych teorii ptyt cienkich.

Na zakoriczenie niniejszego rozdzialu zanalizujemy jeszcze zachowanie si¢ otrzyma-
nych przez nas rozwiazan osobliwych ugiecia w (3.12), sily poprzecznej w warstwach
zewngtrznych g, oraz sily tnacej w wypelnieniu Ny, (3.13) przy r— 0.

Jezeli wezmiemy pod uwage to, Zze dla dostatecznie malej wartoéci argumentu obowig-
zuja nastgpujace wzory asymptotyczne:

(3.17) K™ ~lanr, KRS
todlar— 0 otrzymamy

R T ) PO
WX D" D, BT

P cosg .~ _ P sing P 1

(3.18) 9™ =4 r 0 Y Ty T I 4z 1’

Nxzz O, N,,zx 0.

Okazuje sie wigc, Ze ugigcie w punkcie przylozenia sity skupionej, podobnie jak w teori
plyt cienkich, jest skoficzone. Poza tym latwo zauwazymy (3.18), ze dla r— 0 sila skupiona
P jest zréwnowazona tylko przez sily poprzeczne w warstwach zewngtrznych (rys. 4)

P
(3.19) 29, = Qx, 2Qr§‘ Qr=— r
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Oznacza to, Ze sita skupiona obcigza w pierwszym rzedzie warstwy zewnetrzne, a dopiero
nastgpnie jest przekazywana na cala plyte. Wnioski powyzsze sa oczywiste z fizycznego
punktu widzenia i potwierdzaja prawidlowos¢ rozwiazan otrzymanych w niniejszej pracy.

p/2
T
A
qr
Qr
qr
p/2
Rys. 4

Zwrdémy jeszcze uwage na fakt, ze ze wzgledu na zaloZzona wzglgdem plaszezyzny
¢rodkowe]j antysymetri¢ odksztalcet plyty, obciazenie sila skupiona P nalezy rozumieé
jako obciazenie dwiema silami skupionymi 1/2 P, przylozonymi na gdrnej i dolnej powierz-
chni plyty réwnoczesnie (rys. 4).

4. ObciaZenie momentem skupionym

Pierwsza trudnofcia, jaka napotykamy przy rozwigzaniu tego problemu, jest definicja
pojecia momentu skupionego w teorii plyt tréjwarstwowych. Zagadnienie to omawial
autor w poprzedniej pracy dotyczacej plyt tréjwarstwowych [4]. Przypomnijmy tu tylko
to, ze jednym ze sposobdw zdefiniowania momentu skupionego jest przyjecie, ze obcia-
Zenie to odpowiada granicy obciaZenia dwiema sitami skupionymi przeciwnie skiero-

wanymi, gdy odlegto$é ich zmierza do zera: M = lim Pe.
e->0

Jak wiadomo, rozwiazanie dla takiego obciazenia otrzymuje sie przez rézniczkowanie
rozwigzania otrzymanego dla obciazenia sila skupiona. Wobec tego nie wnosi ono zasadni-
czych nowosci do rozwiazania podanego w punkcie 3 niniejszej pracy.

Ciekawsze natomiast jest obcigZenie momentem skupionym zdefiniowanym jako
para sit poziomych przylozonych w warstwach zewnetrznych plyty tréjwarstwowej (rys. S).
Rozwiazanie plyty obciazonej tak zdefiniowanym momentem jest bardziej ztoZone od
poprzednio omdwionego i moze byé podstawa uzyskania zwiazkéw catkowych migdzy
przemieszczeniami u, v wewnatrz danego obszaru a wielkosciami brzegowymi [4].

Ponizej zajmiemy si¢ nieogianiczona plyta poddana dzialaniu momentu skupionego
zdefiniowanego jako para sit przylozonych w warstwach skrajoych. Zalozymy, ze sily
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te sa rdwnomiernie rozlozone na grubosci warstw zewngtrznych. ObciaZenie tego typu
omdwione zostalo w punkcie 2 niniejszej pracy i uwidocznione jest w postaci obcigZen
ny i n, w réwnaniach (2.2) i (2.3).

Przyjmiemy do rozwiazania obciaZzenie momentem skupionym M, = n (2h+0) =
CNO(x)8(y) (2h4-9).

N
[ ]
| E—
b - 1
N
Rys. S

Podobnie jak przy rozwiazywaniu plyty nieograniczonej obciazonej sifa skupiona
interesowa¢ nas bedzie calka szczegdlna ukladu réwnan (2.3) przy qi =3 =0, ¢2 =
= 2Nd(x)0(y). Przyjmiemy wigc F; = Fs = 0, a na funkcje przemieszczen F, otrzymamy
réwnanie rézniczkowe

4.1) D, [1 —%x(1~1-)V2—| [ ]VZVZFZ = 2Nd(x)d(y).
Natomiast przemieszczenia u, v, w moZna bedzie wyznaczy¢ z zaleznosci (2.4)
. 2h445 0 1 )
W= — TW[I 74(1 ‘V)V:IFz,
2 2
=(2—hji{vz[ %(1~—V)V2]—~aa—[l+ x(l—i—v)Vz]}
(4.2) ,
Dh d 1 0
_‘-':"VZVZ [1——% a o —2—‘%(1 )a 2:|F2,
Qh+4-6)2 &2 ) Dh l-f—u P hen
- — VEV2F,.
T ”(H KA LR S o

Wykonamy teraz podwdjna nieskoniczong transformacje¢ Fouriera (3.4) réwnania (4.1),
a po wykonaniju retransformacji otrzymamy poszukiwang funkcje F» w postaci

—i(ax4-fy)
Fi%.) = 505 f j 1 dodp.
B Ci D [H—% (062+/5’2)] [1+—%(1—V) (052#-/5’2)]
2
4.3)
Catke wystepujaca po prawej stronie powyZszego wyrazenia latwo przeksztalcimy naste-
pujaco:

S Nx 2D 1
4.4) Fx,y) = 2D f J Neaoa do df— 272D, [ —E(l—v)]x
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NN —iax 16y 2 3 22 ~—i(ax--By)
e Nx 2D 1 f f e
d S — - _
X_£_£ @ Pt 2, (D ) W1 D —dudp
=7 ) |
N%Z 1—yp 3 f f —i(ax+ﬁ.Y)
‘MD,( 2 ) 2D dedp.

D. —-—(1— ¥) —w —w 1—|——x(1—v) (o4

Trzy pierwsze calki wystgpujace w tym wyraZzeniu omdwiliSmy w rozdzmle 3 niniejszej
pracy. Natomiast czwarta catke wyrazenia (4.4) obliczymy tatwo postepujac podobnie
jak przy obliczaniu catki (3.9). Otrzymamy dla niej wyraZenie

g~ {@x+hy)
4.5) Ry = f J dodf = _(fi_)](o(yﬂ/xz_i_yz ),
S S g 21— (@) S

gdzie y2 = V2]% (1—») .
Wykorzystujac zaleznosci (3.8), (3.9), (3.10), (4.4), (4.5) oraz wprowadzajac jednostke
diugosci ro otrzymamy szukane rozwiazanie osobliwe dla funkcji przemieszczen Fa(x, y)

2 .2 2z TS
4.6) F(x, y) = N {“\ ty In V' x "i'y +2 Vlj‘?z/z In ]/A +y n

T 2aD,

0 Y172 Fy

2 Y S
oo [ By 2 e
=7t Lo ol V0 V3 ol 457
Rozwiazania osobliwe przemieszczen u, v, w otrzymamy wykonujac na funkcji powyz-
szej dziatania przepisane zaleznoéciami (4 2)
_ N(2h-+9) 2—|—y T 2x 2y,x —
4D {21 T + 7 ety Kby )]}
A7
vi—vi 0y

NQh-+0)? T x? 1 ? o
= —8nDz {'l’l ] —l— ’2—|—y2 —|—5+2% a—xfln]/xz—kyz —l—

'.0 ;X

Y 2l o 2 S
x Ko(“/z]/xz‘i“yz J_ _l_y_% [az—ln]/xz—kyz —l—a—szo(Vll/xz‘i‘yz )] -

Lix & S| NOI—?¥) 9} &1 &
- 2 2 2 y 5 K (“/1]/x2+y2 )}— ( ) Y2 (1—;4____)

@7 2nEd y%—_y_%_m Ayt v Ox?
< [Ko [y V2452 ) — Ko ly2V 57 )],

:N(;E)‘f)z{ zxj 2—|—7¢[1—|—v—(1—v) o ] aaay Y7 y%yf%y%x
X%Ko(m/}ﬁryz) Mf:z [wy Iny/x*+% +( ‘ %’)x

33 Kol V/x+y ]} N4(1E6 (H—)% 2% ;;y

x (Ko (1 V2 H)7 ) — 0(y21/x2—|—y I,
gdzie K,(z) jest zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju.
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Jezeli w wyrazeniach powyzszych wykonamy przejécie graniczne D — 0, to otrzymamy
przemieszczenia osobliwe dla piyt trojwarstwowych o warstwach zewnetrznych bez sztyw-
noéci na zginanie (por. [4]).

Przejdziemy teraz do wyznaczenia poszczegdlnych sit wewnetrznych dla nieograniczonej
plyty tréjwarstwowej obciaZzonej momentem skupionym.

Wykorzystujac zaleznoéei (2.1) 1 (4.7) otrzymamy nastgpujace wyrazenia dla sit plyto-
wych w warstwach zewngtrznych:

NQ@h-+68) D | cos2 cos?2
@k +9) _[ 7 - z K, (?’1")“7%0052(}71(0(71")],

4= 21 D, ’.2'“-?’1
. NQ@h+6) D sin2¢ 1
P (27Z D, r? 1_—7'1”(1(71")—EY%VZKo()’lr) )
NQ@2h+98) D
T (:; : D, OS‘P{ [14v+2(1—»)sin’g]+ 2(1— )M_’Mp_

—2711‘K1(y1")—7?"2Ko(y1r)]~271 (cos>p+vsin’p) K, (7, ")},

N( / ) C()S :;S ]l

™= T 4n D, -

<P{’l [1+V—2(1—v)sin2<p]— (l—v)
— 29,1 K (y1r)— 3 Ky (y1 )] =24 (sin® y+vcos’p) K, (v, l‘)},

[2—2yr Ky(y1r)—

_ NQh+9) D . {coquJ 2 sinfp— 3cos<p
My T(l-—v)jsm(p +— )

z

— 12 Ko(y1r)] 4275 0082¢K1(y1r)}-

Podamy jeszcze wzory dla sit wewnetrznych wypadkowych dla calego przekroju

_ N@h+9) | coquJ
2n r?

Ox = Ny 1+2q, = [1— 2P Ky (y2r)] +y3sin <PK0(72")}

Qy=Ny:t2q, = —

N (2h+9) { sin2¢p
,.2

1.
o [1—y2rKi(y2r)]— Eyism 2¢Ko(72r)},

N(2h—l—6) cos<p N(2h—l— )

4x 7 (1=

M, = Ny (2h+6)+2m, [14v+2(1—»)sinp]4+ —=——=

cos?p—3sin? :
—v)cosg {# [2—2y,r Ki(y2r)— 7572 Ko(y2 )]+ v3sin’ @ Ki(y2 ')} >

N(2h—l— d) cos qo

N (2h+96)
47 27 #(1—

My, = N,(2h+8)+2m, [14»—2(1—)sin*¢]—

cos?p—3sin® :
—#)cosp {—"’7—"’ 2221 Ko (2 )= Ar*Ko(rar y%snnzqul(yzr)},
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_ N(@2h+9) |
4n (I—»

My, = Ny Qh+8)+2m,, = (1—

) sinpcos2p N (2h+9) .
r 2z
sin®p—3cos?p
3 -

. 1
—v)sing { [2—2y, 7K (p21)—v3r? Ko(y21)]+ 5 73C08 29’K1(7’2")}-

Pozostale wielkosci statyczne, to znaczy sily tarczowe Ny, N,, Ny, oraz sily tnace w wy-
pefnieniu Ny, i N,,, fatwo mozna otrzymaé z podanych wyzej zaleznosci (4.8) i (4.9) odej-
mujac od siebie odpowiednie wyrazenia. Na przykiad

1

= s Me—2my) ... itd.

Ny, = Qx—ZQx, N,

Zauwazmy, Zze podobnie jak dla przypadku obcigzenia sitg skupiong sity wewnetrzne
wypadkowe dla cafego przekroju plyty nie zaleza od sztywno$ci na zginanic warstw ze-
wngtrznych D. Wobec powyZszego sa one identyczne z rozwigzaniami dla ptyt tréjwarstwo-
wych o warstwach zewngtrznych bez sztywnoéci na zginanie. Rozwiazania dla takich plyt
podal autor w poprzednio cytowanej pracy [4]. Latwo sprawdzié, Zze sa one identyczne
z otrzymanymi w pracy niniejszej.
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Peswome

OCOBBIE PEHIEHUS B OBIIEY TEOPUM ‘TPEXCIIOMHEIX [TJIACTHUH

Temoit paGOTLI ABNALTCA MCCHEROBAHUE WIOTPONHBIX TPEXCIONHLIX IUIACTHH. Paccy)Kpaenust ocHo-
Banbl HA Teopud npemnoxennolt H. k. Xoddom, [8].
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IMatoTest peueHusT 3ajau O HACPYIKEHMM COCPEOTOUEHION CHNOM HEOrpAHMUEHHON TPEXCIORHOMN
TUTACTHHBI, 8 TAKKE O HATPYIKCHMM TAKOH TUTACTHHBI COCDEIOTOUEHHBLIM MOMEHTOM BOSHMKAIOLIMM OT
[eHCTBUS NApbl MOPHSOHTAIBHEIX CHJI NPUJIOYKEHHBIX BO BHELIHMX CIIOSX.

Bce peleHHA MOy YCHB! B 3aMKHYTOM Busie. OHI CPABHHBAIOTCH C 0COBLIMM PELIEHHANA TEOPHI TOH-
KuX TUTACTHH, 8 TAIOKE C PEINEHHSAMH TEOPHM TPEXCIOMHDIX IUIACTHH, B KOTOPBIX BHEITHHE CIIOK He Ofma-
JA10T M3THOHOK JKECTKOCTBIO.

Summary .

SINGULAR SOLUTIONS IN THE GENERAL THEORY OF THREE-LAYER PLATES

Isotropic three-layer plates are considered in the paper, the solution being based upon the theory given
by N. J. Hoff [8].

The solution of an infinite three-layer plate is derived in the case when the load consists of a concentra-
ted force and a concentrated couple formed by horizontal forces acting in the outer layers. All results are
given in a closed form.

The results given in the paper have been compared with the singular solutions of the theory of thin
plates and the theory of three-layer plates in which the outer layers exhibit no bending rigidity.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 26 wrzesnia 1966 r.
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