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1. Wstep

Problem rezonansu w zagadnieniach falowych, w szczegdlnoSci w zagadnieniach pro-
pagacji fal sprezystych, bywa zazwyczaj kojarzony z problemem wartoci wiasnych dla
okreslonych zagadnien brzegowych, tj. dla vkiadéw ograniczonych (por. np. [1]), podda-
wanych dzialaniu pola sit wymuszajacych. Tym niemniej problemy rezonansowe wystepuja
w okreslonych warunkach réwniez i w przypadkach ukladéw nieograniczonych lub w przy-
padku probleméw brzegowych ukiadéw pélograniczonych.

Fakty te nie sa oczywifcie nowe. Znane sa fakty wystgpowania rezonansu w ukladach
nieograniczonych przy odpowiednio sprofilowanych przestrzennie i czasowo polach sit
masowych, znane sa réwniez mozliwoéci wystgpowania rezonansu w przypadkach odpo-
wiedniego pobudzenia ukladéw z fala biezaca w ukladach pédlograniczonych, ktére
prowadza do specyficznych problemdéw wartosci wiasnych jak np. problem fal Rayleigha.

Problemy brzegowe dla ukladéw pélograniczonych zwigzane s réwniez, w przypadku
okre$lonego wymuszenia zaburzen, z zagadnieniami promieniowania typu Czerenkowa.
Wydaje sig jednak rzecza interesujaca zanalizowanie zespolu tych zagadnien z jednolitego
punktu widzenia, mianowicie mozliwosci powstawania rezonansu w ukiadach nieograni-
czonych lub pétograniczonych i ujawnienie zwiazkéw pomiedzy mozliwoscia powstawania
rezonansu na falach stojacych i falach biezacych oraz zjawiskami promieniowania Czeren-
kowa. Kwestia ta stanowi cel niniejszej publikacii.

W pracy rozwazamy najpierw zagadnienie mozliwoéci powstawania rezonansu w ukla-
dach nieograniczonych oraz zwiazki pomiedzy zjawiskiem rezonansu na falach stojacych
i biegnacych wykazujac fizyczna réwnowaznos$¢ obu zjawisk. Ograniczamy si¢ przy tym
do réwnan opisanych w przypadku proceséw okresowych operatorami samosprz¢zonymi,
Nastepnie dyskutujemy zwigzki pomiedzy rezonansem dla fal stojacych i biezacych
w brzegowych ukladach pétograniczonych oraz wykazujemy zwiazek tych proceséw ze
zjawiskiem promieniowania typu Czerenkowa. Cato$¢ pracy ujeto w postaci przykiadow
dla typowych zagadnien propagacji fal wzglednie typowych probleméw brzegowych dla
sprezystych uktadéw pdlograniczonych z punktu widzenia zagadnienia rezonansu. Przy-
ktady rozwazano w ujeciu mozliwie najprostszym, a wiec pomijajac efekty tlumienia itp.
W zakoficzeniu podsumowano wyniki i wyprowadzono wnioski ogélne oraz sprecyzowano
wynikle prawidtowoéci.

Nalezy tutaj zaznaczy¢, Ze mozna by ominaé metode przyktadowa prébujac ujaé catosé
w ogolnej formalnej postaci matematycznej — tym bardziej, ze rozwaZania niniejsze,
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przeprowadzone na przyktadach problemdw fal sprezystych i pewnych problemach pol
sprzgzonych, stosuja si¢ i do szeregu innych zagadnien teorii pola.

Jednakze zastosowane przez nas ujgcie, z racji eksponowania problemdéw zwiazanych
z propagacja fal sprezystych oraz ze wzgledu na pogladowo$¢ wydaje sie bardziej korzystne.

2. UKlady nieograniczone
Dla przyktadu rozwazymy najpierw uklad sprezysty, bezdyspersyjny i przestrzennie
jednowymiarowy, a wiec na przyklad pret nieograniczony.
Rownanie okresowych drgan wymuszonych ma postaé
,Pu Pu
a ——
o> 9x?

2.1)

= p(x) cos wt,
gdzie przyjmiemy p(x) = posinnzx/l. Podstawiajac w tym wzorze

. X
U = Uy COS wt 81N nT—-

/

otrzymujemy

@2 v o] ]

Mianownik przyréwnany do zera stanowi odpowiednik réwnania dyspersyjnego réw-
nania jednorodnego

(2.3) | a;“ai =1, o=l
i odpowiada przypadkowi rezonansu dla okresowego czasowo i przestrzennie pola sit
wymuszajacych. Latwo oczywiScie zauwazy¢, Ze przy przestrzennie okresowym polu sit
wymuszajacych uktad na odcinkach pétokresu przestrzennego odpowiada jakby wydzielo-
nemu ukladowi ograniczonemu (o warunkach brzegowych u = 0 dla x = /), co oczywiscie
wyjasnia obraz rezonansu.

Rozwazmy obecnie przypadek fali biezgcej w precie z polem sil wymuszajacych

@4 PG, 1) = poe™™.
Poszukujac rozwiazania w postaci
(2.5) u(x, £) = up "

otrzymamy z przyréwnania réwnania dyspersyjnego rownania jednorodnego do zera
warunek rezonansu dla fali biezacej

,02 602
Poréwnujac (2.6) z (2.3) widziny, Ze rezonans zachodzi w obu przypadkach dla iden-
tycznych wartoéci w przy k = «,; oznacza to, ze przy dtugosci fali takiej jak dla przypadku
fali stojacej uktad w przypadku fali biezgcej przechodzi w rezonans wtedy, gdy predkosé
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fazowa harmonicznego w czasie i przestizeni pola sit wymuszajacych osiaga predkoéé
dzwigku. Z punktu widzenia powstawania rezonansu oba uktady sa réwnowazne. Analo-
giczna sytuacja zachodzi réwniez w przypadku nieograniczonej przestrzeni tréjwymiarowe;.
Na przyktad dla réwnania falowego

82
2.7 (aZVZ—W)(p = p(x, y,z)cos wt,
w ktérym
(2.8) p{x,y, z) = ppsina,, xsin B, ysiny, z,

am:m”/ll’ ﬂn:nﬂ/IZ) yk:kn/lb

réwnanie rezonansu dla fal stojacych ma postaé
2
w
(2.9) a4t v = Z
Jezeli wymuszenie ma charakter fali biezacej w kierunku np. osi x

ik(x—vt)
?

(2.10) p(x,y,z,1) = pesinB,ysiny,ze
to analogiczne réwnanie dyspersyjne bedzie mialo postaé

. kz 2 2
(2.11) Batvitk? = af =

a

Poréwnanie z (2.9) prowadzi do wniosku, ze k = a, analogicznie do przypadku jedno-
wymiarowego.

Odpowiednio$é stanéw rezonansowych obu ukladéw jest fizycznie prosta— falg
stojaca rezonansowa mozna ztozy¢ z fal biezacych w obu kierunkach. Fale te maja wtias-
noéci symetryczne z punktu widzenia réwnania dyspersyjnego, zatem aby w sumie dawaly
przypadek rezonansu na fali stojacej, kazda z nich powinna byé rezonansowa w sensie
fali biezacej, co z kolei nastepuje przy predkosciach fazowych odpowiadajacych pred-
koéci dzwiegku, Sens fizyczny rezonansu dla fali biezacej latwo zinterpretowaé, jezeli
zwiazemy ukiad z fala biezgca przyjmujac x = x—uvt. Wtedy np. réwnanie (2.1) przejdzie
[przy p(x, t) w postaci (2.4)] w nastepujace:

&tu 3u s

o*u
2 o2y 7 R,
(2.12) (@ —~0) g+ 20555 — G = Po¢

Stad wynika, ze rozwiazanie dla » nie powinno zalezeé od ¢, zatem
O*u ik
(2.13) (az—vz)ﬁf = poe**.

Przy u = upexp (ikx) mamy

1

(2.14) Uy = ~Pomk—z»
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co daje zerowa sztywnoéé (rezonans) przy a = v, a to z kolei przy v = a = w/k prowadzi
do k = w/a lub

w?.

(2.15) =

zgodnie z (2.6).

Rozwazone wyzej przyklady dotyczyly probleméw bezdyspersyjnych. Zwiazki powyzsze
przenie$¢ mozna jednak bez trudu i na przypadki z dyspersja (np. problem belki), jednakze
wtedy odpowiednio$é rezonansu dla fali biezacej zachodzi nie dla predkosci fazowej fali
biezacej rownej predkosci dzwigku, lecz dla okre§lonej predkosci zaleznej od wektora
falowego. W dalszym ciagu ograniczymy si¢ dla prostoty (majac na uwadze jakosciowa
strone zagadnienia) do problemdéw bezdyspersyjnych. Znacznie bardziej zlozona postaé
przybiera powyzszy problem w przypadku zagadnien brzegowych ukiadéw péinieskori-
czonych, czym zajmiemy si¢ w nastgpnym punkcie.

3. Problemy brzegowe w ukladach pélnieskonczonych

3.1. Uwagi ogélne. RozwaZymy obecnie problem rezonansu dla fal stojacych i biezacych
dla uktadéw potnieskoficzonych przy wymuszeniach danych na brzegu a nie, jak poprzednio,
polem sit masowych. Uzyskamy tutaj podobne odpowiednioéci jak w punkcie poprzednim
jednakze z doéé istotnymi modyfikacjami. Mianowicie, o ile w przypadku poprzednim,
dzieki profilowaniu fali przestrzennym, okresowym ukladem sit masowych (dla fali sto-
jacej) stwarzato sie jak gdyby podukiady ograniczone o znanych wiasnoéciach rezonanso-
wych, o tyle w przypadku wymuszen danych jedynie na brzegu takich ukladdw, dzigki
mozliwosci generowania promieniowania Czerenkowa, nie daje si¢ na ogot zrealizowad.
Na przykitad okresowym ciénieniem przylozonym na brzegu pdinieskonczonego preta
nie mozna wytworzy¢ rezonansu, gdyz jedyne rozwigzanie stanowi tu fala wypromienio-
wujaca od konca preta.

Jezeli z kolei rozwazyé problem pdiprzestrzeni (z reguly rozwazaé bedziemy zagadnienia
plaskie) np. dla réwnania falowego, to przy danym e i ci$nieniu okresowo zmiennym
wzdtuz powierzchni (np. problem akustyczny) w przypadku fali stojacej nie otrzymamy
rezonansu. Mianowicie, gdy bedziemy zmieniaé / przy danym w, to zanim wystapi rezo-
nans, nastapi odpromieniowanie fali powierzchni. Podobnie dla fali biezacej: przy prze-
kroczeniu przez predko$é fazowa predkoéei dzwieku wystapi promieniowanie typu Czeren-
kowa bez osiagnigcia przedtem rezonansu. *

Réwnanie falowe nie ma dostatecznych «wewnetrznych stopni swobody» na to, aby
problem w ukladzie péinieograniczonym miat warto$ci whasne (co jest zwiazane z istnieniem
fal powierzchniowych). Takie mozliwosci powstaja 'dla réwnania bifalowego 1 wyzszych
rzeddw, to jest dla problemu fal Rayleigha w teorii sprezystosci czy tez w teorii p6l sprze-
zonych. ' .

Jak si¢ okazuje, w przypadku teorii sprezystoéei istnieje mozliwo$é wywotania rezonansu
za pomoca fal stojacych na powierzchni. Podobny wynik otrzymuje si¢ 1 dla fal biezacych
przy podobnych zalezno$ciach jak w poprzednim punkcie z tym, ze obecnie predkosé
krytyczna, przy ktérej wystepuje to zjawisko, odpowiada predkoéei fal powierzchniowych
Rayleigha. Przy takiej predkoéci mozna za pomoca fali biezacej wzbudzié rezonans,
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gdyZz predko$¢ ta stanowi warto$¢ wilasng specjalnego problemu brzegowego dla ukladu
péinieograniczonego.

Podobnie ma si¢ rzecz i dla przypadku réwnan pdl sprzezonych, aczkolwiek zagadnienie
z racji bardziej ztoZonych réwnan (obszardw istnienia fal powierzchniowych itd.) kompli-
kuje si¢ bardzo. Wszystkie te wlasnoSci sa wynikiem symetrii zjawisk rezonansowych dla
fal biezacych w kierunkach przeciwnych co w rezultacie superpozyciji daje efekt rezonansu
dla fal stojacych. Nizej oméwimy przypadek rdwnania falowego i réwnan teorii sprezystosci
oraz pokrétee przytoczymy wyniki dla réwnan magnetosprezystosei i piezoelektrycznodci
oraz wykazemy stuszno$§¢ sformutowanych wyzej wnioskéw.

3.2. Réwnanie falowe. Rozwazmy przypadek fali stojacej dla rownania falowego

3.1 @ Vip—¢ =0
z warunkiem brzegowym dla x; = 0

. . nxm .
(3.2) ¢ (xy, 1) = %smecos w! = pySino, X; CoS w!.

Rozwiazanie (3.1) ma postaé

—_ a"——-—,\'z
(3:3) @ (x, X2, 1) = Gsing, xisinwte Vo ,
skad
(3.4) G =3
w

Rezonans wigc nie zachodzi. Gdy w/a > o, nastapi wypromieniowanie fali od powierzchni.
Podobnie dla fali biezacej znajdziemy

4 i -V.l‘ —k l—-ﬁ X
(3.5) (p(xl’xz,t)z _%ek( w)e ]/ = 2
co daje wynik podobny do poprzedniego, czyli brak rezonansu oraz promieniowanie typu

Czerenkowa dla v > a.
3.3. Réwnania teorii sprezystoéci. ROwnania plaskiej teorii sprezystoéci maja postac:

(af—a%) (u1,11+Uz,lz)‘f‘agvzlll—iﬁ =0,

(ai"—a%) (u1,12+u2,22)+a§V2”2—1;i2 =0.

B

(3.6)

NapreZenia na powierzchni okre§lone sa wzorami:
o1 = pu(u2+1s1),
(3-7) 12 #( 1,2 2,1)
oy = o [@3h 2+ (a1 —2a3)u; 4] .
Rozwazmy przypadek fali stojacej. W tym celu przyjmiemy warunki brzegowe w postaci

(3.8) o, =0, o0, = —Adsinwtcosa,x,;, o, = nzfl.
Rozwigzanie réwnafi (3.6) czynigce zado$¢ warunkom w nieskoniczonosci ma postac:

1, = sinwrsino, X, (A ane—""xz—}-Bﬁ,,e"ﬁ"x?),
(3.9) |
u, = sinwtcosa, x, (A4 y,,e_""fz—l—Boc,,e—ﬁ"xz),
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gdzie
2 2
[} [}
2 _ 2 2 ___ 2
(3'10) ] Yn = Cn— af’ n = 0y a%'

Z pierwszego z warunkdw brzegowych (3.8) obliczamy

Zynan
3.11 b=— 4,
4D B

z drugiego za$

(3.12) A= Ay =

3 _l/l w? — ]/l w? i Ao
n= T 7 Y= 5 2 0= T A
a5 oy ag oy, ga2a"

Rezonans powstaje gdy mianownik wyrazenia (3.12)

wz w

co odpowiada przy danym o takiemu «,, Ze £ = w/e, spelnia rdwnanie M (&) = 0, identyczne
z réwnaniem dla fali powierzchniowej Rayleigha. Gdy dalej bedziemy zmniejszaé o, tak,
ze B2 < 0, wtedy wystapi wypromieniowanie jednej fali od powierzchni, gdy za$ %} < 0—
wypromieniowanie obu fal.

W przypadku fali biezacej zaktadamy naprezenia na brzegu w postaci

(3.14) o =0, 0= A albo gy = —Ape .

tatwo obliczamy (por. [2])

2 2\ k) 1-En R ;——v;xz
T i U T
(3.15) w=- _
kod} 2
’ (2*~) 47/ 1— %]/1
aj az

lub dla x, =0

‘2)2
o0 ]/1——2
(3.16) Uy = Fod iV . .
SR S
Rezonans pastqpi, edy

(3.17) M= (2—~)_ ]/1__]/ LZ_

Poréwnujac (3.17) z (3.13) widzimy, Ze réwnania te sa identyczne wzglgdem o/,
i v, co przy v = w/k prowadzi do réwnoéci

(3.18) k=,

gdzie




ZJAWISKA REZONANSOWE W UKLADACH NIEOGRANICZONYCH 331

W ten sposéb otrzymaliémy odpowiedniod¢ rezonansu na fali stojacej przy danym
w i o, wyliczonym z (3.13) z rezonansem na fali biezacej, gdy jej predko$¢ osiagnie
predko§¢ fali Rayleigha. Wtedy przy danym o fala ta ma k = «,. Przy v rosnacym
poczawszy od v > @, nastgpuje wypromieniowanie jednej, za§ od v> a; — dwdch [al
Czerenkowa.

Zauwazmy, ze w obu przypadkach przy przejsciu przez rezonans nastgpuje zmiana
fazy amplitudy, promieniowanie za$ Czerenkowa zaczyna si¢ dopiero po przekroczenin
predkosci diwigku (rys. 1). Przypadek M(0) = O nie powoduje nieograniczonosci u,, i,

Mj

-1

| Promieniowanie
Czerenkowa

|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
[VR ag v
|
|
i
!
|
|
{

Rys. 1

gdyz liczniki tych wyrazen znikaja réwniez dla v = 0. Wynik powyzszy otrzymaliSmy,
jak juz wspomniano, w rezultacie symetrii efektu rezonansu ‘dla fal biezacych na prawo
i na lewo, co w rezultacie superpozycji daje

A _ ) )
Oy = —-70 (eik(x ) —I-e'k(Hw)) = —A, ™ coskot = —AoelkxcoSwt,

skad
Re 0, = —A4ycoswrcosa,x, k=,

a wigc w rezultacie otrzymuje si¢ rezonansows fale stojaca.

3.4. Réwnania magnetosprezysto§ei. Przytoczymy obecnie bez obliczef gotowe rozwigzanie
dla réwnaf magnetosprezystoéci doskonalego przewodnika sprezystego w pierwotnym
polu magnetycznym réwnolegtym do osi (x1) [3].

Réwnania problemu dla przewodnika maja postaé

2 2 2
(a?—a-%nwz% ;x ;tz)umL(a; a3)— a; g; =0,
(3.19)

3 _ 32 2 32
(a% )3 e +(28x2+28x2 3t2)u3:o5

gdzie a,, a, — predkosci fal podtuznych i poprzecznych oraz @} = aj+x przy » = B*4wg,
przy czym B oznacza indukcje magnetyczng stala, ¢ gesto$¢ oérodka.
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Réwnanie pola w prézni jest

(3.20) V2 %ﬁ: 0.
Warunki brzegowe sa nastgpujace:

B —
(a%“l_ﬂ)ll3,3+(a%—2a§)u1,[+mhl = N(x, t),
3.21)
- L.
Uty =0, b= B(Ua,u—?ua)

gdzie dla fali stojacej i biezacej N(x, ) wynosi odpowiednio
(3.22) N(x, f) = —posinwrcosa,x;, N(x,0) = —pye ™",

W obu przypadkach otrzymujemy identyczny warunek rezonansu, czyli M =0
w postaci:

(3.23) M= (m+b) (m—2) 1 3+ (m+b*) (m—e?) (Bi1+5)+ {(m+b?) (m—e*)+ (m—~2) x
x [3m+2—me2-+b2 (m—e®)]} By fo+b* (m—1) (m—e?) (B4 B2)— (m—e?) [3m—
_ —2—me* b (m—e?)] = 0,
przy czym f; znajdujemy z réwnania
(324 (m+b) pi+ [E(m+b4-1)— b (m+-1)—2m] i+ (m—e*) (1+*—e?) = 0,
gdzie

2 2 2

aj ® w v
(3:25) m=-—s, b=—p ¢ ;s b f=—
a; as az dy a

(przy v = wlk, k= o).

Warunek M = 0 odpowiada predkosci fal Rayleigha w problemie magneto-sprezystoSci.
W zaleznodci od wielkosci b2 fale Rayleigha, a wiec i rezonans na fali biezacej oraz réwniez
na fali stojacej jest albo mozliwy, albo niemozliwy. Moga takze wystapié¢ przypadki nie-
ostrego rezonansu. Dyskusja warunkéw istnienia fal powierzchniowych w funkcji ¥
podana jest w pracy [3]. Istotny jest tutaj wniosek analogiczny do poprzedniego, dotyczacy
réwnowaznosci problemu rezonansu dla fali stojacej i fali biezacej z predkoscia Rayleigha,
ktory jest takze wynikiem efektu symetrii.

3.5, Réwnania piezoelektrycznosci. Rozwazmy oérodek piezoelektryczny wypelniajacy pot-
przestrzen przy danym warunku brzegowym dla indukcji elektrycznej w postaci fali stojacej
Iub biezgcej.

Roéwnania piezoelektrycznodci maja postaé
(3.26) - ou; = Eppnthm e — T o>  Dii = 0,
gdzie
(327) Ei = @,is Oip = Eikmn (um,n“l'un,m), Di = Fin (uk,l+ul,lc)+8ij<pj7
przy warunkach brzegowych
(328) 03 = 0, D3 = N, i= l, 2, 3,
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gdzie
(3.29) N = —Nysinwtcose,x; lub N= — N, =2,
W réwnaniach tych pominigto wplyw pola w prézni.
Jezeli rozwazy¢ [4 1 5] np. piezokwarc oraz aproksymowaé cechy mechaniczne za

pomocg modelu izotropowego, wtedy np. dla osi x1, x3 réwmania (3.20) do (3.21) przejda
w réwnania nastgpujace [4 1 5]:

(at—ad) (w51 +3,13)+ @3 VP, —iiy—ep, 1y = 0,
(3.30) (@t —a3) (1,133 33)+ @3 Vs —iis = 0,

eVo+dneu, =0, e= b,
@

(3 31) g = Qaful’l—l—g(af—Za%)ug’g;—e“(p.l = 0,
. o3 = 0a3(u3+13,) =0, Dy=eps=N.

Eliminujac w (3.30) u przez ¢ otrzymamy dla ¢ réwnanie

(3.32) VZDlDZQ"l‘”a% [DZ‘P‘G‘G% A—m)@ 3] 1 =0,
gdzie
4m et a4 R
% = Qsa%—<l’ n’l—a—%, D[—HIV—W.

Stosujac rachunek zaburzed wzgledem x obliczamy M i warunek rezonansu dla fali
stojacej 1 biezacej w postaci (por. [4, 5])

(3.33) M = p\Wi—p,Wy+psW3 =0,
gdzie

W= R, 03— RQ>, W,=RQ:—R;Q,, Wi=RQ,—R(,
(3:34) Ry=2ia;B;+ B+ Dy, Q= I[i—(1—2m)]a;—2miB;y;,

pi=&p;
oraz

oy = 1 = ' B,
B 1+mEE—Da Y (B9 (- Dag
(3.35)
-2 Wb =2,
“;:az 2]
plzy czym
ﬁ% = ﬁ%i+bi’
By = 1—mé? B2 = 1— & B?,=1 b= baz'_zl—cfz
0i > 02 — > 03 s 1 m§4 > 2 54 3

1—m(1—&)

mé&d

b3=
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Otrzymujemy wiec podobnie jak poprzednio identyczne warunki rezonansu dla obu
przypadkdéw, to jest dla fali stojacej i biezacej przy v = w/k.

Z przytoczonych wyzej przykladéw wynika, ze zasadzie wiaZgcej stan rezonansu na
falach stojacych i biegnacych mozna przypisaé charakter ogdlniejszy, anizeli wynika
to z klasy przytoczonych tutaj przypadkéw. Mianowicie, jezeli w problemie brzegowym
pSinieograniczonego ofrodka opisywanego rownaniami bezdyspersyjnymi oraz operato-
rami samosprzezonymi (po rozdzieleniu zmiennej wzgledem ¢ dla fali stojacej) istnieja
wartosci wlasne, wtedy powinna zachodzi¢é wyzej wspomniana réwnowazno$¢ standéw
rezonansowych dla fal stojacych i biezacych. Dowdd powyzszy mozna by przeprowadzi¢
og6lnie dla bardzo szerokiej klasy (dowolnego rz¢du) operatordw. Jednakze sens fizyczny
oraz znaczenie praktyczne maja przeprowadzone wyzej réwnania jedynie dla konkretnych
probleméw fizycznych, ktére (w przypadku fali biezacej) sa zwigzane z istnieniem fal
powierzchniowych albo stanéw rezonansowych, dla ktdrych interpretacja fali biezacej
lub stojacej ma sens. Dlatego zaniechamy tutaj rozwazan ogdlnych ograniczajac sie
jedynie do uwagi, ze podobna sytuacja powstanie i w innych zagadnienjach fizycznych
wyzZej wspomnianego typu.

W przypadku uktadéw fizycznych opisanego typu wspomniana wyzej réwnowazno$é
jest, jak tatwo wykazaé ogdlniej, wynikiem symetrii proceséw rezonansu dla fal biezacych
w lewo i prawo, co w efekcie daje stan superpozycyjny rezonansowej fali stojacej. To
kryterium fizyczne jest réwnowazne cytowanemu wyzej kryterium formalnemu.

Na zakonczenie zauwazmy, ze w przypadku uktadéw nieograniczonych réwnania
mozna bez trudu rozszerzyé i na uktady dyspersyjne; wtedy oczywiscie v, w ukladzie
z falg biezacg zalezeé bedzie od wektora falowego k.

4. Whioski koncowe

Reasumujac nasze rozwazania nalezy stwierdzi¢, Ze wykazaliSmy rownowazno$é
problemdw rezonansu dla fali ‘stojacej i biezacej (z predkodcia dzwigku) w ukladach
nieograniczonych oraz w ukladach pdinieograniczonych, przy czym w tym przypadku
réwnowazno§é ta ma miejsce dla predkosci propagacji biegnacej fali wymuszajacej, od-
powiadajacej predkosei fali Rayleigha.

Istotnym wnioskiem jest tutaj fakt, ze w ukladzie pétnieograniczonym mozna uzyskaé
rezonans za pomocg wymuszen na brzegu w postaci fali stojacej, przy czym réwnanie
charakterystyczne problemu jest identyczne z réwnaniem charakterystycznym dla fali
Rayleigha, jezeli tylko przyjaé¢ o, = k. Zjawisko to latwo uzasadnié postugujac si¢ cechami
symetrii fal biezacych w przeciwnych kierunkach, ktére nakladajac sie na siebie tworza
falg stojaca. Fakt ten moze mieé zasadnicze znaczenie praktyczne, np. przy rezonansowej

generacji drgan wymuszonych w cienkich przypowierzchniowych warstwach dla piezo-
krysztatow itp.
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Peswme

O PESOHAHCHBIX ABJIEHMAX B HEOIPAHMUYEHHEBIX CUCTEMAX

B pabore paccmoTpeHa 1poblieMa PE3OHAHCA B HEOTPAHMYCHHBIX CHCTEMAX, 4 TAIOKE B KpREBDLIX
3afauax JUIA GEryUIMX ¥ CTOSUMX BOJIH B IIOJIYOrPAHHUCHHBLIX CACTEMAX. B psfe 3amau AN BOJHOBBLIX
yPAaBHEHMH TEOPHH YIPYIOCTH, MATHHTOYOPYLOCTH, NbLE3OIINEKTPHUECTBA MOKA3AHA HKBHUBAJICHTHOCTb
PE30HAHCHBIX COCTOSTHMH ANA GErympX M CTos4HX BOJIH.

TIpoadanu3upoBana CBsI3b ITHX ABJEHHH C M3aNyUeHHeM uepeHroBcroro Tuma. [Toxasamo, yro s
1J1acCa PACCMATPABAEMBIX 32719 SKBHBANEHTHOCTE PE30OHAHCHBIX COCTOSHUE JUI GEryUiuX M CTOSUIX
BONH BBI3BAHA CHMMETPHMEH pEIeHui JIS PE30HANCHBLIX COCTOSTHMIt IPOTHBONONOYKIIO HANPARIEHHBIX
gerynmx BosiH. B pesynnTaTe HaNOYKEHUWA NOJIYUAETCA PE3OHAHCHOE COCTOSIHHE INST CTOSTUEH BOJIHEL.
HamHoe ABJICHHE OAET BO3MOIKHOCTG, HAIPUMED B 3a[aUc 0 MOJYIPOCTPAHCTRE BO3OYIKAAEMOM HA KPAIo
cTostuell BOJIHOIM, ONpeNeNuTh PEIOHAHCHBIE NAapaMeTPhl IPH MOMOIH XapaKTePHCTAUECKOTO YPAaBHEHUS
TOMJECTBEHHOrO0 ¢ XaPaKTEPUCTHUECKHMM YpaBHEHHEM UIs BOJH Panes B cnyuae pesonanca Gerymieit
BOJIHBI.

OmnUCaHHoe ABJIEHNE MOMKET HAWTH IPHMEHEHYE HANIPAMED TIPH PESOHAHCHOM I'eHEPHPOBAHHY BBLIH YT
JEHHBIX KOJIeOaHuil B TOHKHX UDHIIOBEPXHOCTHBIX CIIOAX.

Summary

ON RESONANCE PHENOMENA IN UNBOUNDED SYSTEMS

The problem of resonance in unbounded and semi-bounded systems subject to harmonic vibrations
or to travelling waves is considered. The equivalence of the resonance states due to both types of waves
is demonstrated on several cases of wave equations of elasticity, magneto-elasticity and piezo-electricity;
the Cerenkov-type radiation phenomena are taken into consideration. It is shown that — in the domain of
problems considered here — the equivalence of resonance states of harmonic vibrations and travelling
waves results from the property of symmetry of waves travelling in opposite directions; their superposition
yields the state of resonance corresponding to harmonic vibrations of the medium. This makes it possible
to determine the resonance parameters of a semi-space harmonically disturbed on the boundary, by means
a characteristic equation which is identical with that of the Rayleigh wave.

This phenomenon can be practically applied to the resonance generation of forced vibrations in thin
surface layers.

ZAXKEAD BADANJIA DRGAN
INS TYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
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