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STATECZNOSC PELNEGO WALCA OBCIAZONEGO CISNIENIEM HYDROSTATYCZNYM

BERNARD DUSZCZYK (WARSZAWA)

W pracy niniejszej rozwaza sig¢ stateczno$¢ walca pelnego poddanego skoficzonej de-
formacji opierajac si¢ na teorii matych dodatkowych odksztatcenl, opracowanej przez
A.E.GreeNa, R.S. Rwvimwva i R.T. SHieLpA [1]. Jako kryterium utraty statecznosci
(por. [2, 3]) przyjeto osiagniecie przez odksztalcane ciato takiego stanu, w ktérym problem
brzegowy nalozenia matych dodatkowych deformacji ma rozwiazanie niejednoznaczne.
Rozwazania prowadzone sg w zasadzie w sposéb podobny do rozwazan zawartych w pra-
cy Z. WESOLOWSKIEGO [3], dotyczacych zagadnienia statecznodei petnej kuli.

1. Wstepny stan deformacii

Rozwazaé bedziemy walec zbudowany z materiatu hipersprezystego, $ciliwego, jedno-
rodnego i izotropowego, o najzupetniej ogdlnej charakterystyce fizykalnej. Przyjmujemy,
ze przed deformacja (stan l-f’) promien walca jest réwny 4 oraz dhugoéé I Pod wplywem
obciazenia zewngtrznego (ciénienia hydrostatycznego) walec doznaje skonczonej deformacii
przechodzac w stan B, w ktérym promien i wysoko$¢ sa odpowiednio d = pa i /= Al

Przyjmijmy teraz w B walcowy uklad wspdtrzednych (r, 9, 2), odksztalcany wraz z cia-
lem. Oznaczajac przez X; i x, odpowiednio wspdlrzedne kartezjafskie punktu P w stanie B
i odpowiadajacego mu punktu P w stanie B mamy

Xx; = rcos?, X, = rsin®, X3=z,
1. o o . o
(.0 X = Lcosf}, Xg = L sind, X;= i;
W y!
a stad
1
— 0 0
M ur 0 0
2 2 2
1.2 g, = I s — Il s
1.2 8iy 0 12 0] & 0 2 01, g—lzluz,
1 0 0
0 © -
10 0 ! (]) 0
(1.3) gg=10 r* 0], g/=|0 2 o, g=r4
0 1
L0 0 0 0 1
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(1.4) Ihy=—r, I'L=TI%= %, I'l, = 0 dla pozostalych i, j, k;

(15) Il = érsgrs = 2/“'2_}_}'2: 12 = gr'sg).sIS = 2/“'2}'2_}_/“4’ 13 = g—’ = /u'4ﬂ'z°

Tensor naprezenia 7/ w stanie odksztalconym B ma postaé

(1.6) = @, g1 40,4 DygY,
gdzie
b = (875" g,
(L.7) G 2 ow 2 ow — oW
& = —— o _——— 57> Dy =2V1 a7
1 1/13 ol 2 V13 ol, } 1/3 ol

natomiast W jest funkcja energii sprezystej, odniesiona do jednostki objetoéci w B. Uwzgled-
niajac (1.2), (1.3), (L.5) i (1.7) mamy

Tll — r27:22 _ ,u'z@l'—l— (/104—{"}'2‘“2)@2‘}_@3,

3 = 2O 12D, + Dy, =0 dla  i#].

Widaé stad, Ze réwnania réwnowagi

(1.9) Vi’[,‘ij =

sg spetnione tozsamos$ciowo. Oznaczajac przez P silg dzialajacq na jednostke powierzchni
w B oraz przez g ci$nienie hydrostatyczne i uwzglgdniajac, ze dla r=a n= (1,0,0)
ig=(1,0,0), otrzymujemy kolejno

(1.10) P = 'ng;,

(1.1D) —q = = PO, + (AW D,+P; dla r=a,

co kompletuje zwiazki dotyczace skonczonej deformacji rozwazanego walca.

(1.8)

2. Dodatkowa mala deformacja

Poddajemy teraz cialo B dodatkowej malej deformacji ew, wskutek ktérej przechodzi
*
ono w stan B bliski B (e jest malym parametrem), Niech

(2.1) w=wg =wg, w=u w=29, wy=Ww,

gdzie g* oraz g, sq kontrawariantnymi i kowariantnymi wektorami bazy w B. Podane po-
przednio wielkodci doznajg pewnych przyrostow (por. [1]), ktére oznaczaé bedziemy
kreska u gory:

2.2 gy =VowtVyw, g¥=—g"glgl, gig" =" V;m,+g"
(2.3) Iy = V;Vh, g’ = gg"g,s;
(2.4) I =% L= & L+g"L), I =Ig"g,;
D) = AL+ AL+ (A—D 2 1),
(2-5) @é = AztlH‘AzzIH‘ (Azs—q)z/213)1r1>

Dy = (A3 I14+-Anl+ An ) L+ (D32 1) I3
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2w
2.6 Aij = Aji = —= 5777
@.7) b = (848"~ g g
2.8) T = D4 Db+ g+ D, b 4 DY,

Ciato g’jest w réwnowadze, jesli
(2.9) V4 Tiieir T = 0,
Ograniczymy dalsze rozwazania do przypadku plaskiego stanu deformacji, tzn. za-

kladamy, Ze wspoirzedne dodatkowego odksztatcenia zalezg tylko od dwu zmiennych:
(r, 9) oraz ze wsy = 0. Mamy wéwczas (')

g;l = g,“ = 2“1'7 ‘

g = —r'g™ = 2(vst+ru),

2.10 , /
( ) g = -"2812 = ”s—]‘vr“z%,
gi=0, g%=0
T = s
n 2
Iy = ugp—— vatru,—u,
. 1 2 2
1% = ’_5, (vrr_T 7),.—]— ?v) 5
@11) 1
[12% = _’_2 (1)38_]_2”“9_1—"7%_2@):
/ 2
I = us— 'r—us—Tvr—]- 727
, 1 2
1% = '_.i(‘l)rﬂ_Tvﬂ_]_rur_u)’
’ 2 1 1 ’ 2 A 4 ’ ’
(2.12) Li=2u'\u,+—vst—u), L= +AI, I = A

Qi’l = [2#2/‘111+2M2(M2+12)A12+2,LL4/12A 13—Di] (ur+ %z 29+ %U) s
@13) B = Ay U (@43 At 2 oAy — D] (u,+ ot %u),
Dy = [2ubA A3+ 2822 (U2+ A7) Ay +2u84* A 33+ Ds] (u,-}— %2 vg+ % u) :

" Ju u

ur=aT; u,-,-=7,...
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blll_21u’ (1‘2)‘9—1_ 1 ),
b = 2u'u,,
1 1
(2.14) b» = 2/1,2/12 (ll,.—|— —’37),9—1“ 711) ,
2
b= —,u“% (ug+vr~ —r—v) ,
P13 = pB =

=M, (u + =5 vst —2(u' D, +Ds)u,,

0
rt? = M, (u—l— 'U.H-% ) —2(u*D,+- @3)( Vot — )

(2.15)
1 1
=M, (ur+ 2%t —uf,
P71 = —(u' D+ Ds) (US—F%—‘%’U) , tP=1"=0,
gdzie
M= 2M4A11+4(/l43~2+M6)A12‘|‘4M6/12A13+2(M4+12M2)2A22+
2.16) +4(,u8'12“|‘/£6'14) A23+2/18/141433—‘151,uz—(pz(}-z,uz—/ﬂ)‘|‘®3,

Mz == 2/,62}.2—1-2(/,62}.4—]—3 ]-2/1/4)A12+2(‘LL424—|—/,L6]-2) (A13+2A22)+

) +2([u8}.2—|—3/,66}.4)A23+2/,L8}-4A33—Q51}.2+¢3. '

Po podstawieniu powyZszych zwiazkéw do rdwnan réwnowagi (2.9) otrzymujemy li-

niowy uklad dwu jednorodnych réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych II
rzgdu:

1 1 1 1 2
M(urr+—r U, — Fu)—i-PTzuss‘l‘(M—P)?ivrS“M‘r_svs =0,

2.17)
1 1 1 1 1
(M—P);zur9+P72‘?)n-+M7?)ss+(M+P)Fus—P?’Ur = 0;
gdzie
(2.18) P = /LZCDI—I—/LZJ.Z(DZ, M = M1+2P

Jak widaé ze wzoréw (1.5), (1.7), (2.6) i (2.16) wspdtczynniki tego uktadu nie zaleza od
punktu, a sg funkcjami (znanymi przy znanym potencjale W (13, I,, I3)) jedynie parametréw
charakteryzujacych stan wstgpnej deformacji 4 i p.

3. Rozdzielenie zmiennych i rozwigzanie ogélne

Poszukiwaé bedziemy rozwiazan (metoda Fourlera) w postaci
3.1 u -f(r)cosm? v = rg(r)sinnd,
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gdzie fi g sa odpowiednio gtadkimi funkcjami zmiennej r. Po podstawieniu (3.1) do (2.17)
otrzymujemy uktad dwu réwnafi rézniczkowych zwyczajnych z niewiadomymi funkcjami
f(ry i g(r) i parametrem n (n =0, 1,2, ...):

1, 1.\ _n
L h) = pvoen g asn o
(3.2) :
7 1 ' 1 n n o n
P(g +8 —?g)‘M?‘g‘(M‘P)?f —(M+P)5f=0.

Rozwigzaniami ogdlnymi tego uktadu (dla danej wartoéci parametru n) sg

4 4
! .
(33) fn(r) = 2 Cm'rx'a gn(r) = ZC,,;’)),'I'X’,
i=1 i=1
gdzie
_n[POo—1)—M (i +4-1)]
G4 L ¥ e I
C,; sa statymi catkowania a x; pierwiastkami wielomianu charakterystycznego
(3.5) x4—2(m*4-1) x> (n*—1> = 0,
réwnymi odpowiednio
(3.6) xy=n+l, xp=n—-1, x3=—n+l, x4=—n—1,
gdy n > 1. Dlan = 01in=1 pierwiastki sg wielokrotne i rozwigzanie ma posta¢
(3.7) ﬂ)(r) = le‘-l- Cozr—l dla (l) n= 0,

Si(r) = C P+ Cip+-Cislnr-Ciyr?,
—P

M
g1(ry = Cuy1r*+Cray2+Cuays (lnr—l— mj) +Cluye~? dla n=1.
Poniewaz dla r = 0 przemieszczenia s ograniczone i poniewaz wykluczamy z rozwaZzan
ruch sztywny, nalezy przyja¢ Co, = 0, C 1, = 0, C,3 = 0, C,, = 0 i ostatecznie mamy

(3.8)

(3.9) Jolr) = Coiry, gor) =0 dla n=0,
Nilr) = Cyr?
3.10 P—3M da® n=1,
( ) gl(r)_—_C“J\?-TPrZ;
f;,(l‘) = Cnlr"+l+cnzrn_la
(3.11) N Pn—M®n+2) ., ot
gn(l) = C:umr —C ot dla n>1.

4. Warunki utraty stateczno$ci

W poprzednim punkcie znalezliémy rozwigzanie ogdine uktadu (3.2); obecnie rozwa-
zymy szereg réinych przypadkéw warunkéw brzegowych narzuconych na funkcie f,(r)
i g,(r). Interesowaé nas bedzie nie tyle znalezienie rozwiazania danego zagadnienia brze-

(D Dlan=0 v =0, moina wigc, nic zawezajac ogdlnosci, przyje¢ g(r) = 0.
() Przgjmujemy u,=9 = 0.



406 BERNARD Duszczyk

gowego, ile otrzymanie warunku, przy ktérym zagadnienie to ma rozwiazanie niejedno-
znaczne. Warunek taki przyjmowaé bedziemy jako warunek utraty statecznosci (por. [2]).
Sq dwa rézne podejicia do zagadnienia utraty statecznosci: statyczne i kinetyczne.
Wychodza one z réznych definicji statecznosci 1 w zasadzie prowadza do réznych wynikéw.
Tylko w przypadku, gdy dane zagadnienic brzegowe jest samosprzezone, oba podejécia
sa réwnowazne. W pracy niniejszej przez utrate statecznoéci rozumie si¢ osiggnigcie ta-
kiego stanu, w ktérym problem brzegowy dla matych dodatkowych deformacji natozonych
na odksztatcenie skonczone ma wigcej niz jedno rozwiazanie (podejscie statyczne). Pro-
blem samosprzezono$ci niektérych przypadkdw rozwazonych tutaj zagadnien brzego-
wych zbadany zostal w pracach [21 3].
4.1 Warunki brzegowe w przemieszezeniach. Zalozymy obecnie, Ze w procesie dodatlkowej
deformacji punkty powierzchni ciata nie zmienily poloZenia, tzn. zatozymy, ze
4.1) u=v=0 dla r=a.
Uwzgledniajac to w (3.9) i (3.10) fatwo stwierdzamy, ze warunkom (4.1) dla n = 0 oraz
n =1 odpowiada jedynie rozwigzanie trywialne: go(r) = fo(r) = fi(r) = g,(*) = 0. Dla
n > 1 mamy na mocy (3.11)
Pn—M(n+2) il
Mn—Pr+2)*
Jest to jednorodny uktad réwnan algebraicznych, majacy zawsze przynajmniej jedno roz-
wigzanie, mianowicie C,; = C,; = 0, odpowiadajace zerowej dodatkowej deformacji. Uktad
ten ma ponadto rozwiazania nietrywialne, je§li wyznacznik charakterystyczny znika, co
jest réwnowazne warunkowi '
(4.3) M= —P,

Réwno$¢ (4.3) zgodnie z poprzednimi uwagami uwazaé bedziemy za warunek utraty sta-
tecznoéci przy warunkach brzegowych (4.1).

4.2) Cod™ 4+ Cppa" ' =0, C, C " = 0.

4.2 Warunki brzegowe przemieszczeniowo-naprezeniowe. ZatoZymy teraz, Ze dla r = a sktadowa
dodatkowego przemieszczenia w kierunku promienia znika oraz wektor naprezenia jest
prostopadly do powierzchni r = a, tzn:

4.4) u=20
t+et' = k(n4-en’) dla r=a,
gdzie k jest dowolne. Zgodnie z (1.10) i (4.4)

4.5) P+eP’ = (tV+e7'Y) (n4-en) (g;+£g1) = k (n--en’),
przy czym
r g1+8gll ’ 1 711
(46) n--en —W, HZ(I,O,O), n :(_Egl,O,O)
Réwnosé (4.5)_ przyjmie teraz postaé
4.7) (v tev') (g +eg)) = k(g'+eg™).

Mnozac skalarnie obie strony réwnania przez wektor (g;4¢g;) rugujemy wspdtezynnik k
i ostatecznie otrzymujemy

(4.8) u=0, v2=0 dla r=a,
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co jest réwnowazne nastgpujacym warunkom na brzegu r = a

=0,
» 5

|us—i—v,‘— %v = 0.

Po podstawieniu (3.1) i (3.11) do (4.9) mamy
Cllla"‘|-l_l_ CuZa"—l = 0,

C (P—M)’7(n+l) an-)-l_

(4.10)
: " Mn—P(n+2)

Cpon—VDa"'=0 dla® n>1
Warunkiem istnienia rozwigzan nietrywialnych tego ukladu, a tym samym warunkiem
utraty statecznosci, w przypadku warunkdéw brzegowych (4.4) jest
(4.11) P=Mn.

4.3 Warunki brzegowe w napre¢zeniach. A, Rozpatrzymy obecnie przypadek obcigzenia po-

* . - . . .
wierzchni bocznej walca w stanie B ci$nieniem hydrostatycznym ¢, a wiec sila ciggla,
normalna do aktualnej powierzchni i o stalej intensywnosci

(4.12) (U tev'V) (mit-en) (g +eg)) = —g@m-ten’).

Po pomnozZeniu obu stron réwnania (4.12) skalarnie przez g¥+eg’® i wykorzystaniu (1.11)
i (4.6) otrzymujemy

(4.13) T qllgtk =0 dla r=uga,

a nastepnie

Mu,+(M—2P) (%_‘09—{— lr u) =0
4.14) dla  r=a;
us—i—'z),.———;z.—v =0

nt+1 (P—M) ’ (n+l) . (71—'2) P

n-1 — =
(4.15) o Mn—P (n-+2) +Cpa P =1 =0,
' (P—M)n(n-+1) )
n+1 N SN n—~1(, —
C'nl(Z Mn—P(n+2) C,,za (7’1 1) 0.

Warunkiem utraty statecznosci jest tutaj
(4.16) P(P—M)=0.

B. Zalézmy, ze powierzchnia ciata obcigZona jest sita stala co do kierunku i modutu
(proporcjonalna i prostopadta do powierzchni w B)., Mamy wdwczas

(4.17) (tY4er’ )y (nten) (g;+eg)) = —gn  dla r=a.

() Dla n = 01in =1 jednorodnym warunkom brzegowym (a takie tylko rozwazamy) tak naprezenio-

wym jak i przemieszczeniowym odpowiada w; = 0. Z tego wzgledu w dalszych rozwazaniach pomijaé be-
dziemy te oba przypadki.
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Uwzgledniajac (1.11) i (4.6), nastepnie mnozac (4.17) skalarnie przez g*-zcg'*

jemy kolejno

1

(4.18) (r”-{-er’”’)(l —_ % eg’“) (g;+eg)) = l/gT dla r=a,

: g
(4.19) AL ; glhgtl_qliglig* =0 dla r=a
i dalej po wykorzystaniu (2.2)

'“+27:“u =0
(4.20) 2y AN dla r=a;
+ o, . =0

Mu,—(M— 2P)( vgt — u) =0
4.21) dla  r=a;
! (7),— %)—}—(P—v:”) (z/s—}—v,—Zi;—) =0

P(P—M)(n+1) (n—2)

Cnla"'H -{—anan_lP(l‘l—l) = O;

otrzymu-

—P(n--2)
(422 (n+ 1) [n(x"' =2 P)(M—P)—2 M7}
Rl - _ _ n—1 11_2P —1) = O
Cnla M-n—P. (n—|—2) +C112a (T )(f’l )
i ostatecznie warunek utraty statecznoSci ma postaé
(4.23) ' P[(P—M)(z"'—2P)(n—1)+M7'"] = 0.

. *
C. Obciazymy teraz powierzchnie walca sila prostopadla do powierzchni w stanie B,

ale proporcjonalna do powierzchni w stanie B. Mamy wowczas

(4.24) (z¥ 46ty (n;+-enj) (gj—l—eg}):dg' = —g(+t-en)dS, r=a,
:;.

(4.25) (e ) (g eg) o = g beg”)  dla r=a.

Poniewaz elementy powierzchniowe w stanie B i l;: wyrazaja si¢ wzorami (por. [4])
(4.26) 35 = Voteg Ve fegUdddz, dS =1/gg"dddz,

wigc stosunek tych elementow mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

*
ds 1{g gM 1

4, = — = = —
(4.27) 1S 146 5 (g o o = 1+4¢ vs+ -u

Po podstawieniu (4.27) do (4.25) i pomnozeniu otrzymanej réwnosci przez g*--eg'* otrzy-

mujemy kolejno
(4.28) 'k glk (rlzvs—}——};zt) —tllg* =0 dla r=a;
Mu, 4 (M— 2P+r“)( vﬁ——u) =0

(4.29) 5 dla r=a;
u9+v,— '77) =0
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P(n—2)—Mn
n+1 _ _ 11 n—1 A _ —
) Cua (n—{—l)[MI— Mn—P (11-2) (M—2P47 )]+C,,2a QQP—-t"HY(n—1) =0,
4.30

, L, (P—M)n(n+1) .

Bl N — n _ —
Cula M—n——P(n_—{——Z) C,,za (7l 1) 0

1 ostatecznie warunek utraty statecznoéci
4.31) Pz —2P42M) = 0.
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Peaome

VCTOMYUBOCTE CIUIOIIHOIO UMIMHIPA IIOL IEWUCTBUEM THMIPOCTATUYEC-
KOT0 IOABJIEHHWSA

CromrHoA HHMIMHADP U3 YIPYroro, OQHOPOJHCIO, U30TPOMHOro M COKYMAEMOro MaTepHaia C Npous-
BOJILHOA (DHBHUECKON HEJIUMHEIHOCTHIO IIO[BEPraeTCs NPEABapHTeNpHOlM KOHeuHOH fedopmaunu. Ilocne
3TOr0 HAKJIANBIBAETCS JOMOJIHUTENLHAS Majlast ockast aechopmanust. Ob1uee peleHue CHCTEMBI JHHeH-
HbIX AudbepeHUMaNbHbIX YpABHEHMH B UYacCTHBIX IPOM3BOANBIX, ONUCBIBAIOIIMX 3Ty 3ajauy, ObLIO
racrpoeno 1o merony Dypre. Iiin HEKOTOPBIX YAaCTHBIX CIIYYACR HATPYXKEHHA H 3aKPEILEHHSI ChopMy-
JnpOBAHEI KPaeBbIE 330AUM M JaHLI YCIOBHUS IIOTEPH YCTOMUMBOCTH.

Summary

STABILITY OF A FULL CIRCULAR CYLINDER LOADED WITH HYDROSTATIC PRESSURE

A homogeneous isotropic non-linearly elastic full cylinder is subjected to initial finite deformation cor-
responding to any hydrostatic pressure. Next, a set of linear partial differential equations is obtained as
the result of small additional plane deformations. On applying the Fourier method, the general solution
of the problem is determined. Boundary value problems and conditions of stability loss are also discussed
for some special cases of loading. '

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
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