MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
4,5 (1967)

NAPREZENIOWY WARUNEK BEZPIECZENSTWA W PRZYPADKU NIEKONSERWATYWNYCH
ZAGADNIEN STATECZNOSCI SPREZYSTEJ

ANDRZE; KOWALSKI (MIELEC), MICHAL ZyCzKOWSKI (KRAKOW)
1. Uwagi wstepne

Typowym przyktadem niekonserwatywnych obcigzen w teorii statecznosci sprezystej
sq obciazenia $ledzace o kierunku dzialania zmiennym w trakcie wyboczenia. Juz E.L. NI-
KOLAI [12] zwrdcil uwage na konieczno$¢ stosowania kinetycznego kryterium statecznosci
w przypadku niektérych problemow tego typu. Klasyczny juz dzi§ przypadek sity ledza-
cej, dziatajacej na swobodnym koficu preta jednostronnie utwierdzonego, rozwigzat po
raz pierwszy M. Beck [1]; doktadniejsze obliczenia numeryczne podane przez Z. KOrRDAS
i M. ZYczKOWSKIEGO [6] doprowadzily do wyniku

(1.1) Pk=20,0509%.

Podano réwniez szereg metod przyblizonych obliczania sity krytycznej przy proble-
mach niekonserwatywnych; sprowadzaja si¢ one przede wszystkiem do zastapienia me-
tody energetycznej typu Ritza przez réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju (Z. KOorDAS
i M. Zvczxowskl [5], A. KowaLskr [7], M. LEvINsON [117), do stosownej modyfikacji
metody ortogonalizacyjnej Galerkina (W. W. BoroTin [2], H. LeeHoLZ [8, 9, 10]) lub
do przystosowania metody matego parametru (A. GAJEWSKI [4]). Metody te zezwalajg
na przyblizone obliczenie obcigZzen krytycznych dla do$¢ szerokiej klasy waZnych prak-
tycznie problemow niekonserwatywnych.

W tym $wietle coraz wigkszego znaczenia nabiera zagadnienie stosowalno$ci wypro-
wadzonych wzoréw w praktyce inzynierskiej, Tak np. §ledzaca sita krytyczna (1.1) jest
okolo o$miokrotnie wyzsza od sily eulerowskiej dla tego samego preta (lecz przy ustalo-
nym kierunku dziatania) i zblizanie si¢ do niej w zastosowaniach konstrukcyjnych moze
budzi¢ zrozumiaty niepokdj. Wydaje sie wiec rzecza niezbedna analiza stanu podkrytycz-
nego i sformulowanie odpowiedniego warunku bezpieczenstwa; najbardziej przekony-
wujaca wydaje si¢ przy tym analiza rozktadu naprezen w trakcie drgai, nawigzujaca do
kinetycznego kryterium stateczno$ci i wyrazenie warunku bezpieczefstwa przez ograni-
czenie kresu gbérnego wartoSci bezwzglednej naprezenia wystepujacego w trakcie drgan
1 bedacego funkcja miejsca i czasu.

W obecnej pracy przeprowadzimy taka analize dla preta jednostronnie utwierdzonego,
obcigzonego sita Sledzaca. Sformutujemy naprezeniowy warunek bezpieczenstwa przy za-
tozeniu sprezystosci materiatu; nie bedziemy poruszali znacznie trudniejszego problemu
pojawienia si¢ odksztalcen plastycznych.
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Gtéwna trudnoéé analizy polega na tym, iz mamy do czynienia z ukladem o nieskos-
czonej liczbie stopni swobody i w zwiazku z tym naprezenia beda w sposéb istotny zalezaly
od warunku poczatkowego ruchu, a wigc od rozkladu wychylen i predkodci w chwili
t = 0. Rozpatrzymy wiec tylko dwie pierwsze postacie drgan jako najwaZniejsze prak-
tycznie, a warunek poczatkowy damy wtedy przez przyjecie pewnych wyjsciowych ugieé
preta w dwéeh punktach na jego osi (przyjmiemy, Ze takie ugigcia sa spowodowane pew-
nymi czynnikami ubocznymi) oraz przez przyjecie, iz predkoéci poczatkowe sg réwne zeru.

Rozpatrzymy jedynie drgania swobodne ukfadu nie uwzgledniajac wpltywu ttumienia
zaréwno na wielko$¢ sity krytycznej, jak i na wielko§¢ naprezen podczas drgan.

2. Analiza drgan przy podkrytycznej sile Sledzgcej

Obliczenia nasze oprzemy na réwnaniu rézniczkowym drgan poprzecznych preta Scis-
kanego sita P (Rys. 1)

%y &y Py
p\ hx
|
. T
Rys. 1

gdzie EJ ozpacza sztywno$¢ gietna, a m — mase jednostki dugosci preta. Postaé réwnania
(2.1) jest niezalezna od zachowania sig sity po wyboczeniu; wptywa ono jedynie na warunki
brzegowe. W przypadku sily $ledzacej warunki te maja postaé

oy Py &y _
(22) y(O’ t)_"g'(oit)—-a?(/’ t)_'ﬁx—:;(h [)~—O

gdzie ! oznacza dlugoéé preta utwierdzonego na korcu x = O.
Wprowadzajac bezwymiarowe zmienne

(23) ) E=X/1, 7)=y/l,
podstawiajac do réwnania (2.1)
@4 y(x, 1) = y(€l, 1) = k(5!

oraz wprowadzajac bezwymiarowe stale odpowiadajace sile $ciskajacej i czestosci drgan
2.5) f=PPIE], o=QPYmlE],
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otrzymujemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne o stalych wspolczynnikach

4 2
(2.6) %—l—ﬁ%—wzv =0.
Catka ogdlna réwnania (2.6) ma postac
2.7 v(£) = C,sinr E4Cycosr &+ Cyshré--Cychr &,
gdzie '

2.8) "%,2 =+ g + ]/(“g)z-sz.

Warunki brzegowe (2.2) prowadza do ukladu réwnan

Co- Cy=0,

riCi+rCy =0,

C\(r}sinry+r ryshr)+ Co(Ficosr+richr,) = 0,
—C,\(ricosr,+rpichr)+ Cy(risinr,—rishry) = 0,
przy czym w dwdch ostatnich réwnaniach wyrugowano juz Cj i C4 WyraZajac wszystkie
state przez C, mozemy napisaé krétko
(2.10) (€)= C,F@),

gdzie F(&) jest funkcja nie zawierajaca juz statych catkowania,

2.9)

(2.11) F(&) = sinrlf—,ucosrl5—%shr2£+uchr2§,
2
PrZy czym przez u oznaczono stala
sinr, 4+ j_z shr,

(2.12) = r‘ . .
cosr;+ (—li) chr,
1

Przyréwnujac do zera wyznacznik gléwny uktadu réwnan (2.9) doprowadzamy do réw-
nania przestgpnego, okreSlajacego zwigzek pomiedzy sita § a czgstodeig drgaii o, Wykres
funkeji f = f(w) mozna znalezé w pracy M. Becka [1] Iub monografii W. W, BoLoTINA

[2].

3. Rozklad naprezen wzdluz osi preta

Przyjmujac zalozenie jednowymiarowego stanu napreZenia w precie, mozemy napisaé

2

dy P
(31) Omax = ngnax+ac = Eh "372- +TF77

gdzie ¢, oznacza napreZenie od zginania, o, — od S$ciskania, & — odleglo$é skrajnego
widkna przekroju od osi preta, F— powierzchnie przekroju. Wobec faktu, Ze réwnanie
czgstosci ma nieskoficzenie wiele pierwiastkéw, nalezatoby do (3:1) zamiast (2.4) podsta-
wié

3.2) y =1 g% =1 C,F &)
i=1 i=1
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i otrzymaliby$my wtedy po sprowadzeniu konsekwentnie do postaci bezwymiarowe;j

O max h N rr iQ. 4/3
(3.3) E = 7 '_S_l Cy,F; (e ait +7,
Jj=

A oznacza tu smukloé¢ preta i zgodnie z klasyczna definicja smuktodei dla preta jedno-
sfronnie utwierdzonego mamy w naszym przypadku A = 2//i, przy czym i oznacza naj-
mniejszy promiefi bezwtadnosci przekroju.

Ze wzoru tego wyeliminujemy teraz czynnik czasu zastgpujac szereg funkcji czasu
przez stosowng majorante.

Wobec |Re (¢"1")| < 1 mozemy napisaé

Gl““x ll N e 4
(34) L TZ;ICUFJ- @+
=

Stosujemy tu nadal znak réwnosci, a nie nieréwnoéci stabej, bowiem stosunki poszczegdl-
nych czgstosci sa z reguly niewymierne; mamy wigc prawo przypuszczaé, ze po dostatecznie
dtugim okresie czasu nastapi moment, w ktérym wszystkie postacie drgan (a, prakfycznie
biorac, znaczna ich liczba) osiagna w danym punkcie & swa wartosé amplitudalna z odpo-
wiednim znakiem i wszystkie iloczyny C,;F;'(£) beda dodatnie.

Do pierwszego skladnika wzoru (3.4) mozna réwniez wprowadzi¢ smukto$é preta 4.
Mozemy mianowicie napisa¢ ,

Gmi\x ’lp 17 4ﬁ
() R PILTACHS
—

gdzie w = 2Afi jest latwym do obliczenia, bezwymiarowym wspélczynnikiem ksztattu
przekroju. Dla przekroju prostokatnego mamy p = ]/ 12 = 3,464, dla kotowego v = 4,
dla pierécieniowego (rurowego) cienkosciennego p = 21/2 = 2,828,

Naprezenia, okre§lone wzorem (3.5), zaleza od danej poczatkowej linii ugigcia
i poczatkowej predkosci drgan. Dla celéw praktycznych zastapimy teraz uktad o nieskon-
czonej liczbie stopni swobody przez uktad o mozliwie matej ich liczbie. Przyjmiemy miano-
wicie dwa stopnie swobody, gdyz jeden nie zezwalatby na analize¢ zjawiska dudnienia — zbli-
zania sie dwoch sasiednich czestoéei do siebie.

Zamiast (3.5) napiszemy zatem

max __ _1_10_ 4/3

T = 2 @ HICa R @1+ 55

(3.6)

Dla wyznaczenia statych C,, i C;, musimy zalozyé poczatkowe wychylenia pretaw dwéch
punktach osi. Jednym z nich powinien byé punkt & = 1 (swobodny koniec) — bezwy-
miarowe ugiecie poczatkowe w tym punkcie oznaczymy przez f = 6/1. Drugi punkt ozna-
czymy przez ,, a odpowiednie bezwymiarowe ugiecie przedstawimy jako utamek tamtego,

oznaczajac je przez xf. Predkosci poczatkowe przyjmiemy w obu punktach réwne zeru.
W takim razie z uktadu réwnan

f: C11F1(1)+C12F2(1),

(37) %f:: C11F1(§0)+C12F2(§0)3
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otrzymujemy
. Fz(fo)"%Fz(l)
= R BEC)BOFE)”
(3.8) c, wF (1) —Fy(&)

T FO)EE)—F()FE)

Funkcja F''(£) jest okreslona wzorem

(3.9) F"(&) = —ri(sinr, E—pcosr §)+r3 (— —:1— shr, &4+puchr, §) ,
2

przy czym F, otrzymujemy przez podstawienie parametréw r,, r, i u odpowiadajacych
pierwszej czestoéci, a F, — odpowiadajacych drugiej czestoéci drgan preta.
Naprezeniowy warunek bezpieczenstwa preta bedzie wige miat postaé

k

- 1t s 4
(3.10) P max ([ B (@) +{Cn B @1 T <
<£<1

Ao A

gdzie k oznacza stosowne naprezenie dopuszczalne.

4. Wyniki liczbowe

Do obliczen liczbowych przyjmiemy &, = 0,5 oraz » = 0,3 taki rozktad ugie¢ poczat-
kowych odpowiada mniej wiecej ugigciom statycznym pod dziataniem sity prostopadiej
do osi preta, a przylozonej na jego swobodnym koncu. Zatozono przekrdj rurowy cienko-
§cienny przyjmujac v = 2,828.

Tablica 1

plo]5 |15 |85
w4 }350 |440 | 5,00] 6,50 [950
w, 21,75 1975 | 1750 [15,00 1,50
pipe 0 (o025 (05007 [a97s

Korzystajgc z wykresu M. Becka przyjeto wartosci w; i w,, zestawione w tablicy 1.
Za pomoca tych danych okre$lono kolejno ry, r, i u dla kazdej z tych czgstodei,
a dalej funkcje Fi(£) i F5(§) oraz stale C), i C);. Rozklad naprezen okre§lonych wzorem
(3.6) przedstawiono na wykresach (rys. 2 i 3) odpowiednio dla smuklo$ci preta 4 = 400
i A = 800. Warto zauwazyé, Ze punktem niebezpiecznym nie zawsze jest tu punkt utwier-
dzenia (& = 0); czeSciej nawet kres gbérny napreZenia osiagany jest na diugodci preta
przy & réwnym okoto 0,4.

W oparciu o otrzymane wyniki sporzadzono wykresy (rys. 4 i 5) dla tych samych smuk-
tosci, zaleznosci maksymalnych naprezen od bezwymiarowej sity f i od danego wychylenia
poczatkowego f. Dla poréwnania przytoczono réwniez wykresy naprezen maksymalnych
przy obciazeniu sitg o ustalonym kierunku dziatania (sila typu eulerowskiego), dziatajaca
na mimosrodach f o tych samych warto§ciach. Wykresy na rys. 6 i 7 przedstawiaja wreszcie
dla tych samych smukloci naprezeniowe warunki bezpieczenstwa przy réznych danych
naprezeniach k i réznych danych wychyleniach poczatkowych f= d/l.

2 Mechanika teoretyczna
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5. Whnioski

Z przedstawionych wykreséw, a zwlaszcza z pordwnania z wykresami dla obcigzen
o ustalonym kierunku, wynika, iz obciazenia $ledzace sa w istocie wielokrotnie mniej nie-
bezpieczne dla konstrukcji od obciazen konserwatywnych. Oczywiscie, Ze dla bardziej
wnikliwej oceny niezbedne sg badania innych ukladéw i przyjmowanie do réwnan wigkszej
liczby stopni swobody. Stosowanie obciazefi nawet kilkakrotnie wigkszych od klasycznej
sity eulerowskiej wydaje si¢ jednak dopuszczalne, o ile mamy pewno$¢, ze zdefiniowany
w [3 i 6] wspdtezynnik $ledzenia % moZe tylko nieznacznic odbiegaé od jednoscei.
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Pesome

YCIIOBUE BE3OITIACHOCTH ITIO HAIIPSDKEHWSAM B HEKOHCEPBATHBHEIX 3ATAUAX
YIIPYT'OU YCTOUUUBOCTY '

I(pﬂ'mqecuue BCJIMUHHBI HEKOHCEPBATHBHLIX HAIPY30K NPEBLIIIAIOT KAK NPAaBHJIIO, CCOTBETCTRY 0L €
KPHTHYECKHE 3HAYUCHUA CHJI B CIyya€ CYLIECTBOBAHMSI NOTEHIKANA. Hanpnmep, KPUTHUCCKAST CJreAsuast
cuna and OQHOCTOPOHHE 33aKPENNIEHHOTO CTEPyHHA PABHA IPEMEPHO BOCEMHKPATHCMY 3HAYCHEKIO afine-
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POBOIT CHIILT 1L 3TOTO CTepx(Hs. C 3TOM TOUKH 3PEHHST BCE BONIBILIES 3HAUEHHE [IOJyUaET BONIPOC O NPH-
MENBMOCTH B MHMKEHEPHOW IMPAaKTHKE BBIBEJCHHBIX (HOPMYIL.

B nacTosIei CTaThe IPOBOAUTCS AHANIMS PACMIPENENEHHS HANPSHEHHH B IIpoLecce KoaeGanuit OHo-
CTODOHHE 33KPEILICHHOrO CTEPHIHS, HATPYIKEHHOTO IIOAKPHTHUECKON crefsiueii cumol. Mcnons3oBannt
TOUHbBIE YpPaBHENNA KONeGaH il CHCTEMbI C GECKOHEUHbIM UMCIIOM CTENEHEH CBOGOART, ONHAKO B BHIUMC-
JIEHHSX YUTEHBI TOJBKO NPOrHOLI COOTBETCTBYIOMME ABYM MEPBLIM YacTOTam komnebannii. OraanisaeTcs,
YTO HAMOOJIBILIME HAMPSIYKEHUST MOTYT MOSIBUTHCS THOO B 3aKPETIICHHOM KOHLIE CTEP;IKHs JTMBO0 B HEKOTOPOIL
€ro TOUKe (JOKANBHDBIHN MakcHMyM). CHopmMyTHPOBAHO YCIOBHE GE30MACHOCTH MO HATPSYKEHUSIM, 4 TAKYKE
Hauel rpadhHKH H30GPAKAIOIHME 3TO YCIOBUE NPM PA3NUYABIX OTHOLICHAAX AOITYCTHMOLO HAMPYKEHHSL K
x momymio IOura E. IIaHO CPaBHEHME CO CIIYYAEM KOTJA CHJIA MMEST MIOCTOSIHHOE HATPABIICHHE B IIPO-
necce moTepu yeroiiuupocTr, OOHAPYIKEHO YITO JONYCTHMAsT BEJIHUMHA CIEILICH CUIIBI B AeHCTBHTEIh-
HOCTH MHOTOKDPATHO IIPEBBIINAET TO 3HAUEHHE CHIIBI C (PUKCHPOBAHHLIM HANPABJIEHHEM, KOTOPOMY COOT-
BETCTBYIOT JONYCTUMBIC HANPSDYKEHHA K.

SUMMARY

STRESS CRITERION OF SAFETY FOR NON-CONSERVATIVE PROBLEMS OF ELASTIC
STABILITY

The critical values of non-conservative loads are, as a rule, much higher than those resulting from a po-
tential; for instance, the critical tangential (i.e. remaining normal to the end cros-section) force for a can-
tilever beam exceeds by about eight times the corresponding eulerian force. In this respect, the problem of
applicability of these results in engineering practice becomes of primary importance.

In the paper, the analysis of the stress distribution in a vibrating cantilever beam loaded by a subcritical
tangential force is given. In general, the exact equation of vibrations of the system with distributed masses
is considered, whereas in numerical calculations two leading modes of vibrations are taken into account.
It is shown that the maximum stress occurs either at the clamped end of the beam or at a certain interme-
diate point of the length (local maximum). The stress criterion of safety was formulated and shown graphi-
cally for various ratios of admissible stress & to the Young’s modulus E. The results are compared with
the case of conservative compressive forces. It is shown that the admissible force exceeds by many times
the corresponding value of a force fixed in direction, provided the admissible stress k remains the same.
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