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1. Wprowadzenie

1. Temat pracy

Osrodek sprezysto-plastyczny o wybranym prawie konstytutywnym nazywamy nie-
Jednorodnym, gdy parametry (moduly) wystgpujace w tym prawie zaleza od wspéirzgdnych
materialnych rozpatrywanej czastki, Gdy zmienne sa moduly opisujace wlasnosci plas-
tyczne, osrodek nazywamy plastycznie niejednorodnym.
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Badania w dziedzinie teorii ciat plastycznie niejednorodnych, zapoczatkowane pracami
[1i 2], dotyczyty przypadku ciaglej zaleznosci modutdéw od wspédirzegdnych, spowodowane;j
takimi przyczynami, jak niejednorodno$¢ sktadu, obrébka powierzchniowa, temperatura,
bombardowanie strumieniami czastek elementarnych i innymi. Przegladu osiagnicé
i problem6w nierozwiazanych dokonano w pracach [3 i 4].

Istnieje jednak obszerna klasa probleméw praktycznych, przy ktérych analizie wyste-
puje konieczno$¢ rozwazenia odksztalcen plastycznych cial z powierzchniami, na ktérych
whasnosci plastyczne doznaja skoku (niejednorodnoéé skokowa).

Pierwsza grupe stanowia tu problemy wytrzymatosci konstrukceji z}oionych Z czedci
wykonanych z réznych materialéw, w szczegdlnosci konstrukeji metalowych klejonych.

Druga bardzo obszerna grupe stanowia problemy wspodlnej obrobki plastycznej réznych
metali. Szczegdlnie aktualne sg zagadnienia obrébki wyrobdw bimetalicznych (ciagnienie
drutu z wkladkami, walcowanie warstwowych blach itp), gtéwnie dla potrzeb przemystu
chemicznego, przemystu elektrotechnicznego, budowy reaktoréw itp. W tej dziedzinie
istnieje bogate piSmiennictwo techniczne, natomiast opracowanie mechaniki tych proceséw
nie wyszlo poza ramy przyblizonych ujeé inzynierskich (por. np. [5-8]). Ten stan rzeczy
znalaz} odbicie w pracy [9].

Prébe ujecia niektérych aspektéw mechaniki procesdw deformacji plastycznej cial
o skokowym rozkladzie wlasnosci stanowia prace [10-16]. Niniejsze opracowanie poswig-
cone jest przedstawieniu podstawowych wynikéw tych prac(t). Ponizej podany zostanie
sposéb wlaczenia zagadnieri skokowej niejednorodnoéci do teorii cial idealnie plastycznych,
dokonana zostanie analiza pola naprezenia i predkosei ruchu w otoczeniu powierzchni
kontaktu czesci o réznych granicach plastycznodei oraz przedstawiony bedzie sposdb roz-
wiazania szeregu probleméw brzegowych dla plaskiego stanu odksztalcenia i dla skrecania.

Przyjmujemy model ciala sztywno idealnie-plastycznego, izotropowego i niescisliwego.
Praca nalezy zatem do dziedziny nazywanej zazwyczaj matematyczng teoriq idealnej plas-
tycznosci. W zwiazku z tym nie sa w niej analizowane liczne aspekty natury par exellence
fizykalnej rozpatrywanych proceséw, np. istota zjawisk powierzchnjowych na styku dwu
odmiennych czeéci ciata.

Z drugiej strony, problemy skokowej niejednorodno$ci prowadza do wielu nieroz-
wigzanych probleméw matematycznych, np. w teorii rownan quasi-liniowych o nieciagtych
wspotczynnikach. Celem naszym jest podanie opisu’ mechaniki badanych zjawisk, a nie
czysto matematycznych aspektéw otrzymywanych ukladédw réwnan.

2. Model zlacza dwu materialéw

W ramach przyjetej koncepcji jedyna stata fizykalna, opisujaca wtasnosci osrodka, jest
granica plastycznodci K. Jest jednak rzecza zupelnie oczywista, Ze podanie granicy plas-
tycznosci po obu stronach powierzchni kontaktu nie daje informacji wystarczajacej do
opisu zachowywania sig cialta jako calosci. Co wiecej, trudnosci poprawnego sformutowania

problemu i istotne wlasnosci cial o skokowej niejednorodnosci kryja sie wladnie we wlas-
nosci stykow.

() Wspblautorem pracy [15] jest J. A. K&NIG, wspdlautorem pracy [16] jest M. ARcISZ.
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Zadaniom praktycznym ze skokowg niejednorodnodcia plastyczna, ktore nas beda
interesowaly z punktu widzenia mozliwosci zastosowan teorii idealnej plastycznodci,
mozna na ogdt nadaé posta¢ nastgpujacego problemu brzegowego: rozpatrujemy ciato,
podzielone skonczona liczba powierzchni kontaktu na czgéci o réznych granicach plas-
tycznodci (rys. 1.1); na czgsci Sy powierzchni ciala dany jest rozktad sit powierzchniowych
»T, z doktadnoScia do mnoznika », na czgdci S, dane sa predkosci przemieszczed V;;
nalezy znalez¢ stan naprezenia i predkoéei przemieszezen ciala przy jego ruchu plastycznym
oraz odpowiednie warto§ci mnoznika » dla sit powierzchniowych. Terminem «ruch plastycz-

?I?

<t

ny» obejmujemy umownie réwniez przypadek, gdy czeéci ciala poruszajg si¢ jak bryly
sztywne, a na powierzchniach kontaktu wystgpuja skoki predkoséci i deformacje skupione,
Sformutowany powyzej cel badania narzuca spos6éb opisu wilasnoéci zfacz: brakujaca
informacja jest opis warunkdw na powierzchni kontaktu, umozliwiajacych wzajemny ruch
stykajacych sie czedci.
Skokowa niejednorodnodé plastyczna moze by¢ uzyta jako matematyczny model
nastgpujacych realnych warunkéw:

1) dwa materialy przedzielone sa cienkg (idealizowana jako nieskonczenie cienka)
warstwa trzeciego materiatu, ktérym moze byé klej do metalu, smar, warstwa izolacji
termicznej lub elektrycznej itp., '

2) dwa materialy potaczone sa za pomoca odpowiedniego zabiegu technologicznego,
np. zgrzewania, spawania na zimno, spawania wybuchowego lub tez stykaja si¢ wykazujac
znaczng przyczepno$é adhezyjng [17], ' '

3) dwa materialy stykaja sic nie bedac ztaczonymi, przy czym styk charakteryzuje
pewien wspélczynnik tarcia,

4) wewnatrz tego samego materialu mamy waska strefe silnej zmiany granicy plastycz-
nosci. :

Rozpatrzmy wiec ziacze dwéch materiatéw o granicach plastycznoéei X, i K, prze-
dzielonych powierzchnig L,, o réwnaniu F(x;) = 0. Stykajace si¢ materialy moga wyka-
zywad ponadto ciggly niejednorodno$é.
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Przyjmijmy, ze dla wszystkich oméwionych sytuacji o zniszczeniu ziacza (0 mozliwoSci
powstania nieciagtoéci predkosci na L,,) decyduje naprezenie normalne o, oraz styczne v,
przy czym normalne naprezenie §ciskajace moze osiagna¢ dowolnie duze wartosci.

Zaleznoéé graniczng miedzy o,, v, przyjmiemy w postaci przedstawionej na rys. 1.2
(krzywa A i prosta B), gdzie 7, oznacza maksymalna warto$¢ naprezenia stycznego, ktore
moze by¢ przekazane przez powierzchnie kontaktu przy o, = 0, o, za$ jest wytrzymatoseia
rozdzielcza ziacza na rozcigganie. NapreZenie styczne nie moze byé oczywidcie wigksze
od mniejszej z liczb K,, K, (prosta C). Reasumujac mozna stwierdzi¢, ze zlacze pozostaje
«niezniszczone», gdy naprezenia o,, 7, spetniaja nieréwnosci

(21) T < mjn(Kv, Ku), Tn <f(Un)7 On < 0p.

Gdy naprezenie styczne osiaga warto$é 7, = min(K,, K,), pojawia si¢ mozliwo$¢ nie-
ciagtosci sktadowej stycznej predkosci przemieszczenia wskutek poslizgu w slabszym
materiale, gdy 7, = f(g,), poslizg moze nastgpi¢ na granicy materiatow, gdy o, = o,
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Rys. 1.2

mozliwa jest nieciagto$é skladowej normalnej predkosci (kruche zniszczenie spojenia
materiatéw). Gdy zlacze nie jest «zniszczone», ruch plastyczny obu materiatéw jest
mozliwy, jednakze musi on spetniaé warunki ciaglo$ci wektora predkosci na powierzchni
kontaktu L,,. Wzajemne polozenie krzywej 4 i prostych B, C zalezy od konkretnych
wartoéci liczbowych i moze byé zmienne nawet wzdluz tej samej powierzchni kontaktu.

Z}gcze o opisanych powyzej wiasnoéciach nazwiemy modelem 1.

Dla niektérych ztacz wptyw naprezenia normalnego na warto$é graniczng naprezenia
styeznego jest nieznaczny i woéwczas mozna przyjaé uproszczony «warunek zniszczeniay,
w ktérym A jest linig prosta rownolegla do osi o,. Ziacze o tych wlasno$ciach nazwiemy
modelem II. .

Model IT odpowiada przypadkowi czwartemu. MozZe on byé przyjety jako uproszczenie
dla niektSrych sytuacji w przypadkach pierwszym i drugim, nie jest natomiast do przyjecia
np. dla niesmarowanego kontaktu z tarciem (przypadek trzeci).

Wykazemy obecnie, ze model II, w przypadku gdy wytrzymalo§é rozdzielcza o, jest
dostatecznie duza lub gdy ¢, jest dostatecznie mate (dla ¢, << 0 zawsze), mozna w zupetl-
nosci zinterpretowaé w ramach teorii oérodka idealnie plastycznego.

Stwierdzamy najpierw, ze gdy niejednorodno$¢ skokowa jest zdefinmiowana jako
sytuacja graniczna dla ciaglej monotonicznej niejednorodnosci w cienkiej warstwie (przy-
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padek czwarty, rys. 1.3a), to wykres zmiany granicy plastycznoéci w kierunku normalnym
do powierzchni kontaktu ma charakter przedstawiony na rys. 1.3b. Tak zdefiniowany
styk, mieszczacy si¢ catkowicie w ramach teorii ciala idealnie plastycznego, nazwiemy
kontaktem z idealng przyczepnosciq. Na plaszczyznie o,, T, odpowiadaja mu dwie proste

2.2) 7, = £min(K,, K,).
Rozwazmy teraz.sytuacje, gdy materialy o granicach plastycznoéci K, K, sa prze-

dzielone warstwa o grubosci w trzeciego materiatu réwniez idealnie plastycznego, o gra-
nicy plastycznosci K, (%), rys. 1.4a. O powierzchniach Ly, L, zakladamy, Ze sa one

a) K b) «
T
3 _:.:1
: gif

Rys. 1.3

powierzchniami kontaktu z idealna przyczepnoscia. Przejdzmy do granicy z gruboscia
warstwy poéredniej, w — 0. Latwo stwierdzié, Zze otrzymujemy w granicy kontakt odpo-
wiadajacy doktadnie modelowi II, przy czym 7, = K,,. Analogicznego przejicia granicz-
nego mozna dokonac z sytuacji przedstawionej na rys. 1.4b, gdy przy w - 0 X, X,, K,
sa ustalone.
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Rys. 1.4

Styk idealnie gtadki (bez tarcia) odpowiada w tym sensie przypadkowi przejécia gra-
nicznego w — 0 dla K,, = 0, tzn. gdy warstwa posrednia jest cieczg idealna.

(®) W pracy tej nie ma potrzeby uzycia gdziekolwiek w istotny sposéb oznaczen tensorowych, dlatego
bedziemy uizywaé wskaznikow tak, jak to bedzie wygodne w kazdym przypadku.

4 Mechanika teorctyczna
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Ztacze opisywane modelem II jest zatem réwnowazne o§rodkowi plastycznemu o naste-
pujacym rozkltadzie granicy plastyczno$ci w otoczeniu powierzchni kontaktu L,, opisanej
réwnaniém F(x;) = 0:

K,(P), F<O,
2.3) K=1K F=0,
K,(P), F>0.

Rozklad ten przedstawiony jest na rys. 1.4c.

Interesujacy jest tu m.in. czysto matematyczny aspekt sprawy, przypisujemy miano-
wicie pewna granicg plastycznosei powierzehni, a wige zbiorowi miary zera.

Gdy spelniony jest warunek

249 K,, =z min(X,, K,),

to warto§¢ K,, jest bez znaczenia, poniewaz o mozliwosci «zniszczenia styku» decyduje
stabszy material. Jedyny wyjatek mozna by zrobi¢ dla przypadku, gdy K,, = a§(F), gdzie
8(x) oznacza funkcje Diraca. Odpowiadatoby to modelowi takiej sytuacji, w ktérej warstwa
posrednia z przejécia granicznego przedstawionego na rys. 1.4a jest wielokrotnie silniejsza
od stykajacych si¢ materiatéw (bardzo cienka wkladka zbrojeniowa itp.). W przejSciu
granicznym warstwe t¢ nalezaloby traktowaé jako sztywna idealnie wiotka blong, nakta-
dajaca odpowiednie wigzy na sposéb ruchu plastycznego otaczajacego ofrodka.

3. Pewne dane do$wiadczalne

Przedstawiony w pracy sposéb ujecia zagadniefh skokowej niejednorodnoéci plastycz-
nej, opierajacy si¢ na wykorzystaniu modelu sztywno-plastycznego ciala bez wzmocnienia
i uzyciu wprowadzonego modelu zigcza, jest niewatpliwie daleko posunigtym uproszcze-
niem sytuacji rzeczywistych. Uproszczenie to jest dokonane §wiadomie, bowiem na obec-
nym etapie rozwoju teorii plastycznosci nie mamy jeszcze dostatecznie wiarogodnych
i zadowalajacych z teoretycznego punktu widzenia opiséw cial ze wzmocnieniem; opisy
takie dopiero powstaja. Autor ma jednak nadzieje, ze w obu grupach zadan, wymienionych
w p. 1, mozna znaleZ¢ zastosowanie dla zalezno$ci wyprowadzonych w pracy.

Dla zilustrowania powyzszych wywodéw przytoczymy kilka zdje ztaczy, uzyskanych
na drodze «zimnego spawania» metali poprzez ich wspolna deformacje plastyczna [18].
Na rysunku 1.5a przedstawiono w 400-krotnym powigkszeniu strefe polaczenia w procesie
deformacji na goraco stali 60 i stali St2kp. Widzimy tu silng zmiane twardo$ci, a wiec
i granicy plastycznosci, w waskiej strefie. Inna sytuacja, dla stali 6XS i St2kp, przedsta-
wiona jest na rys. 1.5b (powigkszenie 400-krotne). Mamy tu do czynienia z wyraznym
skokiem granicy plastycznosci. Na rysunku 1.5¢ (powigkszenie 300-krotne) obserwujemy
sytuacje odmienna od obu poprzednich: na granicy laczonych metali, stali X23N18
i stopu EI437, powstala nowa bardzo waska strefa.,

Na. rysunku 1.6, przedstawiono wg [9] przekroje wielokrotnie przeciaganych pretéw
ze stalowym rdzeniem w miedzianej otoczce. Zwrdémy uwage na zachowane podobienstwo
kolejnych przekrojéw i zjawisko «plywania» sztywnego rdzenia w miekkiej otoczce.

Na rysunkach 1.7 i 1.8a,b przedstawiono przekroje trzech pierwotnie réwnoleglych
warstw odksztalconych przez dwa stemple [19]. Warstwy zewngttzne s3 z aluminium,
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warstwe $rodkowa stanowi zelazo-armco (rys. 1.7) lub miedZ (rys. 1.8a,b). Powstajace
tréjkatne strefy miekkiego aluminium, w ktérych ma miejsce przestrzenny stan $ciskania,
zblizony do hydrostatycznego, z tatwodcia przecinaja i nastgpnie rozsuwaja warstwe
érodkowa o znacznie wyzszej granicy plastycznosci.

Rys. 1.80

I1. Plaski stan odksztalcenia

4. Podstawowe rownania

Stan ruchu, przy ktérym wektory predkosci przemieszczen sa rownolegle do pewnej
plaszezyzny 1 nie zaleza od odlegloéci od niej, tradycyjnie nazywamy plaskim stanem
odksztakcenia(®). Przyjmiemy w plaszczyZznie plyniecia dowolny ortogonalny krzywo-
liniowy uklad wspdlrzednych Eulera y, 0 oznaczajac przez ¢ kat nachylenia linii y (6 =
= const) do osi x kartezjanskiego uktadu odniesienia.

W plaskim stanie odksztatcenia niejednorodnego osrodka sztywno-plastycznego bez

wzmocnienia 1 nieéci§liwego poszukujemy pieciu nieznanych funkeji: dwoéch sktadowych
fizycznych wektora predkosci

(41) V)’ = Vy(% 5)3 .Vd = Va(% (s)

i trzech sktadowych fizycznych tensora naprezen:

42 - Opy = Oyy(y, 0), 055 = 055(y, 0), 0y = 0ys(y, 0).

(®) Dla uzytego modelu ciala stiszniejsza nazwa jest «przeptyw plaski».
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Wielko$ci te musza spetniaé uklad réwnan zlozony z warunkdéw réwnowagi(?)

do 5 Os55—0. (o3
Oyy by 2 v Zv
3s., 836 T R,; T R.', ?
4.3)
00y 9045 Oyy—0ss 9% _ Q.
! 837 856 T Ry T Rd -
warunku plastycznosci
4.9 (0yy—0s5)*+40%s = 4K3(y, 0);
warunku niescisliwosci
(4.5) eyy+ €55 — 0
i wynikajacego z prawa plynigcia Misesa zwiazku
(4.6) M:EV_"_—_A>0,
Oyy—0ss Oys
gdzie
C W Vs W Yy
»= 3sy R.', ’ S 85,5 R¢5 ’
4.7
3V aVy
26 + 75, + + =
Dla pochodnych w kierunkach y, & wprowadzono tu oznaczenia(5)
0
{4.3) o _ 9 0

s,  hay s h;00°
gdzie h,, hs sa parametrami Lamégo ukladu v, ¢ (por. [20]), za$§ R,, R; sa promieniami

krzywizn linii y, 6, zwigzanymi z katem ¢ zwigzkami

1 op 1 op
4.9 —_ = —_— = — .
( ) R,; 6‘735 ’ Ry 35,

Uktad (4.3)-(4.6) jest quasi-liniowym ukladem hiperbolicznym, a jego charakterysty-
kami sg tzw. linie polizgu, bedace trajektoriami maksymalnych naprgzend stycznych.
Siatke linii po$lizgu oznaczamy przez a, f; umowe o jej kierunkach dodatnich pokazuje
rysunek 2.1; kat miedzy kierunkiem linii o a osig x oznaczamy przez §. Gdy ukiad y,
pokrywa si¢ z ukladem kartezjanskim x, y, nalezy przyjaé

d d d d 1 1

= = —_— /= —=-—=0

s,  ox’ ds; dy’ 5 ,

(*) Spos6b ujecia rownan plaskiego stanu odksztalcenia pokrywa sig z przyjetym w podreczniku [20].
Zakladamy, ze Czytelnik zapoznal sig z trescia rozdziaty VIII tej ksigzki,

(*) Dla symboli (4.8) mamy

0* 0* 1 9 1 0

05505y = Jsydss Ry sy Rs 0ss’
rdéwnania w [20] podane s3 bez uzycia tych symboli.



PLASTYCZNOSC CIAL O SKOKOWEJ NIEJEDNORODNOSCI 55

Korzystajac z klasycznego podstawienia Lévy’ego
4.10) 0y = 0—Ksin2yp, 05 = o+Kcos2y, 0,5 = Kcos2y,
gdzie, jak widaé, o jest naprezeniem $rednim, za$ y jest katem miedzy kierunkami a, y
(por. rys. 2.1)
4.11) p=0—¢p
i korzystajac z (4.9) zamiast trzech pierwszych réwnan uktadu otrzymujemy dwa réwnania
wzgledem o, 0:
gTU——ZK[cosZ(O (p) +sm2(t9 @) —] = sin2(0— (p) oK cosZ(G——(p)ZTK,

é

Y

4.12)
do . 26 ao] oK oK
- — @) —— —c082(0 —¢) — | = —c082(0—¢) — — —_) —
3 2K[sm2(0 ®) 7, cos2(0—p) 255 cos2(0—p) 7, sin2(60—p) 955
vl =0
Gﬁﬁ=0' X
\%p;—K Gap-
I3 / \ o

3
Rys. 2.1

Przyjmujac w charakterze ukladu wspotrzednych siatke linii po$lizgu, tzn. przyjmujac
y=a,d=f9=0,¢=0otrzymujemy nasz uklad réwnan (4.12), (4.5), (4.6) w postaci

oo a0 oK do a0 oK
19 EORNELS T Sl T S et
av, a0 8V 20
4.14 x_ Yy L 0.
“-14) 08 0S4 Vp=0, + Jsp Va=0

Sg to tzw. zwiazki wzdtuz charakterystyk. :

Rozpatrywane ciato jest podzielone w plaszczyznie ruchu liniami kontaktu L,, na n
czeSci G,(v =1, ..., n) o ciaglym rozkladzie granicy plastyczno$ci. Zakladamy, ze ztacza
maja wlasnosci opisywane przez model I, a ¢, < 0.

Matematyczny aspekt problemu polega zatem na koniecznoéci catkowania quasi-
liniowego uktadu (4.12), (4.5), (4.6) o wspotczynnikach nieciagtych na liniach L,, zgodnie
z (2.3). Autorowi nie udalo sie znale?¢ opracowania ogdlnej teorii takich uktadéw,
w szczeg6lnoéci dowoddw twierdzen o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzan podstawo-
wych probleméw brzegowych. Pewne zblizone problemy matematyczne powstaja w teorii
dyfrakcji i magnetohydrodynamice (por. [21 i 22]).
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W niniejszym opracowaniu ograniczymy si¢ do podania przyktadéw, w ktérych ob-
szary G, sa jednorodne (K, = const, » = 1, ..., n). W kazdym z takich niedomknigtych
obszardw réwnania (4.13) moga by¢ scatkowane, co prowadzi do zwiazkéw Kottera-
Hencky’ego

o—2K0 = g,(f)

(4.15) o+2K0 = f,(a)

wG(»=1,2,..,n).

5, Analiza stanu naprezenia i predkosci ruchu w otoczeniu powierzchni kontaktu

W kazdym z niedomknigtych obszaréw G, wspdlczynniki uktadu (4.12) sg ciagle.
Obecnie skupimy uwage na zbadaniu zachowania si¢ rozwiazan o, 8, ¥,, V3 w otoczeniu
powierzchni kontaktu ustalajac warunki i ograniczenia dla naprezen i predkosci, ktére
powinny by¢ na nich spetnione [11]. _

A. Warunki dla naprezed. Przyjmujemy, Zze linia kontaktu L,, jest linig 6(t.zn. ¥ = yy)
pewnego uktadu wspotrzednych krzywoliniowych.

Jezeli sity masowe i sily bezwladnodci nie maja na L,, osobliwoéci typu funkcji
Diraca, to wektor naprezenia przekazywanego przez L,, nic doznaje skoku, zatem

Vo gh = Vo gh —
(€RY) Oy = Oy = Oyyy Oys == 0y = Oy

Dla przypadku gdy zachodzi nieréwnos$¢ K, < min(X,, K,), otrzymujemy pierwsze
ograniczenie okre§lajace najwigksza warto§¢ skladowej stycznej wektora naprezenia,
ktéra moze byé przekazana przez linie kontaktu:

(52) |G)'6| < Kuv-

Jezeli z obu stron L,, ma by¢ spetniony warunek plastycznosci (1.2), to skladowa
«wewnetrznay tensora naprezenia po dwoéch stronach L,, wynosi()

Y < )/0: 6;6 = Uyyiz(K3~6$6)1/2;

5.3
(3 Y > Y- 0 = 03y 2(K;—0 g ).

Linia kontaktu L,, dwu cial uplastycznionych jest wigc liniq nieciqglosci pola na-
prezenia; nieciqglosci doznaje skladowa normalna tensora naprezemia dzialajgca réw-
nolegle do L,,, za$ wielko$¢ skoku wynosi(?)

2/(K—a3)*—(K3—03,)'"7,

(5.4) Oss] = 2I(K2— o2 o (K2—a2 ).

Inaczej mowiac, pole naprezen mozna przedtuzyé z obszaru G, w obszar G, jako ciagle
tylko w przypadku, gdy jeden z obszaréw jest w otoczeniu L,, nieuplastyczniony.

Na powstanie skoku naprezen skladajg sig dwa efekty: 1) skok granicy plastycznosci,
2) niejednoznaczno$¢, z jaka warunek plastycznoéci okresla o5 dla danych o,,, 05, . Sytuacje
odpowiadajaca przyjeciu jednakowych znakéw we wzorach (5.3) i zatem znaku minus
we wzorze (5.4) nazwiemy nieciqgloSciq pierwszego rodzaju; sytuacje odpowiadajaca
przyjeciu przeciwnych znakéw we wzorach (5.3) i znaku plus w (5.4) okre§lamy jako
niecigglosé¢ drugiego rodzaju. Gdy skoku granicy plastycznoéci nie ma, K, = K,, nieciagto$é

(®) Wartosci o5, 05 (i podobne wielkosci dalej) rozumiemy jako lewo- i prawostronne granice.
(") Wzory (5.4) i (5.6) latwo zinterpretowac za pomoca k6! Mohra o promieniach Ky , Kj.
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pierwszego rodzaju znika, drugiego za$ rodzaju pozostaje. Wynika stad, e linia kontaktu
bedzie z reguly linig niecigglosci pierwszego rodzaju.

Przejdzmy do wyznaczenia warunkéw na ci$nienie érednie o i kat v nachylenia linii
poslizgu a do normalnej do linii kontaktu. Korzystajac z (4.10) i (5.1) otrzymujemy dla
skoku ci$nienia $redniego zalezno$é

(5.5) 0" —o* = K,sin2y"— K, sin 29" = K,sin2y’— [K;— (K,cos 29"},
a dla skoku kata p zwiazek

1 K, '
(5.6) P = £ —arccos \——cos2y’ | +nx, p= 0-—p,

2 K,

gdzie n jest liczba catkowita, arccos x jest rozumiane jako warto§é gtéwna funkeji Arccosx.

a. Zajmiemy sie analiza wzoru (5.6) pomijajac na razie ograniczenia wynikajace z (4.4),
tzn. przyjmujac, ze zachodzi warunek (2.4) z rozdziatu I.

Polozenie linii poélizgu przecinajacych linie koutaktu w punkcie P przedstawione jest
na rys. 2.2: znakowi plus we wzorze (5.6) odpowiada niecigglo$é pierwszego rodzaju
(rys. 2.2a), znakowi za§ minus niecigglo$é drugiego rodzaju (rys. 2.2b). Zauwazmy, Ze
znana regula W. PRAGERA [20] o symetrii linii poslizgu wzgledem linii nieciaglodci nie jest
spetniona dla K, # K,.

Rys. 2.2

Przyjmiemy dla uporzadkowania dalszych rozwazan, ze K, < K, i wprowadzimy
wielkoéci pomocnicze 7, x

n = S %= ! arccos
=k "2 -
(5.7)

0<9n<I, o<x<§.

Przyjmiemy ponadto, ze katy v°, 9* sa tak okre§lone, ze spelniaja nieréwnosci

m 4 df

ez 4
(5.8) _E<1/)<+E
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Mozna zawsze do tego doprowadzié dodajac do u*(y*) kat = [tzn. zmieniajac jedno-
czesnie zwroty linii o, § w obszarze G,(G,)] co nie zmienia, jak widaé z (4.10), stanu
naprezenia.

Zalezno$é (5.6) przedstawiona zostala na rys. 2.3. Dla danego 7 kat y” (tzn. kat migdzy
normalna do linii kontaktu a linia podlizgu o*, biegnaca z punktu P w materiale mocniej-
szym) ograniczony jest przez nieréwnosci

(5.9) % << |9 <%——x.

Oznacza to, ze charakterystyki o', p* w obszarze mocniejszym nie mogq tworzyé
z normalnq do linii kontaktu L,, oraz z samq liniq kontaktu kqtéw ostrych mmiejszych
od x.

byt

n/2

i
Yo

q 7/4 c

4
v )
v ) g\%

. .

\ /<\“‘ﬁ"")/>\,‘\\\\
v
P K“

M4 c

N\

Rys. 2.3 Rys, 2.4

/2

O o0
_—

=1/2 n=K,/%,

Na rysunku 2.4 obszary, w ktérych moga by¢ polozone charakterystyki przechodzace
przez punkt P, zostaly zakreskowane. Charakterystyka o’ biegnaca np. w obszarze A*
doznaje przy przejciu przez lini¢ kontaktu zalamania trafiajgc do obszaru A*, jezeli
nieciaglod¢ naprezen jest pierwszego rodzaju, lub do obszaru o, jezeli niecigglo$é jest
rodzaju drugiego.

Wskazemy jeszcze na nastepujacy aspekt zbadanego zjawiska: w obszarze stabszym
moze istnie¢ kazdy statycznie dopuszczalny (tzn. spelniajacy réwnania réwnowagi i wa-
runek plastyczno$ci) stan naprezenia, natomiast w obszarze silniejszym moga istnieé tylko
stany spelniajace ograniczenie (5.9). Inaczej moéwiac, kazdy stan naprezenia mozna prze-
dtuzy¢ z obszaru stabszego w obszar mocniejszy, ale nie kazdy z mocniejszego do stabszego.

Zwlaszcza interesujaco przedstawia si¢ przypadek szczegdlny, gdy charakterystyka a*
zajmuje jedno ze skrajnych potozen, co odpowiada znakom réwnoéci w (5.9) oraz punktom
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P, R, T, P, R, T' narys. 2.3. Linia kontaktu ma w punkcie P kierunek charakterystyczny
dla obszaru stabszego. Dochodzimy w ten spos6b do waznego wniosku: linia kontaktu
moze stanowié charakterystyke lub obwiednie charakterystyk dla obszaru slabszego(®)

Sytuacje odpowiadajaca punktowi R z rys. 2.3 9’ =0, 9* = » przedstawiono na
rys. 2.5.

Rys. 2.5

Siatka linii po§lizgu jest gtadka w otoczeniu linii kontaktu L,,, tzn. 9] =0, tylko
wtedy, gdy L,, jest jednocze$nie trajektoria naprgzenia gléwnego i linia niecigglodei
pierwszego rodzaju. .

b. Jezeli maksymalne naprezenie styczne, ktére moze byé przekazane przez linie
kontaktu, jest mniejsze od K,, to nalezy uwzglednié¢ dodatkowo warunek (5.2). Wpro-
wadzimy wielkosci pomocnicze:

K., 1
Ny = T'—, Hy = 7211'000577‘,,
(5.10) ’
K., 1
M= > % = 5 ACCOST,.

Korzystajac z (5.6) 1 przyjmujac nadal umowe (5.8) otrzymujemy nastepujace dodatkowe
ograniczenia dla katow ¢, p*:

7T

s.11) WS ST, St <

—%y.

7T
2

(%) Wydaje si¢, ze wykryta silna osobliwoéé w przebiegu siatki charakterystyk powinna mie¢ miejsce
w ogblnym przypadku quasi-liniowego hiperbolicznego ukladu réwnan o wspbiczynnikach typu (4.4),
Mozna sobie wyobrazié, jak trudno byloby ja wykryé nie biorac pod uwage sensu mechanicznego pro-
blemu.
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Ograniczenia te pokazano na rys. 2.6 analogicznym do rys. 2.4.
Warunki dla kata 6 otrzymujemy z wyZej podanych przez podstawienie (4.11), gdzie ¢
jest katerm mig¢dzy normalna do L,, a osig x.

X,

P Z

X, g\

- Van
\\\\\\\\\\}ﬁ%{i‘-ﬂ\\\\\\\\\\\\\\
G\ <=

\
-

Rys. 2.6

B. Analiza predkosci przemieszczer. Whasnosci pola predkosci przemieszezed i od-
ksztafcenn w otoczeniu linii kontaktu sg prostym skutkiem wlasnoéci stanu naprezenia.

a. Jezeli |os,) < min(K,, K,,), to w my$l analizy przeprowadzonej w p. 1 skok sklado-
wej stycznej V; wektora predkosci przemieszezen jest niemozliwy, a poniewaz wykluczy-
liSmy réwniez mozliwosé skoku sktadowej normalinej V,, to pole wektora predkosei jest
ciagle na L,,, tzn.

JT
=

Sktadowe w kierunku poslizgu ulegaja zmienie wskutek obrotu linii poélizgu i zwia-
zane $a ze sobg zalezno$ciami
VE = Vycosdy—Visindy,
Vi = Vesindyp+-Vicos Ay,

Ze zwiazkéw Vi=V4 i V) =V4 z ktérych wynika €}; = €}, przy wykorzystaniu
prawa plyniccia (4.6) otrzymujemy
(5.14) K (03s—0yy) = A (055—0,y).

Jezeli nieciaglo$é naprezen na linii kontaktu jest nieciaglo$cia pierwszego rodzaju
(tak jest prawie zawsze), to wyrazenia w nawiasach maja ten sam znak, zatem na L,,
doznaje przeskoku wspdtczynnik funkeyjny w prawie plynigcia, przy czym

A Ki—ad3, e

Jezeli nieciaglo$é naprezed jest nieciggloécia drugiego rodzaju, to sytuacja nie rézni sie
od dobrze znanej w przypadku jednorodnoéci (por. mp. [20]); wyrazenia w nawiasach
we wzorze (5.14) maja rézne znaki, a poniewaz z definicji 4 = 0, to
(5.16) NM=F=0 e=¢e;=0, Iij=v,9,
co oznacza, ze lini¢ kontaktu nalezy interpretowac jako nierozciggliwg, idealnie wiotka nié.

(5312 V=V da x<|1/)"|<%—x ub %, < |y <

Ky
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b. Gdy loys = K, < K,,, to przebieg charakterystyk w otoczeniu L,, ma charakter
przedstawiony na rys. 2.6 i powstaje mozliwo$¢ nieciggtosci sktadowej Vj, przy czym
z roéwnan (4.14) nie wynika stalo§¢ wartosci skoku.

Nieciagloéé skladowej V5 moze powstaé réwniez w przypadku, gdy

|O'.),,5| = K[JV << Kv.

6. Poczatkowe plyniecie plastyczne klina o skokowej niejednorodnoSci

A. Sformulowanie problemu. Rozwazymy problem no$nosci granicznej klina obcigzo-
nego na jednej z krawedzi stalym obciazeniem normalnym. Klin sklada sie z dwoéch
materialéw o granicach plastycznosci Ky, K-, K4 2= K-, przedzielonych prosta linia
kontaktu, przechodzaca przez wierzcholek. Obciazenie dziata na czgéé mocniejsza.

Rys, 2.7

Zadanie charakteryzuja trzy niezalezne parametry: v = K_./K., kat rozwarcia klina y
i kat rozwarcia strefy mocniejszej . W przestrzeni parametrow C, interesuje nas wnetrze
obszaru

Przyjmiemy kartezjanski uklad wspdlrzednych, kierujac o§ wzdtuz dwusiecznej kata p
(rys. 2.7). Korzystajac ze zwigzkoéw (4.10) warunki brzegowe mozemy zapisa¢ w sposéb
nastepujacy(®):

3
(6'2) O.B: g = —p+K+, 6 = —(%_%),

(®) Zatozone kierunki linii a, f odpowiadaja Sciskaniu w otoczeniu brzegu 04 i przyjetym umowom
co do kierunku linii poslizgu a, 8 (por. rys. 2.1 a takze [20]).
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(6.3) 04 o=-K, - e;_(%Jr_),

(6.4) AB: ..., V,=0,

gdzie przez p oznaczono nieznana warto$¢ nacisku normalnego na OB, 4B jest nieznana
charakterystyka f3, dzielaca obszar sztywny i obszar ruchu plastycznego.

Latwo stwierdzié, ze warunek brzegowy dla predkosei przemieszezen (6.4) nie daje
informacji wystarczajacej do wyznaczenia sposobu plastycznego ruchu klina w chwili
odpowiadajace] poczatkowi niewstrzymanego plynigcia plastycznego (z dokladno$cia
tylko do skali czasu). W ramach rozpatrywanego modelu poczatkowe pole predkosci
przemieszezed bedzie znane zatem z dokladnoscia do jednej funkcji jednej zmiennej,
ktéra musi spelniaé stabe ograniczenia wynikajace z postulatu nieujemno$ci mocy dys-
sypacii w kazdym punkcie obszaru uplastycznienia.

Pozwala to, jak si¢ przekonamy, traktowaé otrzymane pola naprezen jaké rozwiazania
shuszne dla bardzo obszernej klasy kinematycznych warunkow brzegowych.

Rozwiazanie postawionego problemu dla klina jednorodnego (K = K_) podat
E. H. Leg [21] (por. takze [20]).

B. Rozwigzania dla naprezern. W obu obszarach niedomknigtych G4, G- mamy K =

= const, totez z obu stron linii kontaktu obowiazuja catki Kottera-Hencky’ego dla réw-
nan (4.13)

(6.5) 0—2K0 = f(f), o+2K0 = g(a).
Catkowanie réwnafi (4.12) polegaé bedzie na doborze funkeji f, g spelniajacych warunki
brzegowe (6.2), (6.3) oraz warunki na linii kontaktu (5.5), (5.6).

Rys. 2.8

Rozwigzanie I, rys. 2.8(1). Na odcinku OA4 o nieznanej dlugoéci warunki (6.3)

(1%) Wszystkie rysunki sa wykonane dla# =.1/2.
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formuluja problem Cauchy’ego, ktérego rozwigzaniem jest jednorodny stan f= const,
g = const, co daje

(6.6) o=—K., 0= —(l+—-) w  AOE.

Dla y—8-<< z/4 stan ten si¢ga do linii kontaktu L.
Nieciagto$¢ naprezen na L jest oczywiScie nieciagtoscig pierwszego rodzaju. Korzys-

tamy z warunkéw (5.5), (5.6)1 (4.11), w kt6érych nalezy przyjaé ¢ = — (6——%), n=0,

przyja¢ znak plus oraz zamieni¢ indeksy u, » odpowiednio na 4, —. Obliczajac o+, 6+
otrzymujemy na OF problem Cauchy’ego. Rozwigzaniem jest stan jednorodny:

= —K_ —[I—COSZ(y )~ K[l —nPsin?2(y— O)2,

6.7) w EOF,

6= — 7—5—}— - + 7 arccos [nsin2(y— )],
gdzie OF jest chérakterystykq a przechodzaca przez punkt O. Zasieg tej strefy okredla

kat EOF rbéwny v,

1

(6.8) = 7arccos[nsan(y .

Znana charakterystyka OF oraz warunek (6.2) w punkcie O formutujg zwyrodniaty
problem Riemanna (por. np. [20]). Charakterystyki a tworza wachlarz biegunowy (g =
= coust), zatem

(6.9) 0 = 0pp—2K+(0—050), Opp <0< — (37;3—%) w  FOG.

Dzigki przyjeciu p = const problem Cauchy’ego (6.2) ma rozwigzanie niesprzeczne
z (6.9). Otrzymujemy

(6.10) o= —p+Ki 0=-— (37” — %) w  GOB.

Poréwnujac ¢ z FOG i GOB na OG otrzymujemy warto$¢ obciaZenia granicznego

611) p= K+{(1+n) —ncos2(y—08)+[1— nsm22(y NP+

+ [26——%———arccos(n sin2(y——6))”.
Przedstawione roniqzanie jest stuszne, gdy zachodza nierdwnoéci (por. rys. 2.8)

My = %“(7’_5) >0
(6.12)

g = — % — % arccos[nsin2(y—38)] > 0
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Na plaszczyznie 7 = const w obszarze (6.1) odpowiada to strefie zaznaczonej na
rys. 2.20 liczba 1(*).

Katy wp; (ij=1, ..., 6) zostaly tak dobrane i oznaczone, aby zmianie znaku pu;,
odpowiadalo przejécie od itego do j-tego rozwigzania. Zachodzi réwnowazno$é
(Bij =0) & (u; = 0). '

Rozwiazanie 2, rys. 2.9. Gdy w poprzednim rozwiazaniu mamy uy,, linia
kontaktu staje si¢ charakterystyka a dla obszaru stabszego, przy czym wektor predkosci

Rys. 2.9

doznaje na niej skoku (por. p. 5). Mozna wykazaé, ze dla mniejszych katéw o linia kon-
taktu musi by¢ nadal linig nieciagltosci predkosci, co daje warunek

-— |
6.13) f- = (2 2+5) na EO.

W obszarze 410 mamy nadal stan jednorodny (6.6). Znana charakterystyka IO oraz
warunek (6.13) formuluja zwyrodniaty problem charakterystyczny, ktérego rozwigzaniem
jest stan z wachlarzem biegunowym

(6.14) 0 = —K_—2K_(6—0,0), —(%-;—%)geg—(%-%—;-a) w IEO.

Dla obszaru mocniejszego otrzymujemy na podstawie (5.5) i (5.6) problem Cauchy’ego,
ktorego rozwiazaniem jest stan jednorodny:

o= —K_—ZK_(y—-(S— %) _K+(1_,,72)1/2’
(6.15) w  EFO,
LTI
f=n—z 450

gdzie x jest okreSlone przez wzor (5.7)

(*!) Podobnie na rys. (2.20) oznaczamy wszystkie’ pozostale rozwigzania. -
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Podobnie jak w rozwigzaniu poprzednim otrzymujenty w FGO, GBO stany (6.9), (6.10).
Obciazenie graniczne wynosi

(6.16) p,= 'K+{(1 +n)-+n [2(7/—— 0)— g-]-%— (1—p2)2 4 (25— % —arccos 77)},

a wiec jest liniowa funkciji d, y.
Zakres stuszno$ci przedstawionego rozwigzania okreslaja nierdwnodci

1
6.17) oy = (y——é)——% 20, py= 6—-% —Tarccosn =0.

Rozwiazanie 3, rys. 2.10. Gdy w rozwiazaniu 1 wyrazenie okreslajace kat
rozwarcia wahlarza biegunowego FOG staje sic ujemne, to rozwigzanie ciagle po obu
stronach linii kontaktu nie istnieje. Nalezy mniemaé, ze w czelci silniejszej pojawia sie
linia niecigglosci naprezen.

Uktad charakterystyk odpowiadajacy rozwiazaniu niecigglemu podany jest na rys. 2.10.
W obszarze AOE, EOF, FOB stan naprezenia okre$laja nadal wzory (6.6), (6.7) 1 (6.10).

Rys. 2.10

Na linii nieciagto$ci zachodza warunki (5.5), (5.6), w ktorych nalezy przyjaé K, = K,=Kj,
y, = 0,—¢ oraz n = —1 [0, o, sa okreSlone wzorami (6.7), 6,, o, wzorami (6.10)].

Z warunku na skok kata nachylenia charakterystyk a—, a; obliczamy kat @ okreslajacy
potozenie linii nieciagtosci FO, co daje

(6.18) ¢ = ~—;—(#34—v),

gdzie ugy okreslone jest przez wzor (6.20), za$ » przez wzér (6.8).
Z warunku na skok cis$nienia §redniego obliczamy warto$¢ obciazenia granicznego

(6.19)  ps = Ky {(1 +n)—ncos2(y— )+ [1—n*sin*2(y — )2 —

—2sin [—— (H—% -+ %.arccos (msin2(y— 6))}} .

5 Mechanika teoretyczna
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Podane rozwiazanie jest stuszne, gdy zachodza nieréwnosci
Ha1 = ; { —04 = alccos(nst(y 6))}
(6.20) Hoa =7 —(v—0) >0

1 z 1 in2(y:
o= [6—? + 7arccos(7781n2(7’—5))] =0

Rozwiagzanie 4, rys. 2.11. Gdy w rozwiazaniu 2 wyrazenie okreélajac kat roz-
warcia wachlarza biegunowego FOG staje si¢ ujemne lub w rozwiazaniu 3 wyrazenie
okreSlajace kat u,, staje si¢ ujemne, wtedy ukiad charakterystyk przyblera postaé przed-
stawiona na rys. 2.11.

Rys. 2.11

Naprezenia w obszarach 410, IEO, EOF, FOB okre§lone sa odpowiednio przez wzory
(6.6), (6.14), (6.15) i (6.10).

Podobnie jak w rozwigzaniu poprzednim z warunkdéw ciagtosci na FO (5.5) (5.6)
wyznaczamy kat ¢ okreslajacy polozenie linii nieciagloéci

— 1
(6.21) , ¢ =5 (Uay+x)
oraz warto$¢ obciazenia granicznego
(622) pu= K+{(1+77) +7 [2 (y—0)— -] +(1—n*)"*—2sin (; -84 —;— arccosn)} .
Rozwiazanie obowiazuje, gdy zachodza nieréwnosci

7 1
po =g~ OF 52100087 20, gy = (y—8)— 7 >0,

(6.23)

Has = % (6— ——I—larccosn) 0.
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Gdy pq5 = 0 linia nieciagtosci naprezen FO pokrywa sig z linia kontaktu. Otrzymujemy
wyjatkowa sytuacje, gdy linia kontaktu jest linia nieciaglosci drugiego rodzaju.

Rozwiazanie 5, rys. 2.12. Gdy u, < 0 otrzymujemy mozliwoéé zbudowania
rozwiazania, w ktérym pole naprezen jest zndw ciagle po obu stronach linii kontaktu.

Rozprezenia w obszarach 410, IFO, EBO okreSlone sg odpowiednio przez wzory
(6.6), (6.14) i (6.10).

Rys. 2.12

Z warunku okre$lajacego wielko§¢ skoku kata @ na linii kontaktu (5.6) ‘wyznaczamy
Oro. W tym celu nalezy we wzorze (5.6) z uwzglednieniem (4.11) przyja¢ 0* = Opgo-+,

0 = Oppo+n, @= %—6. Jedr_loczes'nie z warunku

(6.24) 04r0+2K-0410 = 0rpo+2KO5r0

wyznaczamy ci$nienie §rednie w strefie FEO. Po wykonaniu rachunkéw otrzymujemy

o= —K_ ——2K_[(y-—(3)—%—-;—arccos sza],
(6.25) ) . s W  FEO.
_ l s _75 1 Sin
0 = 7 ) > "% arccos

Z drugiego warunku na linii kontaktu (5.5) okre§lamy wielkos¢ obciazenia granicz-
nego:

(6.26)  ps = K+{(1 +n)—c0s 20+ (P —sin®28)"/*+ 27 [(7— 0)— % — —; arccos 511:726]} .

Zakres shisznoéci rozwiazania okreflaja nieréwnosci

1 §in26 ' w 1 sin24
(6.27) M5y = o AICCOS , 20, y56=(y—(5)—z~§arccos ; = 0.

5%
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Rozwiazanie 6 (rys. 2.13). Gdy w rozwiazaniu 3 mamy ps, = 0, to podobnie
jak dla g5 = 0 linia kontaktu jest linig nieciaglosci drugiego rodzaju. Dla s << O linja
nieciggtodci naprezen przebiega wewnatrz obszaru stabszego. To sanio ma miejsce w roz-
wiazaniu 5 dla p55 << 0. Otrzymujemy w ten sposéb rozwiazanie przedstawione na rys. 2,13,

Rys. 2.13

Naprezenia w obszarach AFO i EBO okreslone sg przez zaleznos$ci (6.6), (6.10). Z wa-
runkow na linii kontaktu (5.5) 1 (5.6) otrzymujemy

. an s \12
o= -—p+K+—K+cos26+K_(1— S 226) ,
(6.28) ‘ . s 7 w  EFO.
_ Y s w1 sin
6 = 7 0 7 2arccos

Korzystajac ze zwigzkéw (5.5) i (5.6), w ktorych nalezy przyjaé K, = K, = K_, 0" = 0,0,
0" = 0;p, n = 1, obliczamy kat p, okreflajacy polozZenie linii nieciagtodcei: .

— 1 w1 sin26
(6.29) p = —3(6—Z+Earccos )

oraz wielko$¢ obciazenia granicznego

6.30) pg = K+1(1+n)—cos28+ (n>—sin?28)2—2ncos (y—é)—i—ﬁ—-l—arccos sin29 .
( N ) 4 2 7

Rozwiazanie jest stuszne, gdy zachodza nierdwnoéci:

1 A 1 Sin
““353[(},*5)¢Z+5arccos ; ] >0,
(6.31)

1 sm26] >0,

7 1
Hes == [Z—(yfé)—l—farccos g
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Postugujac si¢ wzorami (5.6) mozna bez trudu dla wszystkich rozwigzan 1, ..., 6
znalez¢é naprezenia w uktadzie biegunowym.

C. Rozwiqzania dla predkosci. Aby wykazaé, 7e znalezione rozwigzania 1, ..., 6 sg
kinematycznie dopuszczalne, wystarczy dla kazdego z nich wskazaé jedno rozwigzanie
réwnan H. GEIRINGER (4.14) spelniajace warunek brzegowy (6.4) oraz postulat nieujem-
noéci mocy dyssypacji w kazdym punkcie obszaru uplastycznienia (tzn. postulat A = 0).

W ponizszych wywodach chcemy osiggnaé ogblniejszy cel, mianowicie chcemy dla
kazdego z rozwiqzan 1, ..., 6 wskazaé wszystkie dopuszczalne rozklady predkosci prze-
mieszczen. Przy tej sposobno$ci ujawniona zostanie zasadnicza réznica miedzy grupa
rozwiazan 1, 2 a grupa rozwigzan 3, 4, 5, 6.

Otrzymane rozwiazania zawieraja obszary o réznych siatkach charakterystyk. Przy
rozwiazywaniu rownan H. GEIRINGER (4.14) oraz obliczaniu predkoéci odksztalcen uméwi-
my si¢ przyjmowaé uklady wspolrzednych w poszczegélnych obszarach w nastepujacy
jednolity sposéb. W obszarach, w ktérych 0 = const, przyjmujemy uklady wspoélrzednych
kartezjanskich o kierunkach pokrywajacych sig z kierunkami charakterystyk a, i o wspol-
nym poczatku w punkcie O. W obszarach wachlarzy biegunowych przyjmujemy uktady
wspbirzednych biegunowych o wspdlnym biegunie O, przy czym a jest wspélrzedna ra-
dialna, za$ f wspdlrzedna katowa.

Gdy charakterystyki a, § tworza siatke kartezjariska, to, jak wiadomo (por. np. [20]),
wobec 0 = const réwnania (4.14) maja rozwigzania w postaci

(6.32) VE=B(p), V,=A(@).

Dla siatek biegunowych, przyjmujac f jako wspdlrzedng katowa, otrzymujemy roz-
wiazania réwnan (4.14) w postaci

(6.33) Ve=—B'(), V= B@)+4().

Rozwigzywanie probleméw brzegowych dla réwnan (4.14) bedzie polegaé w naszym
przypadku na wyznaczaniu funkcji 4(a), B(8) .

Prawo plyniecia Misesa (4.6) odniesione do siatki charakterystyk (0 = @) ma postaé
Eup = A0,p, (€xe = €pp = 0). Wobec przyjetych uméw o kierunkach linii a, # i o uktadach
wspolrzgdnych mamy o,, = 4 K. Zatem postulat nieujemnosci mocy dyssypacji, A = 0,
Jjest réwnowaziny postulatowi €,y = 0.

Od dawna wiadomo, Zze w piaskim stanie odksztalcenia os$rodka idealnie plastycznego
pole wektorowe predkoéci przemieszczen moze by nieciagle na charakterystykach.
Z formalnego punktu widzenia oznacza to, Ze w takich przypadkach rozwigzania réwnan
(4.5)-(4.7) maja charakter rozwigzan uogdlnionych. W zwiazku z tym z wielu stron padaly
glosy o koniecznoSci zastosowania w tych przypadkach teorii funkeji uogélnionych (teorii
dystrybucji), jednakze, jak sic wydaje, prob realizacji tego projektu dotychezas nie robiono.
W niniejszej czgéci pracy zostana uzyte najprostsze i dobrze znane dystrybucje: jednostko-
wa funkcja Heaviside’a H(x) oraz funkcja Diraca 8(x). Sa one bardzo przydatne
ujawniajac sens mechaniczny rozwiazan 1 przyczyniajac sig do zawartosci i przejrzystoci
wywodbw.
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Dla kompletno§ci wywodoéw przytoczymy wszystkie wlasnosci dystrybucji H(x), 8(x),
ktére beda przez nas wykorzystane(*?) (por. np. [24]):

0,x<0
H(x)={1,x>0, H(ax) = H(),
(6.34 300 = H'G),  dax) = % S(—x) = 3(%),

b
FO3() = O3, [f)3)dx = f©0), (2 <0, b>0),

gdzie f(x) jest funkcja ciagla i rézniczkowalng.

Rozpatrzimy dowolng funkcje F(&) okreslong dla & = 0, przy czym F(£)=0dla £ > |,
o skohczonej iloéci punktdw nieciapiodei 1 skoficzonej ol punkidw nieciaglosci pochodnej
F'(§) w przedziale (0, /). Skoki funkeji F(&) w punktach &'(v =1, ..., n, & < &+, & <))
oznaczymy. przez 4,, za$ skoki pochodnej F'(£) w punktach 2 (u=1, ..., m) oznaczymy
przez h,. Umowa o znakach tych wielkosci wynika z definicji

(6.35) A, = lim[F(g*+8)—F&'—e)], h,= 1irg[F'(éu+g)—F'(Eu—e)].
e—+0 -e—=0
e>0 e>0 .

Funkcja F(x) moze byé przed.stawiona w postaci (por. np. [24])

(6.36) F(&)=f(OH(I—-§— ZAVH(EV—E),
: v=1

gdzie f(£) jest funkcja ciagla, zdefiniowang przez te zalezno$é. Wzdér ten ma prosta inter-
pretacje geometryczng, przedstawionag na rys. 2.14; pierwszy czlon jest czeécia ciagla
funkcji F(x), drugi za$ czton stanowi cze$¢ schodkowa tej funkcji. Zwracamy uwage na to,
e ze wzgledu na pbZniejsze zastosowania funkcja f(£) zostala tak dobrana, ze

(6.37) FO =10, FO=f0-) 4,
. y=1]

jak réwniez na fakt, Ze nie interesuje nas pétos & < 0.
Pochodna funkcji F(£) zgodnie z (6.34) jest rébwna .

(6.38) F'() = f(OHI-O—D3 (—O)+ D 4,5 —8).
. v=1

(**) Wedtug niedokiadnego okredlenia przyjgtego w fizyce «3(x) jest funkcja réwna zeru wszedzie
b
zwyjatkiem punktu x = 0, gdzie ma ona wartoéé co, przy czym catka [ 8(x)dx, a < 0, &> 0, jest rébwna 1».

a
Okreslenie to pozwala na latwe intuicyjne uchwycenie sensu mechanicznego dalszych rachunk6w.
We wzorach na predkoéé symbol 3 oznaczaé bedzie zawsze 3-funkcje Diraca (a nie kat rozwarcia
strefy mocniejszej!).
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Pochodna f7(§) jest mieciagla w punktach &, Uzywajac rozkladu analogicznego do
(6.36) mozna napisaé

(6.39) [ =FOHI—H~ D, hHE -8,
| P

gdzie ¢’(£) jest funkejg ciagta.

Fle)
144
|
{
o
I r—\ Aq
{ f Ag—
| | :
0 ! | | l\ }
¢! gt T
Fle) Hit=¢)
2
|
| |
. NN
, I R
FEE &P
L3, H(E-¢)
——-' '
L

— i e
Rys. 2.14

Rozwigzanie 1 (rys. 2.15). Klase dopuszczalnych pél predkoéci przemieszezen
uzaleznimy od rozktadu sktadowej normalnej wektora predkosci na brzegu obcigzonym,
tzn. od

(6.40) V| =F(), 0<E<,
o8

gdzie £ jest dlugoscia na OB mierzong od punktu O.

W poszczegdlnych obszarach przyjmujemy uklady wspotrzednych pokazane na
rys. 2.15.
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Zakladamy, ze f(£) jest funkcja odcinkowo-ciagla o odcinkowo-cigglej pochodnej(*®)
i zastosujemy jej reprezentacje (6.36).
Warunki brzegowe

- =y2 —c)— AvH V— ]
(6.41) Vel =7y ToXTI03): () ;: &—8)

V) =0

8GFE

formuluja mieszany problem brzegowy dla réwnan (4.14) w obszarze skladajacym sig ze
stref 1,2, 3. Korzystajac z (6.32) oraz z réwnodci & = }/ fall ofrzymujemy jego roz-
on

wiagzanie w postaci
Vi =0,

(6.42) i=1,2,3,

Vi= —Vaf(y2a)Hla—a)+}2 D, A, H(a}—a),
v=1

gdzie a;, a, maja sens wspdirzednych w ukladach kartezjanskich, a ag jest wspodirzedna
w uktadzie biegunowym, a = ]/TZ I, ' =)28&. ‘

Poniewaz linia kontaktu L nie ma w zadnym punkcie kierunku charakterystycznego,
wektor predkodci jest na niej ciggly (zfaczenie nie jest «zniszczone»). Otrzymujemy po-
prawnie postawiony na OE problem brzegowy Cauchy’ego dla obszaru 4 i nastgpnie pro-
blem Riemanna dla obszaru 5. '

Zastosujemy w tym przypadku oraz w dalszych rozwiazaniach nastepujgcy sposéb
formalny. Rozszerzamy obszar AEO przez dolaczenie strefy sztywnej 4EE’, gdzie E' jest
punktem przecigeia linii kontaktu z prosta poprowadzona z punktu 4 i majaca kierunek
charakterystyki a. Rozwigzanie (6.42) zostato tak napisane, ze obowiazuje w catej czgsci

(13) Wydaje sig, ze z punktu widzenia mechaniki rozpatrywanie jeszcze ogdblniejszych rozkladéw
predkoéci na OB nie ma sensu. ‘
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silniejszej klina, dajac (ze wzgledu na uzyte funkcje Heaviside’a) w obszarze sztywnym
V, = Vp = 0. Mozemy zatem dla calego obszaru rozszerzonego AOE' sformutowac pro-
blem Cauchy’ego [por. zwiazki (5.13)]

(6.43) V| = —V3 sind0, Vi| =Vj| cosdl, A0 = v—p,.
Eo E0 E0  Eo

Uwzgledniajac zwigzki

ag | = o4 | cosA(?—l—,é’4 | sinA46 = oz4 | —F ﬂ4 |
(6.44) £o +F

V2 oS gr _ZZ_ ) Sinis

ady =
4 2 " cosv ’ 2 " cosv ’

oraz (6.32), otrzymujemy rozktad predkosci w czesci stabszej w postaci

V——]/Zf( )smA(aH(m pH— VZSInAOZA H (B, —B),
(6.45)

V= —]/Ef(l%) cos A0H (af—a,)+)/2 cos 40 ZAVH(aZ—a4).
4 v=1

W strefie 5 wobec f8,—ff < 0 pierwszy wzér daje V, =0, a w strefie dotaczonej AEE’
wobec B,—f% < 0, af—a, < 0 otrzymujemy V, = V; = 0.

Otrzymane pole wektorowe predkoéci jest nieciagle. Jak widaé z (6.42), (6.45) predkosc

= f(J) # 0 powoduje powstanie nieciagloéci sktadowej ¥, na liniach a; = a,i=1,2,3
(BGFE), ay = af (EA) oraz nieciaglo$ci skladowej V, na linii 8, = p§ (EH). Analogiczne
linie nieciaglosci o; = 1/55", ay = a), By = Pi sa spowodowane przez kazdy skok 4,
predkoéci normalnej V, | (rys. 2.15).

0B

Predkoéci odksztalcen postaciowych w poszczegdlnych obszarach wynoszg
I
= — —
2elp=Vh,= —2f'(]/2 ai)H(a——a,-)—I—]/Zf(l)S(a—a,)—]/Z Z A8(a)—a) =
v=1

=), I[i=1,3,

26 = Vi = w(ept L (V2020 HG—ad-V 2 N as-a),
v=1

(6.46)

26 = Vop,+ Vo, = []/2 = sinA0f7 ( g:.) H(B,—

—‘]/2 —E COSAOf ( ) H(af —0‘4)] ‘|‘]/2f(l)[8(.34 B+ S(as—aq)]—

—V2 2’ A, [sin 408 (8, —B2)+cos 408 (af—ay)].-
v=1
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Wzory te maja proste i wygodne interpretacie mechaniczne. Wyrazy zawicrajace
pochodna «ciagtej czesci» rozkiadu predkosci V, | = F(§) (por. rys. 2.14), tzn. funkcje
0B

'(&), przedstawifaja rozktad predkosci odksztatced w odpowiednich obszarach, wyrazy
zawierajace d-funkcje przedstawiaja nieskonczenie wielkie predkodci $cinania na liniach
niecigglo$ci wektora predkosci.

Wzory (6.46) pozwalaja réwniez na poprawne sformutowanie ograniczen, ktére na-
ktada na funkcje F(£) warunek nieujemnosci mocy dyspozyciji a,s = 0. Istotnie, bedzie on
spetniony w obszarach i na liniach nieciagloéci wtedy i tylko wtedy, gdy(**)

6.47) =0, [Jre<o, []a,<o,
& v

przy czym znak réwnosci nie moze mieé miejsca jednoczeénie we wszystkich zwiazkach.
Warunki te oznaczaja, ze rozkiad predkosci normalnej na OB musi byé dodatniq nie-
rosngeq funkcjg .
Klasa dopuszczalnych rozkladéw predko$ci dla rozwiazania 1 zostala wiec w pelni
okre§lona przez wzory (6.42), (6.45) i (6.47). Klasa ta jest bardzo obszerna. Wskazemy
nastepujace przypadki szczegblne (rys. 2.16): a) gladki stempel weiskany ruchem poste-

a)

B¢ ) N8 ¢

Rys. 2.16

powym, b) gltadki stempel wciskany ruchem postepowym z jednoczesnym obrotem prze-
ciwnie do ruchu wskazéwek zegara, c) kilka gladkich stempli oddzialujacych jak w p. b),
przy 4, < 0. Zatem rozwiazanie 1, zbudowane dla klina obciazonego ci$nieniem bocznym,
stanowi jednocze$nie rozwiazanie wszystkich powyzszych i wielu innych zadad. Eatwo
wskazaé jednocze$nie zadania pokrewne, dla ktérych rozwiazanie 1 nie jest poprawne ze
wzgledu na ujemnoéé dyssypacji mocy (mimo speilnienia wszystkich warunkéw kinema-
tycznych i statycznych), np. zadanie o gladkim stemplu obracajacym si¢ zgodnie z ruchem
wskazowek zegara (rys. 2.16d).

Zauwazmy jeszcze, ze dla f() =A4,=0 (»=1,2,...,n) wzory na predkosé od-
ksztatcent nie zawieraja 8-funkcji, co odpowiada ciggtosci pola predkosdci przemieszezen.
Dla f’(£) = 0 wzory na odksztalcenia w obszarach 1, 3, 4, 5 zawieraja same 8-funkcije;
w chwili odpowiadajacej poczatkowi ruchu plastycznego obszary te zostaja podzielone
liniami niecigglosci predkodci na czesci zaczynajgce si¢ poruszaé jak ciata sztywne; gdy jest

(*%) Symbol JT oznacza kwantyfikator ogélny i powinien byé czytany «dla kazdego x».
S .
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dodatkowo H 4, = 0, mamy przyktad z rys. 2.16, a ruch plastyczny jest taki jak w zadaniu

oméwionym w p. 7.

Rozwiazanie 2 (rys. 2.17). Rozwiazanie w obszarach 1, 2, 3 pokrywa si¢ z roz-
wigzaniem okre§lonym poprzednio (6.42).

Linia kontaktu jest charakterystyka dla stabszej czgsci, a wiec wektor predkosci moze
by¢ dla niej nieciagly. Warunki brzegowe

(6.48) Vil =V3 cosx, V,|=0
OFE OFE EIA

formutujg problem charakterystyczny w obszarze sktadajacym sig¢ ze stref 4, 5. Korzystajac

z (6.33), (6.32), (6.42) oraz zwiazku a, | =
oE

ag | otrzymujemy rozwiazanie w postaci
COS% OoFE

649) Vi=0, Vi=—y2 f(l%) cos wH(aF—a)+1/2 cos 2 A, H(al—a),
4
v=1

i=4,5.

Kazdemu skokowi 4, odpowiada skok sktadowej ¥ wzdtuz odpowiedniej zatamanej '
charakterystyki f (rys.2.17.)

Rys. 2.17

Istotnym jako$ciowym zjawiskiem w podanym rozwigzaniu jest nieciaglo$¢ predkosci
na linii kontaktu L («zniszczenie» zigcza). Wielko§¢ skoku wynosi
(6.50)  |AV|= —V}|sinx= Y2 f(za’%) sinxH(eE—a;)—1/2 sinxz A H(a)—ay),
: OF 4

jest wigc zmienna i nie znika dla zadnej funkcji F(&), jezeli sinx # 0. Aby mdc formalnie
wlaczyé ten skok do pola predkosci przemieszezen, a nastepnie w postaci & funkeji do €%,
nalezy napisaé

(6.51) Ve =4V |H(B,),
OF
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gdzie B, jest katem w wachlarzu 4 liczonym od OE w strong przeciwng do ruchu wskazéwek
zegara. Wtedy mamy

(6.52) 2el; = 1 gtV — 1 Vi= AV |[3(B)+ ...
Q4 ay or

Latwo stwierdzi¢, ze dla F(&) spelniajacej warunki (4.47) €2, > 0, €55 > 0. Uwagi poczy-
nione w odniesieniu do rozwiqzania 1 obowiazuja i dla rozwiazania 2.
Rozwiazanie 3 (rys. 2.18). Rozwigzanie 3 zawiera linie nieciggloéci naprezen
w obszarze silniejszym. Nakiada to dodatkowe ograniczenia na mozliwa kinematyke
ruchu. Istotnie, do warunku brzegowego (6.4) dolaczyé musimy warunek znikania skla-

Bz

G
2
)
1
F
B
é
ay 0‘3‘ : [24]
“ E”
£’ F’
£ F’
FI
Rys. 2,18

dowej stycznej wektora predkosci na linii nieciggtoéci naprezen (por. np. [20)). Ze wzgledu
na to nalezy spodziewaé si¢ a priori, ze klasa dopuszczalnych pol predkoéei przemieszczen
bedzie weZsza od klasy okreslonej przez warunki (6.47).

W charakterze funkcji, od ktérej uzaleznimy predkosci V,, V;, wygodniej bedzie
przyjaé rozklad sktadowej normalnej wektora predkosei na linii nieciagtosei naprezen FO,
a nie na brzegu OB. Wtedy dla dziewigciu obszardw zaznaczonych na rys. 2.18 otrzymu-
jemy kolejno: 2, 3 — problemy Cauchy’ego, 1, 4 — problemy charakterystyczne, 5, 6 —
problem Cauchy’ego, 7, 8, 9 — problemy charakterystyczne, przy czym w kazdym z ob-
szardéw 1, ..., 9 predkoéci beda wyrazone réznymi wzorami. W celu uproszezenia rachunku
stosujemy sposéb formalny, polegajacy na dotaczeniu do obszaréw plastycznych czedcei
sztywnych BFF', E""EFF', AEE' gdzie BF’', F'E"', AE’ sg prostymi o kierunku odpowied-
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nich charakterystyk, FF’ jest przedluzeniem linii nieciagloéci, a EE’ przediuzeniem linii
kontaktu. :
Na przedtuZonej linii nieciagto$ci OF’ mamy dane
Vz l = O,
OF-
6.53)
V| = G =gHG—~)— ZA H(—1),
v=1
gdzie 1 jest odlegto$cia na FO mierzona od punktu O, a ¥, jest sklerowane jak narys. 2.18,
h=OF = V2
2cos,u81
Dla rozszerzonych obszardw OBF’ (indeks r) i OE'F' (indeks /) mamy sformufowane
problemy Cauchy’ego

V;F 0= Vn F|’OSinIu31 > VEF’IO = - Vn FlOCOS;uSl >
(6.54) I _ ,
Va l = - Vn l SI0 gy, Vﬂ l = - er ' COS gy .
Fo F'0 Fo FO

Korzystajac z zaleznosci (6.32) oraz ze zwiazkéw

(6.55) t=h—p al =h g;., of = hcosps;, BT = hsinpy
1

otrzymujemy rozwigzanie dla obszaréw 1, 2 w postaci

V= ( g;) sin ggy H(BE —B1)—sin u;, ZA H(B1 ),
{6.56)

n
Vg = —-g(h %) c0S gy H(af — ay)+-cos gy 2 A, H(a}—a,).
1 v=1
Predkosei odksztatcen w obszarach 1, 2 wyrazaja sie wzorem

6.57) 2Eau=g( gi)H(ﬂF B)— g(h—)H(al"al) g(h)sin py 8(BT— B+

n n
+g(h) oS gy S(of —ay)—sinpuy D, A,8(B~Pr)+cospuay D, 4,8 —ay).
v=] v=1

Analiza tego wzoru pozwala na proste znalezienie warunkéw, ktore musi spefniac
rozkiad predkosci normalnej na OF, aby w calym obszarze klina mchodlea nieréwnoéé

aB > 0.

Dla G(h) = g(h) # 0 wyrazy trzeci i czwarty, reprezentujace nieskorczenie wielkie
odksztalcenie postaciowe na liniach nieciggloéci predkosci By = 5 (FG) i a; = of (FB),
nie moga byé na raz dodatnie, zatem na jednej z tych linii dyssypacja jest ujemna. Inaczej
moéwiaé, skok skladowej ¥, na FG (dla g(h) > 0) lub skok skladowej V; na FB (dla
g(h) < 0) jest niezgodny z kierunkiem dziatania naprezenia stycznego 0,5 = +K. Zatem
V(h) = g(h) =0 .
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Do analogicznej sprzecznosci w odniesieniu do odpowiednich linii nieciggtosci f, = 7,
a; = aj dochodzimy anahzujacc wyrazy piaty i szésty we wzorze (6.57) dla 4, # 0. Zatem
4,=0, v=1,

Dalej, w obszal ze 1 pozostaje tylko drugi wyraz (bowiem (31 B, < 0), skad wniosku-
jemy, ze powinien by¢ spetniony warunek g’ << 0.

Wreszcie w obszarze 2 suma wyrazOw pierwszego i drugiego musi by¢ dodatnia,
a poniewaz £,/ > a;/af, to funkcja g'(f) musi byé funkcja niemalejaca swego argu-
mentu.

Reasumujac stwierdzamy, Ze warunek nieujemnosci mocy dyssypacji w kazdym punkcie
obszaru uplastycznienia jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy rozkiad perkoéci nor-
malnej na OF (4.53) spelnia warunki

©589)  gw=0, [[a,=0, [[g®<o, Hg(t+e> g'0).

t,e>0
E.H. Lee w pracy [23] wykazal dla podobnego zadania, Ze musza zachodzi¢ dwa

ostatnie warunki (6.58) zakiad’ajatc ciaglo$¢ funkeji G(¢) ze wzgledow intuicyjnych, raczej
nie budzacych watpliwoéci. Powyzszy’ dowdd formalny ciagtosci [dwie réwnosci (6.58)]
ilustruje zastosowanie dystrybucji H(x), 3(x), odskamajqc Jednoczeéme pewne interesujace
wlasnosci badanych rozwiazan. :
Rozwigzanie problemu Cauchy’ego (6.54) dia obszalow 3 4 i sprawdzeme warunku
€,5 = 0 przebiega podobnie. W rezultacie otrzymamy

V,= ( 2 )SlnﬂalH(ﬂl -8,

r
(6.59) ) ‘ & o w str;fa’ch 1,2;
Vp=—¢g (hz;) CosﬂslH(af"dl),
1
! Va = —& (h %) Slin.u'alH(.B2_'.6127)’ .
(6.60) ’ w strefach 3, 4.

Vg = —g(h )cos,ualH(aZ——az)
2

Dla obszaru rozszerzonego skladajacego sig ze stref 5, 6,7, 8, 9, AEE’ mamy problem
brzegowy Cauchy’ ego:

Vol =Vel cosd0—V} | sinA@, V,; | =V | sunA@—I—V+ | cosA40,
(6.61) ©OF oE’ OE’ OF’

A0 = v—pig, .
Korzystajgc z rozwigzan (6.60) oraz ze zwiazkow

ay | = a§ 5 of ___ﬁlcos/m
* .BE 2 s 2 cosy’
E__ -]/2 ; SN gy B L
(6.62) ps = Ty lm, Bo | = Eaa '?193
oF OFE’ OF
af = ]/2 Cos,f‘ﬂtg_f“il H __ —~l/—2—~l SIN pagy U8 g

3 — T
2 sin ¥ ’ 2 siny ?
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fatwo otrzymadé

V.= —g (hg—) Sinl«talcosAGH(ﬂa—ﬂ?Hg(h 3)cosu31sinAoH(ﬂ3—ﬂ§>,

Ps
E
(6.63) ps
V= ¢ (h ) sin g, sin A0 H(af —a3)—g ( ) COS iz, €08 A 0 H(ak — aig).

w strefach 5, ..., 9.
Wykazemy, Ze warunki (6 58) zapewniaja nieujemnos¢ dyssypacji mocy w obszarach
., 9. Na podstawie (6.63) i (6.62) mamy

sinvcosA0 ,{ B °
—sin‘um ( ‘BH)HCBS .68)

sinvsin A6 as cosvcos 46 a
_ ’ 1_ H__ _ e o 4 _
——cos,um g (jag{)H(a& as) COS flay g( “3) H(af—ag).

W wyrazeniu tym nie wystepuje 6— funkcja, poniewaz g(h) = 0 [por. (6.34)]; co jest
odzwierciedleniem formalnym ciggtoéci pola predkosci przemieszezer (6.63). Korzystajac
ze zwiazku A0 = v—ug, otrzymujemy

(665  2e,y=sin { ( gZ)H(ﬂs )—g'(h%)H(a5*~aa)}+

(6.64) 2e, =

cosysind0 ,{ B,
T‘uu (ﬂc)H(.Ba /33)‘

+-cos?y { ( g;)H(ﬂa D—g’(h%)H(ag—aa)}Jr

—}—%‘SinZvctgyM{g’ (h%) H(3s—pE)— ( gi)H(ﬁa }

+ %sinzvtguu{g' (h%—) H(af —a5)—g' (h%) H(a&—aa)} >0
as as

ze wzgledu na (6.58) oraz z uwagi na to, ze 1) dla kazdego dwumianu ujgtego w nawias
pierwszy czlon jest «wygaszony» przez funkcje Heaviside’a wczeéniej niz drugi, 2) argu-
ment pierwszego czlonu jest wigkszy od argumentu drugiego czionu.

Rozktad sktadowej normalnej predkosci na brzegu obciazonym otrzymujemy ze
zwiazkdw

—

(6.66) Vol =V20 V) w| =p) =Y
op 2 0B 0B OB oB 2

korzystajac z rozwigzania (4.59). W ten spos6b otrzymujemy

661 V.| =16) = ’/2{ ( Ec)smllalH(s&G—f)"i'g( E)cosumH(z s>}

gdzie £ = [tgu,,. Rozklad ten pokazany jest na rys. 2.19.

Rozwiazania 4,5, 6. Podobnie mozna budowaé pola predkosci dla rozwigzan
4, 5, 6. Odpowiednie zaleznoéci podane sg w pracy [12]. Ograniczenia na dopuszczalne
rozktady predkosci beda podobne do (6.58).
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D. Omdéwienie wynikéw. Znalezione rozwiazania dla predko$ci przemieszezen wskazujq
na zasadnicza réznice miedzy grupa rozwiazan 1, 2 a grupg rozwiazan 3,4, 5, 6.

Rozwigzaniom z pierwszej grupy odpowiada obszerna klasa dopuszczalnych pdl
predkosci przemieszezen, zawierajgca pola nieciagle [por. warunki (4.47)]. W szczegol-
nosci rozwigzania 1, 2 sg stuszne dla przypadku weiskania gladkiego stempla przy V0= V2,

Rozwiazaniom z drugiej grupy odpowiada znacznie wezsza klasa dopuszczalnych pél
predkoéci przemieszezen, sktadajaca si¢ z pdl ciaglych [por. warunki (6.58)]. W szczegdl-
nosci rozwiazania 3, 4, 5, 6 nie moga by¢ poprawne dla zadania o wciskaniu stempla.
Wynika to ze wzordw typu (6.68) (por. takze rys. 2.19).

-y

gg(h%)caspﬂH(l—g)

\zﬁg(hé)sinya1H(¢”—¢)

|

0 G | B 13
Rys. 2.19

Na podkreslenie zastuguje specjalna rola, jaka odgrywaja rozwigzania odpowiadajace
punktom 4,, 4, na plaszczyZnie n = K_/Ky = const. (por. rys. 2.20). Rozwiazania te
nazywamy podstawowymi. ‘ )

Podstawowe rozwiazanie 4, otrzymujemy z rozwiazan 1, 2, 3, 4, gdy zachodza réw-
DOSCH fiyy = gz = Moy = Uy = Hag = Has = o = gz = 0, czyli dla nastepujacych katéw
d, y:

7w 1 w1
(6.68) y—7—|—5arccosn, 6~Z—7arccosn,

podstawowe za$§ rozwigzanie 4, odpowiada sytuacji, gdy w rozwiazaniach 3, 4,5, 6
odpowiednio fiaq = fhas = fas = fas = Jisg = Mg = Pz = fgs = 0, czyli gdy

(6.69) Y =%—%arccosn, 6=" ——Larccosn.

4 2

W obu przypadkach w czefci stabszej i czefel mocniejszej klina mamy jednorodny
stan naprezenia o = const, § = const (rys. 2.21). Sktadowa styczna wektora naprgzenia
na linii kontaktu L ma najwigksza dopuszczalna wartoéé K_ (linia kontaktu jest charakte-
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¢ (3,6) (3,4,56) (1,2,34,5) (12458)
n I ] p
‘l'l;llll!l
p F
Wiy, e ampr
\‘ K: .'r
|
37//4 ]'rl p
A =g +garcasn
! 6=Z+Larccosp 7
(12)
3= -7 arccosp
Az g=T 1 2
=T -Farccsy T
/21— K
P=%-= constg1
.
NP
N (12.34)
T/
4
(3458)
5
M 7/2 3nf4 2

Rys. 2.21

81

rystyka dla czgéci stabszej). Dla rozwiazania A, na linii kontaktu otrzymujemy nieciagloéé
naprezen pierwszego rodzaju, natomiast dla rozwigzania A, — nieciagloé

drugiego
rodzaju (por. p. 2). W rozwiazaniu 4, wystepuje skok predkoéci przemieszezed na lini

kontaktu («zniszczenie» ztacza), w rozwiazaniu A, pole predkosci jest ciagle. Wielkosé
obciazenia granicznego okre$laja wzory

(6.70)

6 Mechanika teoretyczna

Pay= K [(L+m+A =2, pa, =K [(1+m)—(1—7)7).



82 ’ JAN RYCHLEWSKI

Rozwiazania podstawowe maja nastepujgca interesujaca wlasnoéé: przez zmiany para-
metréw 08, y, 7 mozna z nich otrzymaé wszystkie 6 znalezionych rozwiazan (rys. 2.21).

Z podobng sytuacja spotkamy si¢ w p. 14 przy analizie no$nosci granicznej skrgcanego
preta o skokowej niejednorodnosci. Nasuwa to nastgpujaca koncepcjg rozwigzywania
zadan tej klasy: nalezy znalez¢ rozwiazania podstawowe i nastepnie badaé ich zachowanie
si¢ przy zmianie parametrow. Koncepcja ta wymaga jednak dokltadniejszego sprecyzo-
wania i zbadania.

Powierzchnie

(6.71) Hij()’s d,mM=0

dziela obszar (4.1) przestrzeni Cy na 6 podobszaréw odpowiadajacych szedciu znalezionym
rozwigzaniom. Charakter tego podzialu przestrzennego mozna uprzytomni¢ sobie bez
trudnosci operujac przecigciami # = const. Poniewaz

T T ’ T
(672) /'413 (77 71 77) = 01 /'436(01 01 77) - 0 ’ /'456(7’ O, 77) = 07

to kolejne przekroje n = const beda podobne do przekroju n = 1/2 przedstawionego na
rys. 2.20, a réznice bedg wynikaé z innego usytuowania punktéw A;, A,.

3_7t:7'l:

Przy wzroécie n od O do 1 punkt A, wedruje od potozenia T( i

) do potozenia

S (%, %—), punkt za$ /,12 wedruje od R(%, 0) do S, przy czym oba punkty leza stale

na prostej y—0 = ~741

Dla #n = 01 n = | otrzymane rozwiazania przechodza w znane rozwiazania dla klina
jednorodnego o rozwarto$ci odpowiednio 6 i y. Istotnie, przy n = 0 obszary 5, 6 redukuja
si¢ do linii, rozwiazania 3, 4 przechodza w rozwigzanie klasyczne.z linia nieciagtosci
(6 < ®/2), rozwiazania za$ 1, 2 pokrywaja sie¢ z klasycznym rozwigzaniem ciaglym
(6 = 7/2). Analogicznie dla n = 1 znika obszar 4, rozwigzania 3, 6 pokrywaja si¢ z kla-
sycznym rozwiazaniem nieciaglym y <{#/2, a rozwiazania 1, 2, 5 — z klasycznym roz-
wigzaniem ciaglym (y = =/2).

Rozpatrzone kliny niejednorodne moga byé podzielone na grupy o mniejszej ilosci
mozliwych rozwiazan. Np. dla 0 < y < m/4 niezaleznie od wartoéci » bedziemy mieli do
czynienia jedynie z rozwigzaniami 3, 6. Analogicznie dla =/2 < 6 < 3m/4 wystapiag
Jedynie rozwiazania 1, 2 itd. (por. odpowiednie oznaczenia przedzialéw zmiennosci 9, y
na rys. 2.20).

Nalezy podkresli¢, ze nie sprawdziliémy jednego z warunkéw poprawnosci rozwigzan
dla ciata sztywno-plastycznego bez wzmocnienia, mianowicie nie wykazaliémy, Zze obszar
ponizej charakterystyki 4B moze by¢ istotnie obszarem sztywnym. W tym celu nalezatoby
znaleZ¢ w tym obszarze stan naprezenia spetniajagcy rownania réwnowagi, warunki o, =
= 7, = 0 na krawedziach bocznych, warunki ¢, =0, 7, = K, na 4B oraz warunek
(0xx—0yy)?+40%, < 4K . Nie ma powodu, aby watpié, ze takie przediuzenie stanu na-
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prezenia istnieje, tym niemniej z formalnego punktn widzenia podane rozwigzania nalezy
zaklasyfikowaé jako rozwiazania kinematycznie dopuszczalne.

Powyzsza okoliczno$¢ nabiera istotnego znaczenia dla przypadku, gdy obcigzona jest
krawedz stabszej czesci klina (por. [12]).

Chcieliby§my stwierdzié, ze rozwazony przyklad wskazuje, jak sie zdaje, na celowosé
uzycia najprostszych dystrybucji H(x), 3(x) do opisu pdl predkosci przemieszczenia
i odksztalcenia w plaskim stanie odksztatcenia oérodka idealnie plastycznego. Linie
niecigglosci predkosci przemieszczenia znajduja naturalny wyraz we wzorach na V,, Vp
[cztony typu AH(x), 4 # O por. np. wzér (6.45)] oraz we wzorach na €,; [czlony typu
A3(x), A # 0, por. np. wzdr (6.46)], co formalizuje orientacje w przebiegu linii niecigglosci
i sprowadza sprawdzenie warunku 4 2> 0 na liniach nieciaglosci do formalnego stwierdze-
nia znaku odpowiednich wspdlczynnikéw. Odpada rowniez konieczno$é oddzielnego
uwzglednienia cztonéw odpowiadajacym liniom nieciggltoéci we wzorach na moc dyssy-
pacji, bowiem zawiera je caltka f Cp0.pdS. Na uwage zastuguje takze zwarty i przejrzysty
charakter wzoréw na V,, Vg, €,5 w obszarach skladajacych si¢ ze stref o réznych rozkia-
dach predkoscei [por. np. wzory (6.63) wspolne dla pigeiu stref]. W podobny sposéb mozna
uzyé dystrybucji H(x), 3(x) w innych dziatach teorii plastycznosci.

Na zakonczenie nalezy dodaé, Ze rozpatrywane rozwigzania mozna probowaé uzyskaé
z przejs¢ granicznych od rozwigzan sprezysto-plastycznych dla klina obciazonego na
brzegu nieskonczonym. Odpowiednie rachunki dla klina jednorodnego zawarte sa w pra-
cach [25-27]. Dokladniejsza analiza wskazuje jednak, ze wyniki prac [25 1 26] nie sa
poprawne dla y > z/2, poniewaz w poblizu osi dyssypacja energii jest ujemna. Dyskusja
tego problemu zawarta jest w pracy [28].

7. Dzialanie gladkiego sztywnego stempla ma pélprzestrzen [1]

Rozwazymy zadanie o dziataniu gladkiego sztywnego stempla na prostoliniows kra-
wedz ciata ztozonego z dwu materialédw o stalych, ale réznych granicach plastycznosei
(rys. 2.22). Przyjmiemy, ze linia podziatu L jest.prosta przecinajaca brzeg w punkcic O,

Rys. 2.22

za$ stempel dziata na materiat mocniejszy, przy czym jego krawedz pokrywa si¢ z punktem O.
Zaktadamy ponadto, Ze ciato jest na tyle duze, Zze plynigcie plastyczne zlokalizowane
jest w obszarze stykajacym sie¢ ze stemplem. Przyjmiemy wreszcie, ze zlacze L ma wlas-
nosci opisywane przez model 11, przy czym spelniony jest warunek (2.4).

6*
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Nalezy wyznaczyé stan naprezenia i predkosci przemieszczen oraz warto§é graniczna
sily nacisku w chwili odpowiadajacej poczatkowi niepowstrzymywanego plynigcia plas-
tycznego.

Zadanie charakteryzuja dwa niezalezne parametry

K_
(7.1) n= X’ 9,
gdzie K_, K. oznaczaja odpowiednio granice plastycznodci strefy stabszej i mocniejszej,
o jest katem rozwarcia strefy slabszej.
Na brzegu OB warunki brzegowe dla predkosci nalezy zapisaé w postaci

(1.2) —V,| = V°+(VB~V0)§, 0<x <1,
OB

gdzie ¥, VP oznaczaja predkosci pionowe krawedzi stempla w chwili poczatku ruchu,
AB oznacza nieznana granice czgéci sztywnej i plastycznej, ktéra jest charakterystyka B.

Warunek dla skladowej normalnej wektora predko$ci pod stemplem uwzglednia
w charakterze przypadkéw szczegdlnych nastgpujace mozliwoéci:

1) stempel jest zaglgbiany w material ruchem postgpowym,

Vo =7V1% >0,

2) stempel jest zaglgbiony w material z jednoczesnym obrotem; predkoséei V° > 0,
VB> 0 s dane, przy czym V¢ # V5,

3) dana jest predko$¢ pionowa pewnego punktu posredniego V¥, 0 < x <1 (przegu-
bowe obciazenie stempla),

4) ciezki stempel spoczywa na krawedzi OB; wielkoéci V9, V2 nie sa dane.

Traktujac pOlprzestrzen jako klin o kacie rozwarcia y ==z przy czym ¢ = m—9d
widzimy, ze poprzednia szczegdlowa analiza dopuszczalnych rozkladéw predkosci dla
klina pozwala uzyé otrzymane w p. 6 rozwigzania dla zadania o stemplu. Istotnie, rozktad
predkosci (7.2) jest szczegblnym przypadkiem rozkiadu (6.41). Specyfikujac odpowiednio
poprzednie wzory uzyskujemy dwa rozwiazania, przy czym rozklad nacisku pod stemplem
jest rGwnomierny (*%)

Rozwiazanie 1 (rys. 2.23, 2.24). Nacisk w chwili odpowiadajacej poczatkowi
niepowstrzymywanego plynigcia wynosi zgodnie z (6.11)

(13) p= K+{1 +7 (1 —cos2¢)+ (1 — 72 sin22g)" 2+ [32—H—ZQ—arccos(nsinZQ)]}.

y
p</4
A £ 0 B

X

Rys. 2.23

(*8) W pracy [11], wykonanej przed praca [12], zostal przyjety inny tok postgpowania, niezalezny od
rozwiazania dla klina.
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Rozklady predkosci na podstawie (6.42) i (6.45) sa okreflone nastepujaco
(7.4) Vi=0, Vi=—y2Voqarr—v), i=1,2,3,

Ve = VfV“sinA0+2(V°_VB)§nS(% ﬂ—;’

(1.5)
i A0 o ymCospcos46 a,
VE= —y2V%o0sA0+2(VO~V )C—OS(M_AO) a
(7.6) Ve=0, Vi=V}

gdzie a;, ag, o, sa wspolrzednymi w ukladach kartezjanskich, za§ a, jest wspdirzedna
radialng w ukladzie biegunowym (rys. 2.24).

_/31

Rys. 2.24

Podane pole predkosei jest nieciagte wzdtuz linii podziatu strefy sztywnej i strefy ruchu
plastycznego, tzn. linii AF i EFGB oraz wzdluz charakterystyki FH. Wielko§¢ skoku
wynosi

(17)  AVlgres = V2VB, |AV|=V2VBcosd0, |AV|gy=2V?sin40.

Na uwagge zastuguje wykryte zjawisko jako$ciowe: w chwili odpowiadajacej poczatkowi
niepowstrzymywanego plyniecia plastycznego obszar stabszy zostaje podzielony linia nie-
ciaglosci wektora predkosci przemieszezen na dwie strefy o réinej kinematyce ruchu.

Gdy granice plastyczno$ci wyréwnujg si¢, 17 — 1, lub strefa stabsza maleje do zera,
¢ — 0, otrzymane rozwigzanie przechodzi w sposob ciagly w rozwiazanie dla jednorodnej
potprzestrzeni; wzdér (3.12) okreéla znana warto$é p = K(2+m).

Gdy % — 0, otrzymujemy rozwiazanie dla jednorodnego klina o kacie rozwarcia
n—p = 3m/d. '

Otrzymane rozwiazanie obowigzuje wobec (6.12)iy =m, p = n—4d dla

(7.8) 0 g%.

Gdy ¢ — =/4 strefa 4 redukuje si¢ ze zera, przy czym moZna pokazal, e jednocze$nie
zachodzi €}y ~ o (por. [11]), w pozostalych za§ obszarach €,; sa ograniczone.
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Rozwiazanie 2 (rys. 2.25, 2.26). Nacisk w chwili osiagniecia noénoci podioza
wynosi zgodnie z (6.16)

(7.9 ps= Ky [1—{—17 (1—{—29—— %) +(1_;72)1/2+ (377‘ —2g—arccos17)] .

Rozktad predkosci w obszarach 1, 2, 3 okreslaja wzory poprzednie, za§ w obszarach
4, 5 na podstawie (6.49) mamy

(7.10) Vi=0, Vji= —V°(1+n)1/2+(V°—VB)(1+n)%, i=4,5,

gdzie @, ma sens wspdlrzednej w ukladzie biegunowym, za§ ay w ukladzie kartezjanskim.

Bs

Rys. 2.26

Podane pole predkosci jest nieciggle wzdtuz AIE, EFGB, EO. Wielkoéci skokoéw
WYynosza

AV zron = V2VE,  14V|g = A+n)"2V?,

(7.11) - |
[4Vlso = ~Vjlsosinx = VOU =i (VO—PP)(1—p) 2 450,
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Nalezy podkreslié, ze wielkoé¢ skoku predkoéci na linii kontaktu jest Zmienna.
Zgodnie z (6.17) rozwiazanie obowiazuje, gdy
4 3

. w1
Lo ——
(7.12) 7 Ses3 5 arccosz.

Gdy n — 1, to » — 0 i otrzymujemy w granicy rozwigzanie dla jednorodnej pdlpfasz-
czyzny, przy czym |4V op — 0, za§ p - K(2-+x).
- Gdy 7 — 0, to » — 7/4 i w granicy otrzymujemy rozwigzanie dla jednorodnego klina
o kacie rozwarcia x—p = 7/2.
Na podstawie (6.47) stwierdzamy, ze warunki konieczne i dostateczne na to, by dys-
sypacja mocy we wszystkich obszarach i na wszystkich liniach nieciggtoéci byta nieu-
jemna, maja dla obu rozwigzan postaé:

(7.13) VE=0Q, VOzVB
lub
(7.14) VE=0, V°>0.

Gdy V? = 0 stempel zaczyna obracaé sie woko6! punktu B w kierunku odwrotnym do
ruchu wskazdwek zegara, przy czym:

w rozwiazaniu 1 pole predkosci jest ciagle z wyjatkiem punktu osobliwego O,

w rozwiazaniu 2 :

(7.15) : [AVleres =0, [AV[gg =0,

natomiast skok predkosci na linii kontaktu EO maleje liniowo od wartosci VO(1—n)"*
w punkcie O do zera w punkcie E.

i

D‘K—+

"oy ———— -

4

051

A
/A4 7/2 3n/4
Rys. 2.27

Gdy V° == V5 stempel zaczyna zaglebiaé sie ruchem postegpowym, przy czym:

w rozwiazaniu 1 obszary 1, 3, 4, 5 zaczynaja poruszaé sig jak bryly sztywne, a dys-
sypacja energii ma miejsce jedynic w obszarze 2 i na liniach nieciagloéci predkosci AE,
EFGB, EH;

W rozwigzaniu 2
(7.16) Vo=VE ep=e;=¢4=0, [4AV],=V(1-n"*= const
i dyssypacja energii nastepuje tylko w obszarach wachlarzy biegunowych 2, 4 oraz na
liniach nieciaglosci predkosei.

Jezeli spos6b zaglebiania stempla jest narzucony i niezgodny z (3.21), (3.22), to przed-
stawione rozwiazania przestaja obowiazywaé.

Obszary stuszno$ci znalezionych rozwiazan w plaszczyinie parametrdw 7, ¢ przedsta-
wione sa na rys. 2.27.
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Dla wigkszych katéw ¢ nie udato si¢ znalezé rozwiazan, ktére spelniatyby warunki
brzegowe w naprezeniach i predkosciach (3.2), (3.3), (3.4) i spetnialy warunek nieujemnosci
dyssypacji energii. Rozwiazania 3, 4, 5, 6 z p. 6 nie moga byé tu uzyte ze wzgledu na
(6.58); aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy spojrze¢ na rys. 2.19 niezgodny z (7.2).

Wartoéci p okre§lone wzorami (6.19), (6.22), (6.26), (6.30) przy y =m 0 =m—p
mozna uznaé jednak zgodnie z twierdzeniami ekstremalnymi teorii plastycznoéci za oceng
dolna noénosci podioza w odpowiednich przedziatach g, 5

Nalezy sadzié, ze dla duzych katéw rozwarcia strefy stabszej poczatkowy nlepowstrzy-
mywany ruch plastyczny nastapi przy odmiennej konfiguracji stref plastycznych, a roz-
wiazania zawieraé¢ beda izolowane linie poslizgu(*®).

Przytoczone rozwiazania 1,2 mogg by¢ uogdlnione w rozmaity sposdb oraz uzyte
w wielu innych zadaniach.

Gdy wytrzymalo$¢ zlacza, ktdra dla modelu IT charakteryzuje liczba K, (oznaczenie
w p. 2, rozdz. I — K,,), jest mniejsza od K-, rozwiazanie 1 nadal obowiazuje, jednakze
dla wezszego zakresu g, mianowicie dla

(7.17) 0o < <T - %arccosﬁ.

Dla wigkszych ¢ rozwigzanie ciagle nie jest mozliwe.

Wskazemy jeszcze, ze uogoélnienie przytoczonych rozwigzan na odpowiednie zadania
o noénoéci granicznej podioza sypkiego lub betonowego jest w pewnych przypadkach
tylko kwestia rachunkow.

8. Przecigganie warstwowego pasma przez gladks matryce

Rozpatrzone powyzej zadania dotyczyly zagadnien wytrzymaloéci ukladdéw stano-
wiacych kompozycje kilku materiatdw, Wyprowadzone wzory (6.11), (6.16), (6.19), (6.22),
(6.26), (6.30), (7.3) i (7.9) moga mieé bezpofrednie zastosowanie do oceny noénosci gra-
nicznej. Wyniki otrzymane zostaly w zasadzie przy uzyciu §rodkéw elementarnych.

Zagadnienia przerdbki plastycznej metali, w ktérych mamy do czynienia z jedno-
czesnym przeplywem kilku metali oraz deformacja rzgdu dziesigtkow procentdw sa z reguly
trudniejsze do analizy.

Naszkicujemy jako przyklad opis ustalonego procesu przeciagania dwuwarstwowego
pasma przez gladka nieodksztalcalna matrycg o prostoliniowych brzegach(*) (rys. 2.28).
Zadanie charakteryzuja cztery niezalezne parametry bezwymiarowe

h K- h-

(81) s:l—ﬁﬂ €=—1~'<‘:, @, f~— H+ h—+"

gdzie 2H, 2H,, H_ oznacza grubo$¢ poczatkowa pasma jako calosci, warstwy $rodkowe;j,
warstwy zewnetrznej, 2h, 2h:, h— odpowiednie grubo$ci na wyjsciu z matrycy, 2¢ kat

(1% Jak stad wynika, problem wciskania gladkiego sztywnego stempla w krawedZ boczna jednorod-
nego klina o kacie rozwarcia mniejszym od z/2 (przypadek szczegblny naszego zadania dla o > =/2
7 = 0) nalezy uznaé za otwarty.

(*) Ponizej referujemy wyniki uzyskane wspdlnie z M. Arcisz; szczegdly rachunkéw znajdzie Czy-
telnik w publikacji [16].
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rozwarcia szczeliny, Ky, K- — granice plastycznosci warstwy $rodkowej i warstwy ze-
wnetrznej(*®) :

Z warunku nieécisliwodei otrzymujemy zwiagzek pomiedzy predko$ciami ruchu pasma
przed i za matryca w postaci VH = Uh.

Ograniczymy si¢ do takiego zakresu parametréw (8.1), w ktérym strefy plastyczne
zlokalizowane w poblizu brzegdw matrycy stykaja si¢ z soba w jednym punkcie A, na
osi pasma, Zatozymy ponadto, ze rozpatrywany jest przypadek, gdy na kontakcie warstw
moga powstaé znaczne napreZenia styczne; jest to stuszne np. wtedy, gdy rozwazamy
kolejny proces przeciagania bez smarowania powierzchni kontaktu.

hy

0s pasma T Ag

Nieznane charakterystyki AgyL, AgyM ograniczaja obszar odksztalcen plastycznych.
Czastki materiatu znajdujace sie w danej chwili czasu poza tym obszarem pozostaja
sztywne.

Analizujac rozkiad predkosci ruchu mozna udowodnié, ze rozkfad nacisku na matryce
jest rGwnomierny. Oznacza to, ze podobnie jak w przypadku klasycznym [20] siatka linii
poslizgu w warstwie zewnetrznej skiada si¢ z czgéei LAs, Ao M, W ktérej linie a, § sg pros-
tymi nachylonymi pod katem +4m/4 do brzegu, wachlarza LKd,, z prostoliniowymi
charakterystykami « oraz wachlarza MPA,; z prostoliniowymi charakterystykami p.
Katy rozwarcia wachlarzy vy, »y Sa nieznane.

Rozkiady predkosci ruchu beda mialy postaé [16]

(8.2 V. = const, Vi=const w LAgpAdsM,
(8.3) Ve=—/107), Vi=A0) w LKAs,,
(8.4) Ve =/0), Vi=/07) w MPAy,

gdzie f1, f; sa nieznanymi funkcjami kata nachylenia linii « do osi x w warstwie zewnetrzne;j.

(1®) Zmienilismy oznaczenie dla X-/Ks, poniewaz symbol n bedzie w tym punkcie mial inne znaczenie
(por. (8.5)).
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Mozina wykazaé nastepnie, ze cze$¢ A,3 As, linii kontaktu materiatéw, bedacej torem
czastek, jest odcinkiem prostym réwnoleglym do brzegu matrycy. Wynika stad, ze jest to
trajektoria naprezen gidwnych i zgodnie z wnioskami p. 5 charakterystyki przechodzg
z obszaru gornego do dolnego bez zatamania. Stad w obszarze Ay, A,54,, mamy do czy-
nienia z prostoliniowymi charakterystykami a, f. ‘

Analiza rozkladu predkoéci na granicach czgéci sztywnych i obszaru plastycznego
prowadzi do wniosku, ze wsp6lna deformacja plastyczna warstw jest mozliwa tylko wtedy,
gdy w punktach P, K charakterystyki AgoL, AooM sg zalamane, przy czym przez punkty
te przechodza wachlarze charakterystyk o nieznanych katach rozwarcia v, sx,.

W tej sytuacji jest rzecza widoczna, Ze rozwiazanie mozna begdzie otrzymaé na drodze
numerycznej, jezeli tylko znane beda ksztalty cze§ci PA,;, Ags K linil kontaktu. Istotnie,
z warunkéw (5.5) i (5.6) okreSlimy wtedy o+, 0+ na A3, K, Ay P, co pozwoli zbudowaé
siatke a, f w obszarach Ay Ay P, Asg 43K (por. [20]). Na podstawie twierdzenia Hencky’ego
o wlasnos$ciach linii po$lizgu stwierdzamy, ze w obszarze AgyAsy Ay A5y charakterystyki a,
sa prostoliniowe, za§ w obszarze Ay Ay3Ase Ay, charakterystyki £ sa prostoliniowe. W opar-
ciu o wyznaczone w ten sposéb tuki Ay, dsy, Ay A Okreslamy siatke o, § w obszarze
ostatnim Ag, Ass Asg Ago -

Udowodnimy ponizej, ze analiza predkosci ruchu w warstwie Srodkowej pozwala na
znalezienie ksztaltu {ukéw PAys, Ag,K. W tym celu uzyjemy zmiennych charakterystycz-
nych #, & zdefiniowanych nastgpujaco:

1
n= 2—K+(0'_go)+(0‘60)
(8.5) ) W ApPK,
£= m(a—ao)”‘(e—@o)

gdzie o, jest nieznana warto$cia ciSnienia §redniego w punkcie A4qy, za$ 0, = 0(Ay) =
= —nf4. Uznajac 7, £ za zmienne niezalezne rownania Geiringer (4.14) mozna doprowa-
dzi¢ do postaci réwnan

1 1
(86) Va,"'—‘ 7 Vﬂ == 0, Vp,g—

réwnowaznych dwom réwnaniom telegraficznym

1 1
(87) Va,,lg:—z“ Va == 0, V/;',,e'—z Vp == 0
Charakterystyki 4,0 K, AgP zgodnie z (8.5) odwzorowuja si¢ na plaszczyzne zmiennych
7, & wproste £ =0, n = 0.

Zapisujac warunki brzegowe dla predkosci na Ay, P i A K otrzymujemy

6. § = 0(4oK): Vy= —Ucos (g +1),

(8.9) n=0(dpL): V,= —Vcos (%—i—%), V=U(l—g¢),
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co wraz z (8.6) stanowi poprawne sformwowanie problemu brzegowego charakterystycz-
nego dla réwnan telegraficznych (8.7) (por. [29]). l

Rozwigzanie otrzymujemy opierajac si¢ na znanych z teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych wzorach [29]. Stosujgc te wzory otrzymujemy

A §
1 2 —_ . — I
©10 .= L eaty =r@sin( 5+ ) - 1 v = ysin 45

1 , — | A
T Vy = —sin (—;1 — —712—5) + 5 Eof JO(]/—n(é—t))cos (% + %) dt,

gdzie Jy(s) jest funkcja Bessela zerowego rzedu.
Korzystajac ze zwiazkow (5.5) i (5.6) wiazacych o, 6 z obu stron linii kontaktu oraz
zaleznoSci (8.5), otrzymamy

(8.11) n=mn(07), &é=§(0") mna. Pdy,
(8.12) 7 = n{(07), =£&,(07) na KAy,

(jawnej postaci tych wzordw nie podajemy). Podstawiajac (8.11) i (8.12) do (8.10) otrzy-
mujemy V,, ¥V w warstwie §rodkowej na linii kontaktu jako funkcje kata 0.

Poniewaz z zatozenia wektor predkosci ruchu jest ciagly na styku warstw, otrzymujemy
na podstawie zwigzkéw (8.3), (8.4) 1 (5.13)

. : 1
(8.13)  fi(67) = Vo (0~)cos A+ V(07)sin Ay, Ay, = 6_‘}"3‘;‘*_2"(771—51);

. 1
B19) £(67) = —Va0)sin Ayt Vo0 cos dpy, Ay = 07+ T~ (n— &),

Skorzystamy wreszcie z tego, ze luki PA4,,, 43, K sa torami, tzn.

dr, A'rzdf)z‘ Aok — dry  rdby

£HO07) A0 e 100 fi6r)
Calkujac te réwnania otrzymujemy poszukiwane réownania fukoéw Pdys, As. K W postaci:
B, B,
Fy =, ApK: 1=,

' L07) o RACH)
gdzie ry, 07 i r,, 07 sa wspdlrzednymi biegunowymi o biegunach K i P odpowiednio.
Stale B;, B, wyznaczamy na podstawie wspotrzednych punktéw P, K.

Po uzyskaniu (8.16) mozna zrealizowaé wskazany powyiej program wyznaczenia
siatki linii poSlizgu. Jest rzecza oczywista, Ze maszkicowany tok postepowania i wyko-
rzystania wzoréw (8.16), (8.13), (8.14) i (8.10) wymaga przeprowadzenia obliczen nume-
rycznych na maszynie cyfrowej.

Dla nieznanych parametréw

(8.15) PAd,;:

(8.16) Pdyg:

817 VLo s Vi %ps Eps Mk
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otrzymuje si¢ uktad réwnan przestepnych z catkami z funkcji Bessela. Analiza tego uktadu
wykazuje, ze tylko

(8.18) dla e < 1 mamy vy, %y, ¥, %, > 0,

a wigc zaproponowane rozwiazanie jest poprawne, gdy przeciagane pasmo skiada sig
z mocniejszego rdzenia ze stabszymi zewngtrznymi naktadkami. Mozna udowodnié
réwniez, ze gdy e — 1, to otrzymane rozwiagzanie zdaza do znanego rozwigzania dla
pasma jednorodnego.

HI. Skrecanie pretéw o skokowej niejednorodnosci poprzecznej (*?)

9. Podstawowe rownania w pewnym ukladzie krzywoliniowym

Przedmiotem naszych rozwazan beda skrgcane prety pryzmatyczne o dowolnym
przekroju poprzecznym. Przyjmiemy klasyczne zalozenia Saint-Venanta odnoszace sie do
przemieszczen. Prowadzi to do konieczno$ci ograniczenia si¢ do przypadku, gdy granica
plastycznosci K nie zalezy od z (o z kierujemy réwnolegle do tworzgcej preta). Istotnie,
przyjmujac np. kartezjanski uklad wspdirzednych mozna pokazaé (por. np. [30]), zZe
zalozenia Saint-Venanta prowadza do zaleznosci o, =0, =0, = 7, = 0. Z réwnan
réwnowagi mamy 7., ., = 0 i 7,, , = 0. Warunek plastycznosci moze by¢ teraz speiniony
na raz w calym precie tylko dla K, =0. W przypadku K= K(x, y, z) zalozenia Saint-
Venanta nie moga by¢ zatem przyjete. W stadium sprezysto-plastycznym i w chwili
poczatku niewstrzymanego ptynigcia mamy w tym przypadku do czynienia ze zlozo-
nym przestrzennym stanem naprezenia.

Rozklad naprezed w catkowicie uplastycznionym precie o poprzecznej niejednorod-
nosci opisuje w dowolnym ukladzie ortogonalnym o, f, z, gdzie a, f sa wspotrzednymi
krzywoliniowymi w plaszczyZnie przekroju, uklad zloZzony z réwnania réwnowagi

9.1) (hﬁ Taz),u"l_(harﬂz).l’ =0
i warunku plastycznosci
0.2) Ter 75 = K*(a, f)

Poszukiwanie skladowe fizyczne tensora naprezenia 7,,, 75, okreslaja wektor naprezenia

— . B« -1
(93) T= Taz‘ha +Tﬂz hﬂ ’
gdzie g,, g, sa wektorami bazy (rys. 3.1). Warunek plastycznoéci ma zatem postaé
(9.4) |t| = K(a, B).
Wprowadzajac funkcje naprezen przez wzory,
oF JF
(95) Tar _8—30’ T(]z - —6—S¢:

(%) W rozdziale tym oméwimy prace [13], [14]. Niektore wyniki przedstawiono réwniez w pracy [4].
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czyli przez zaleino$é
Tgrad F =0,

spetniamy tozsamo$ciowo réwnanie réwnowagi. Funkcje naprezen okresla warunek

oF\* [
0.6 (2] () = graarre = e,

Trajektoriq naprezenia stycznego w plaszczyznie a, f nazywamy linie styczna w kazdym
punkcie do wektora =. Liniq poslizgu nazywamy lini¢ prostopadia w kazdym punkcie do
wektora T. Linie po$lizgu i trajektorie stanowig krzywoliniowa siatkg ortogonalna y, 4.

Pierwszym ogdlnym studium o nos$noéci granicznej skrecanych pretéw o ciaglej po-
przecznej niejednorodnosci byla praca A. 1. Kuzniecowa [31], ktory analizowal réwnania

Rys. 3.1 Rys. 3.2

(9.1) i (9.2), odniesione do ukiadu kartezjanskiego. Postugujac si¢ metods pdtodwrotng
wykazal on m.in., ze w przypadku gdy granica plastycznoéci zalezy jedynie od odlegtosdci
od konturu, wektor naprezenia stycznego jest prostopadIy‘do normalnej do konturu.

Wynik ten mozna otrzymaé natychmiast, jezeli postuzyé sie siatka ortogonalna poka-
zang na rys. 3.2. Wspolrzedna r jest odlegtoéceia od konturu, s jest stugoscig tuku na kon-
turze, R(s) jest jego promieniem krzywizny (dla sytuacji pokazanej na rys. 3.2 R < 0),
parametry Lamégo wynosza H, = 1, Hy = 14-x(s)r, #(s) = 1/R(s). Uktad réwnan (9.1),
(9.2) przyjmuje postaé

9.7 Tse, s+ (1 %17y 457, = 0,
(9.8) 2475 = K(r, 5).
Gdy K = K(r), to jedynym rozwigzaniem tego ukfadu, spetniajacym na brzegu warunek
7, = 0, jest
9.9) Ty = K@), 7.=0,

zatem trajektoriami naprezef stycznych sa linie r = const naszego ukladu, a liniami
poélizgu linie s = const. .

Przyjety uklad wspdlrzednych moze byé z powodzeniem wykorzystany w wielu
zadaniach skrecania [32].
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10. Skokowa niejednorodnosé. Warunki dla naprezen na powierzchni kontaktu

Szereg zagadnien praktycznych prowadzi do koniecznodci rozwazenia sytuacji, gdy
wzdtuz pewnych krzywych w przekroju poprzecznym nastepuje skok granicy plastycz-
nosci K.

W rozdziale niniejszym ograniczymy si¢ do istotnego dla zastosowan przypadku, gdy
skrecany pret sktada sig ze skoiczonej ilosci pretéw pryzmatycznych jednorodnych o réz-
nych granicach plastycznosci K; (f = 1, ..., n) (rys. 3.3.). Lini¢ styku »-tej i p-tej czedci
w przekroju poprzecznym oznaczonym przez L,,.

Jest rzecza zupelnie oczywista, ze podane wartoéci K,, K, nie wystarcza do opisu
zachowania si¢ zlacza jako catosci. Wystarczajaca dla problemu no$noéci na skrecanie
informacja uzupelniajacg bedzie podanie maksymalnej wartosci naprgzenia stycznego,

J.
(5

/3 1 rﬁﬂ

JH

Rys. 3.3

ktore moze byé przekazane przez lini¢ kontaktu L,,. Warto$¢ t¢ oznaczymy przez K,,(29).
W realnej konstrukeji liczba K, zalezy od charakteru potgczenia (styk klejony, polaczenie
zgrzewane, styk z przyczepnosdcia itp.). Gdy zachodzi nierownosé

(10.1) K,y = min(K,, K,),

to warto§¢ K,, jest nieistotna i nie wchodzi do rachunkéw.

Lini¢ kontaktu L,, przyjmiemy jako lini¢ # (« = const) uktadu krzywoliniowego
(rys. 3.4). Wektory naprezenia w czgSciach o granicach plastycznoéei K,, K, oznaczymy
przez ¥, ©*. Ze wzgledu na to, ze z obu stron linii Z,, material ma by¢ uplastyczniony,
moduly tych wektorédw sg rowne odpowiednio

(10.2) [T = @+ @) = K, PP = @) = K
zatem linia nieciqgloSci granicy plastycznodci jest zawsze liniq niecigglodci napreZen.
Z ciggtosci sktadowych normalnych wektordw ©*, ©* wynika

(10'3) T:Z = T{:Z = TﬂZ5 |Tazl < K\?ﬂ.,

(*°) Poniewaz z przyjetych zalozen teorii skrécania wynika oze = ogp = 0, to dwa modele ztacza zde-
finiowane w rozdziale I pokrywaja sig.
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z warunkéw zaé (10.2) wynika warto$¢ skoku sktadowych stycznych

v w ](Kg_fgz)lm— (&?_TEZ)I/ZL
(10.4) ‘Tﬂz_flfz - |(K3_722)1/24_ (K3_731)1/2|-

Przyjmijmy dla uporzadkowania dalszych rozwazan, ze K, > K|, oraz ze kierunek wektora
<" jest dany.

Polozenie wektorow =¥, «* na linii L,, przedstawia rys. 3.4a. Wprowadzajac termino-
‘logie uzyta w p. 5 nazwiemy sytuacje odpowiadajaca znakowi minus we wzorach (10.4)
nieciggloécia pierwszego rodzaju (gérne polozenic wektora <), a sytuacje odpowiadajaca
znakowi plus nieciagto$cia drugiego rodzaju. Linia L,, bedzie z reguly linia nieciggtosei
pierwszego rodzaju, spowodowanej tylko przez niejednorodno$¢ i majacej bezpo$redni

lATﬂZI

Rys. 3.4

sens fizyczny. Nieciaglo$é drugiego rodzaju odpowiada wyjatkowej sytuacji pokrywania
si¢ linii L,, z linig nieciaglo$ci naprezen, ktéra miataby miejsce w materiale jednorodnym.
Przy rozwiazywaniu problemow brzegowych potrzebne beda katy, jakie tworza wektory
7', ©* z normalng do L,,, oznaczone odpowiednio przez u,, y,, oraz kat miedzy tym’
wektorami oznaczony przez y. _
Zwiazki miedzy tymi katami dla linii nieciagloéci pierwszego rodzaju okresla warunek
ciagtoéei sktadowych 7, 72,. Maja one postaé

(10.5) w, = arccos(%coswv), L= Vy— Py

Kat y jest jednoczes$nie katem zalamania linii poélizgu na linii kontaktn. Katy w,,
¥, musza spetniaé warunki

in
o
—
[«
(¢}
O
A

(10.6) Yu 2 Py I§< , W, =P, = arccos -,
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Gdy zachodzi nieréwno$é (9.7), kat nachylenia wektora " ograniczony jest od dotu
przez warunek )

§:3

' K
(10.7) P, == ¥ = arccos 7

v

Znak réwnoéci odpowiada granicznej konfiguracji przedstawionej na rys. 3.4b.

11. Analogie Nddaia dla skokowej niejednorodnosci

Dla skrecania pretow o skokowej niejednorodnosci obowigzuja proste uogdlnienia
obu analogii Nadaia [33].

Pierwsza analogia Nadaia (analogia wzgdrza piaskowego) dotyczy funkcji napr¢zen F
wprowadzonej przez zwiazki (9.5). Warunek plastycznodci okresla I w kazdym z obszardw
z osobna réwnoscia

(11.1) ' lgradF|=K; w G,

Powierzchnia reprezentujaca F jest wigc w kazdym z obszarédw powierzchnia réwnego
spadku, ktoérego warto$é jest inna w kazdym obszarze. Ze zwiazkéw (9.5) wynika, ze
linie stalego F sa w kazdym obszarze trajektoriami naprezenia stycznego.

Wykazemy obecnie, ze powierzchnia F moze byé przyjeta jako ciagta przy dowolnej
liczbie i konfiguraciji stref G; o réznej granicy plastycznosci.

Istotnie, w kazdej strefie G; z osobna F jest ciggta. Na granicy L,, stref G,, G,, przy-
jetej jako linia §, z warunku ciaglosci ), = 7%, oraz ze zwiazku F z napreZzeniami (9.5)
wynika zalezno$é

(11.2) Fry=Fr,, czyli F'=F'i A,
2B N )

gdzie A,, jest stata na L,,. Nieciagloéci F na liniach L,, moga polegaé jedynie na stalej
réznicy wzniosu. Rozwazmy powierzchnie F majaca tego rodzaju nieciaglosci. Przyjmijmy
pewien obszar G, stykajacy sie z obszarami Gy, ..., Gy41, jako wyjéciowy. Dodajac
w kazdym z obszaréw Gy, ..., Gy+ do funkeji naprezen odpowiednio stale — Ay g1, .-,
— Ay likwidujemy niecigglodci wzdiuz calego brzegu obszaru Gy. Jednoczeénie zlikwi-
dowane zostaja nieciagto$ci wzdhz tukéw styku obszardow Gy, ..., Gy Otrzymujemy
zwickszony obszar ciagloéci powierzchni F, ktéry przyjmujemy znéw za wyjéciowy.
Postepowanie to prowadzi do ciaglej powierzchni F, przy czym na calym brzegu otrzy-
mamy F = const i mozna przyjaé na brzegu warunek F = 0. :
Otrzymana powierzchnia ciagla F jest rownowazna z punktu widzenia jej zwigzku ze
stanem naprezenia poprzez zaleznosci (9.5) z powierzchnia nieciagta F, poniewaz cale
postepowanie polegalo na dodawaniu statych do F w poszczegblnych obszarach.
Graniczny moment skrecajacy wynosi

n

(11.3) M=[[rxRlas= D2 [[ Fras— § Fay,
G 1 G, L,

V=
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gdzie R jest promieniem-wektorem poprowadzonym z ustalonego punktu przekroju,
L, oznacza brzeg obszaru G,. Poniewaz wykazaliSmy, Ze powierzchnia F skiadajaca sie
z platéw F¥ jest ciagla, catki krzywoliniowe znosza si¢ (kazdy fuk L, jest przebiegany
dwukrotnie w przeciwnych kierunkach, za§ na brzegu F = (), zatem znany wzdr

(114) M=2[[Fds
G

obowiazuje dla dowolnego przekroju o skokowej niejednorodnoéci.

Zauwazmy, Ze przy rozpatrywaniu przekrojéw o skokowej niejednorodnosci nie wyste-
puje potrzeba osobnego traktowania przekrojéw wielospjnych. Sa one przypadkiem szczegdl-
nym, gdy w pewnych obszarach G, mamy K, = 0. Odpowiada to wypelnieniu pryzmy G,
cialem nie przenoszacym naprezen stycznych — ciecza idealna, nie wptywajaca na zacho-
wywanie si¢ preta przy skrecaniu.

Przekroje jednorodne wielospdine sq réwniez przypadkiem szczegélnym przelcrojow
o skokowej niejednorodnosci, totez przy naszym traktowaniu funkeji naprezen (budowaniu
powierzchni F we wszystkich obszarach wlaczajac w nie roéwniez obszary puste) wzor
(11.4) obowigzuje i dla nich.

Eksperymentalne wykorzystanie pierwszej analogii Nidaia wymaga uzycia w réznych
obszarach G, materiatéw sypkich o odmiennych katach tarcia wewnetrznego. W zwigzku
z tym metodyka prowadzenia do$wiadczenia nie moze si¢ pokrywaé z zaproponowang
przez Nadaia (por. [33]) i wymaga osobnego opracowania.

Gdy zbudowana jest powierzchnia F, zadanie sprezysto-plastyczne moze byé modelo-
wane przy wykorzystaniu drugiej analogii Nadaia. Poniewaz skokowej niejednorodnosci
plastycznej towarzyszy na ogdt skokowa niejednorodnoéé sprezysta, to blona napinana
na podstawe powierzchni F powinna mie¢ rézng sztywno$¢ w rdinych obszarach G,.
Trudno$¢ eksperymentu polega na koniecznodci spefnienia warunku, by rzut kazdej
czeéel blony na plaszezyzng podstawy byt niezmienny, co przy duzych ugigciach moze nie
mie¢ miejsca,

Problem wyznaczenia naprezen w stanie granicznym preta skrecanego o skokowej
niejednorodnosci jest, jak wykazaliémy, réwnowazny problemowi zbudowania nad kon-
turem przekroju powierzchni F o skokowo zmiennym spadku. Nalezy podkreslié, ze oba
problemy nie maja jednoznacznego rozwiazania. Rozwigzaniem wilasciwym jest to, ktore
zgodne jest z kinematyka ruchu. Gdy kinematyka ruchu nie jest badana, ze zbioru mozli-
wych rozwiazan nalezy zgodnie z twierdzeniem o no$noéci granicznej wybraé to, ktére daje
najwicksza warto$¢ momentu granicznego (najwigksza warto$¢ objetoécei bryly F)(2).

Uwagi powyzsze sg do$¢ oczywiste i jezeli zostaly tu poczynione, to tylko ze wzgledu
na specyficzne trudnoéci zwiazane z mnogo$cia rozwigzan dla przekrojow o skokowej
niejednorodnoéci. Wybdr wiasciwej kombinacji linii n1601qg10§01 staje sig tu znacznie
bardziej skomplikowany niz dla ciata jednorodnego.

Drugim warunkiem poprawnoéci rozwigzania dla skokowej niejednorodnoéei jest
wykazanie, ze przy wyréwnywaniu si¢ wartosci K,, K,, K3, dochodzimy w granicy do
rozwigzania dla ciata jednorodnego.

(**) Dopiero po dolaczeniu tego warunku mozna nazwa¢ problem skrecania plastycznego problemem
statycznie wyznaczalnym.

7 Mechanika teoretyczoa
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12. Rozwiazania lokalne

Gtéwnym celem rozwiazania zadania o skrecaniu czysto plastycznym jest wyznaczenie
linii nieciagtoéci naprezen, odmiennych od linii L,,.

Gdy linia nieciagfoéci granicy plastycznosci przecina brzeg ciala w punkcie 4, z tego
punktu na ogét propaguje si¢ wewnatrz materialu dodatkowa linig nieciagloéci naprezen.
Rozpatrzmy kilka sytuacji typowych zakladajac, 7e styczna do brzegu w punkcie 4 jest
jednoznacznie okreslona.

Zbadamy najpierw przypadek, gdy linia regularna L, dzielgca materialy o granicy
plastycznoécei Ky, K-, K+ > K- i przecinajaca regularny tuk brzegu ciala S w punkcie 4
potozona jest catkowicie po prawej stronie normalnej do S w punkcie 4 (po stronie K-,
rys. 3.5). Zaldzmy réwniez, ze spetniony jest warunek (10.1). Linie po§lizgu w materiale
stabszym sa zgodnie z (9.9) prostymi prostopadlymi do brzegu. Z regularnosci linii S, L
wynika, ze wotoczeniu punktu A4, o wielkoéci zaleznej od ksztattu S, L linie poslizgu
przecinaja lini¢ podziatu materiatéw tworzac z nig kat ostry. Otrzymujemy zatem ciagle
pole naprezen w czgci K- otoczenia punktu A, zaznaczonej jako obszar I na rys. 3.5.
Ze wzgledu na drugi warunek poprawnosci rozwiazania (por. p. 11) przyjmujemy, ze linia
kontaktu L jest linia nieciagtosci pierwszego rodzaju. Okre$la to jednoznacznie wektor T+
w kazdym punkcie na L, a wigc i rodzing prostych linii po§lizgu w materiale mocniejszym
w otoczeniu styku z materialem stabym (obszar II). Przy brzegu ciala linie poslizgu sa
prostymi ortogonalnymi do niego (obszar 1), totez w materiale mocniejszym powstaje
linia nieciaglo$ci naprgzen przechodzaca przez punkt 4 (linia /). Korzystajac z oznaczen
wprowadzonych na rys. 3.5 oraz réwnofci (10.5) otrzymujemy bez trudu réwnanie réznicz-
kowe, okres$lajace linig nieciggiosci. Ma ono postaé

cdy 1 K_
(12.1) 5 = tg *2—{(P++a+arccos [K_+ cos ((p_—a)]}.

Gdy brzeg S i linia kontaktu L sa liniami prostymi, wielko$ci @4, ¢—, a sa stale i linia
nieciagtodci jest tez prosta. Dla zastosowan istotna jest sytuacja, gdy linia kontaktu po-
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krywa sie z normalna do brzegu w punkcie 4. Wektor 7~ jest-wtedy ortogonalny do L,
rownanie za$ linii nieciaglo§ci ma postaé

d 1
(12.2) D g 5 (p++ay+2).

dx

Gdy w rozwigzaniu przedstawionym na rys. 3.5 zrobimy przejécie graniczne K- — 0,
otrzymujemy klasyczny przypadek linii nieciagto$ci w materiale K, spowodowanej przez
wypukle naroze. Gdy K- — K, skoki na obu liniach niecigglosci (liniach L i /) daza do
zera i otrzymujemy ciagte pole naprezen.

Bardziej skomplikowany obraz przebiegu linii poslizgu otrzymujemy w przypadku, gdy
linia kontaktu przebiega po tej stronie normalnej do brzegu w punkcie 4, po ktérej znaj- .
duje si¢ mocniejszy material. Rozwazenie powstajacych tu sytuacji znajdzie Czytelnik
w pracy [13].

Zakladaliémy dotychczas, ze warto$¢ Ky (= K,,) maksymalnego naprezenia stycznego,
ktore moze byé przekazane przez lini¢ kontaktu dwu materiatéw, jest nie mniejsza od
granicy plastycznoéci stabszego materialu [nieréwnoé¢ (10.1)]. Jest to na ogdt oszacowanie
za silne; rzeczywista granic¢ stosowalno$ci kazdego rozwigzania okresla nierdwno$é

(123) KO > |maXTnzl:
L

gdzie przez 7,, oznaczono skladowa normalng wektora 7 na linii L. Dla mniejszych
wartoéci K, rozwiazania ulegajg zmianom.

Nalezy podkre§li¢, Ze rozwazane rozwigzania maja charakter lokalny, co znalazto
wyraz w sformutowaniach o otoczeniu punktu 4. Sg one koniecznym $rodkiem pomoc-
niczym przy budowaniu rozwigzania dla calego przekroju.

'

13. No$no$¢ graniczna preta kolowego o niejednorodnoSei skokowej

Zastosujemy otrzymane wyniki do problemu nosnoéci granicznej -preta kotowego

o skokowej niejednorodnoéci poprzecznej. Przyjmiemy, ze przekrdj poprzeczny skiada sie
n

z n wycinkéw o katach rozwarcia y,, 2 v, = 27, reprezentujacych czesci ﬁryzmatyczne

V=

o réznych granicach plastycznoéci K, (v =1, ..., n) (rys. 3.6).
A. Zbudujemy najpierw rozwigzanie lokalne w otoczeniu punktu przecigcia dowolnej

linii kontaktu OA, z brzegiem przekroju. Zaktadamy, ze dla wszystkich linii 04, zachodzi
warunek (10.1).

W otoczeniu kazdego z punktdéw 4 mamy przypadek szczegdlny sytuacji rozwazonej
w p. 12 (por. rys. 3.5). Przyjmujac uktad wspélrzgdnych jak na rys. 3.7, mamy ¢ = ¢ =
= arctgy/x, a = x/2. Réwnanie rozniczkowe linii nieciggloéci naprgzen w obszarze
mocniejszym (12.2) przyjmuje postaé

' dy 1 (= B K-
(13.1) = tgf(j -}—tp—l-x), = arccosE.

7%
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Przechodzac do wspéirzednych biegunowych po znanych przeksztatceniach operacji
dy/dx rédwnanie to zapiszemy w postaci:
dr 1 {=
13.2 —— = — = +p—=x].
(13.2) do rtg2(2+¢ %)
Po scatkowaniu otrzymujemy réwnanie linii nieciagtoéci / przechodzacej przez punkt A
w postaci

.
" THcos(pton)

Jest to réwnanie paraboli w ukladzie biegunowym. 0s. paraboli / jest nachylona do
" osi x pod katem —q,, ognisko znajduje sie¢ w poczatku ukladu, odlegto$é wierzchotka
od ogniska wynosi p/2, rys. 3.7(3%).

(13.3) p = a(l—cosx), (p(,:g—%,

Rys. 3.6 . Rys. 3.7

Funkcja naprezen wyraza sie w poszczegdlnych obszarach nastgpujacymi zaleznodciami:
w obszarze I
(13.4) F= K_(a—r) = Ki(a—r)cosx,
w obszarze 1I
(13.5) " F= Ky[rcos(p+py)+acosx],
w obszarze 11T
(13.6) F = K(a—r).
W otoczeniu punktu 4 powierzchnia reprezentujaca funkcje naprezen sklada sig z trzech
platéw: dwéch czeéei stozkowych (13.4) i (13.6) potaczonych paszczyzna (13.5). Réwnanie
paraboli (13.3) mozna otrzymac przecinajac stozek (13.6) plaszczyzng (13.5).

Gdy K- - Ky, (% = 0), mamy p — 0, g, — 7/2; obszar II zanika, linia nieciggtosci
dazy do OA. [t] > 0 i otrzymujemy w calym otoczeniu 4 F — K*(a—r).

(2®) Rys. 3.7 i dalsze sa wykonane dla XK-/K+ = 0,5, x = 60°,
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Gdy K- — 0 (» - m/2), otrzymujemy w granicy rozktad naprezen w materiale jedno-
rodnym (K.) z parabola nieciagloéci w otoczeniu naroza utworzonego przez tuk okrggu
i prosta prostopadia, przy czym p = a, ¢y = 0.

B. Rozpatrzmy w charakterze przykladu najprostsze zadanie o skrgcaniu preta sktada-
jacego si¢ z dwéch materiatéw K-, Ky, K- < K. Kat rozwarcia strefy mocniejszej
oznaczymy przez y.

a. Gdy kat y spetnia nieréwnosé

(13.7) y < 2(n—x)

rozwigzanie ma posta¢ przedstawiona na rys. 3.8. Wynika to z przeprowadzonej analizy
rozwigzan lokalnych w otoczenin punktéw 4;, 4.. Komentarza wymaga jedynie linia
nieciagtodci /5, bedaca prosta taczaca punkt M przecigeia tukdéw parabolicznych /1, I, ze
$rodkiem przekroju i réwno nachylona do linii poslizgu w obu obszarach I1.

Rys. 3.8

Funkcja naprezen jest okre§lona w poszczegblnych obszarach wzorami (13.4), (13.5)
i (13.6). Na rysunku 3.8 pokazano kilka linii. F == const (trajektorii naprezed stycznych).
Dla y < z—2x F ma warto$¢ najwigksza w érodku preta. Gdy y = m—2x, linia nie-
ciaglosci I; ma kierunek trajektorii naprezen stycznychi F ma wzdtuz niej stata najwyzsza
warto$é. Gdy m—2x << y <C 2(m—%) najwigksza wartoé¢ F przypada na punkt M.
Moment graniczny na podstawie (3.4) i (5.4) — (5.6) wynosi

/2 r(p)

(13.8) M =4K, J U [acoss—+rcos(p-+g,)]rdr+ J (a—r)rdr}d(p—i—

(@)

Y]
:a‘we

K+(1

(Qr— y) cos,

_gdzie
r(p) = p[l4cos(p+@) .
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Po przeprowadzeniu catkowania otrzymujemy

_Kid® 2 3| (2—cosz)sinz
(13.9) M= 3 (2 —y)cosxn-+ty ?(l €OS ) (I—cosw)

e ol 4
)

Przejécie graniczne do materiatu jednorodnego (K- — Ky) na rys. 3.8 i we wzorze
(13.9) nie nasuwa zadnych trudnofci.

Gdy kat y osiaga gérna dopuszczalna granice 2(z—x), prosta linia nieciagtoéci pokrywa
sic z osia paraboli. Luki/, l, sa wéwczas styczne w punkcie M i tworza jedna parabolg.

b. Gdy kat rozwarcia strefy mocniejszej narasta dalej, tzn. zachodzi nier6wnos¢
(13.10) y > 2(m—ux),
gorna strefa II nie ulega zadnym zmianom w stosunku do polozenia przy y = 2(n—x),
druga za$ strefa II obraca si¢ jak «cialo sztywne» wokot punktu O. Zamiast linii nie-
cigglodei I; pojawia si¢ w rozwigzaniu nowy obszar IV, rys. 3.8b, ograniczony przez osie
symetrii paraboli /;, J,. Linie poSlizgu w tym obszarze tworza wachlarz biegunowy o bie-
gunie O(?%). Rozwarto$¢ wachlarza wynosi
(13.11) y = yp—2(n—=x).
Linia stykn /, obszaréw IV, III jest okregiem o promieniu, ktérego warto$¢ wynika z réw-
nania paraboli (13.3) i wynosi p/2. Okreg ten jest linia niecigglo$ci naprezen.

Funkcja naprezen w obszarach I, II, IIT wyraza si¢ nadal wzorami (13.4), (13.5), (13.6).
W obszarze IV réwnanie funkcji naprezen ustalamy tatwo opierajac sie na rys. 3.9, na
ktérym pokazano jeden z przekrojéw powierzchni F. Otrzymujemy
(13.12) F= K (r+acosx).

d Tl-co5 %) a
Rys. 3.9

Na rysunku 3.8.b) zaznaczono linie F = const. Na linii niecigglodci Iy, F osigga naj-
‘wieksza, stala warto$¢.

Moment graniczny latwo obliczyé biorac warto$¢ drugiego i trzeciego czionu we
wzorze poprzednim (13.9) dla y = 2(w—=x) 1 dodajac cztony pochodzace od naprezen

(%) Ilustracja do uwag wypowiedzianych w p. 11 jest fakt, Ze i w przypadku (13.10) rozwiazanie zna-
lezione w punkcie a) speinia nadal uklad rownan (9.1), (9.2), jednakze musi by¢ odrzucone, jako nie dajace
maksymalnej warto§ci momentu granicznego.
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w obszarach I, IV i czgéci obszaru III o rozwartoéci y obliczone w oparciu o rys. 3.9.
Otrzymujemy w ten sposéb warto§é

Kia®
3

(13.13) M= [(2n—y)cos x—l—y—% (1—cosx)(2—cosx)sinx—

— %(I——Cosxy(—;——f—x—ﬂ”.

Moment graniczny jest tu liniowg funkcja kata y, co jest oczywiste ze wzgledu na omdwio-
ny sposéb zachowania si¢ obszardw II. Poréwnujac wzory (13.9), (13.13) lub rys. 3.8a,
3.8b mozna stwierdzi¢, ze efektywno$¢ wykorzystania dodawanego materialu mocnego
(przyrost momentu granicznego odniesiony do przyrostu kata y) roénie wraz z katem v,
stajac sie stata i maksymalng dla p > 2(;w—x).

Przejécie graniczne do ciala jednorodnego nie nastrgcza zadnych watpliwosc
(K— s K+).

Gdy K- — 0, otrzymujemy rozwigzanie dla prgta o przekroju w postaci wypukfego
wycinka kota (rozwigzanie a) lub kota z wycigciem (rozwiazanie b). Momenty graniczne
dla tych przypadkéw otrzymujemy z (13.9), (13.13) przyjmujac » = n/2, co daje

.Y y
(2+sm—)cos— s
27 2 e o= K*-“(f—y*o,5479).

2 ,, 3 \4
(1+sin%) = .

Kidd
(13.14) My _o—= @), 215
y<n 3 3

Z drugiego wzoru otrzymujemy dla p = 2z wspdlczynnik ostabienia przekroju kolo-
wego, rozcietego wzdiuz jednego promienia,

3
M= 0,663 27”;*" )
Wzér dla y == ' -
3
M = 0,228 2if3<i“_

wskazuje na to, jaka czgé¢ momentu granicznego dla preta o peinym przekroju kotowym
przenosi pret o przekroju potkolistym.

C. Podane rozwiazanie latwo uogdlni¢ na przypadek, gdy przekrdj sklada si¢ z 2n
wycinkow zawierajacych na przemian dwa materiaty o wytrzymatosci K_ i K;+. Oznaczmy
rozwarto$¢ stref mocniejszych przez v, (v =1, ..., n).

Uktad linii nieciggloéci w kazdym wycinku K4 nie rézni sig od przedstawionego
w p. B. (rys. 3.10). Latwo zauwazyé, ze stref 2 rozwigzaniem B (rys. 3.8b) nie moze byé
wiecej niz jedna. Uznajac ja za n-ta, mamy bowiem v, > 2(w—x) > z.

Dla y, < 2(w—»x) powierzchnia reprezentujaca funkcje naprezen sktada si¢ z czesci
jednego stozka w obszarach I (rys. 3.10), czeSci drugiego stozka w obszarach III oraz
plaszczyzn w obszarach II.
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Moment graniczny atwo obliczy¢ na podstawie wzoréw (6.9), (6.13). Wynosi on

n

a n
(13.15) M2,,=5;i (2n~2y,~)cosx+2y,~—zTn(l—cosx)(Z——cosx)sinx—l—
1

1

: "—lsin(—y—“+¢¢) [Z—COS(&—i—x)]
2 2 _ 2
—|—§(1—cosx)3 E —

[ 3{ Vn
——2—(1 COS 2¢) (7+%—n) .

Rys. 3.11

Dla przypadku symetrycznego podzialu na cztery strefy, y; =y, =4 (rys. 3.11)
otrzymujemy

K+ asd

(13.16) M, ==

2(z—d)cosx+20— —;— (1 —cosx)(2—cosx)sinx—+

in 5 +4][2-cos(3-4+4|

4
+§(1—cos>¢)3 5 =
[1 —CoS (7 —i—x)]
Interesujace sa dwa przejécia graniczne w tym wzorze, 6 —» 01 § — . W pierwszym
przypadku otrzymujemy przekrdj «wzmocniony» wzdtuz jednej §rednicy; w wyrazeniu na
noénoé¢ znosza sie odpowiednie czlony i otrzymujemy nos$noéé przekroju jednorodnego.

W drugim przypadku otrzymujemy przekroj ostabiony wzdiuz jednej §rednicy(?%); moment
graniczny ulega zmniejszeniu i wynosi

275K+a3{ 4 (1—cosx)*cosx(2-+sin x)]}

(13.17) M= [(l—cos;e)(Z—cosx)sinxn

] —— ;
3 37 (1+sinx)?
(**) Przypadkiem szczegélnym przekroju ostabionego wzdiuz pewnych linii jest przekréj z rozcieciami.
Nosno$é graniczng takich przekrojéw badat eksperymentalnie na podstawie analogii Nédaia
F. A. Mc CLiNTOCK [34].
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Otrzymany wynik mozna ujaé w nastgpujacy sposéb: sklejenie preta wzdluz po-
wierzchni symetrii klejem stabszym od materiatu zawsze ostabia pret, za$ sklejenie klejem
mocniejszym od materialu nie moze go wzmocni¢ (2%)

Rozpatrzmy sytuacjg, gdy liczba czgséci, na ktére zostaje rozbity material mocniejszy,
wzrasta do nieskonczonosci, przy czym rozwarto$¢ kazdego wycinka y, dazy do zera.

Zachodzi nastepujace twierdzenie: gdy 2 y, =1"= const, za$ maxy, — 0, to bez wzgledu
1

na ilo$é materiatu mocnego I” oraz sposéb jego podziatu no$no$é preta dazy do wartosci
odpowiadajacej pretowi jednorodnemu z materiatu stabszego.

Wypowiedziane twierdzenie jest intuicyjnie oczywiste, jezeli uzmystowié sobie kierunek
dziatania wektora napr¢zenia T lub wyobrazi¢ sposdb zachowania si¢ powierzchni repre-
zentujacej funkcje naprezen F.

Dowdéd formalny jest jednak niezupetnie trywialny i polega na wykazamu 7e dla
sumy 4 wyrazu trzeciego i czwartego we wzorze (13.15) mamy
(13.18) lim A= —(l—cosx)l.

max y,—0

Technika dowodu bedzie najprostsza, gdy wprowadzimy y¢ = {/n oraz Ay, =

= y,—Y&. Mamy

. . 2 .
lim A= lim — =-(1—cosx)in(2—cosx)sinx—
supy,~0 n—-o00 3
max 4y, —0

" -sm( +M+Ayv)[2 cos( +x+Ayv)]

—cosx)? 2 . =

2
[l—cos (—211 +M+Ayv“ _

r
2 [2 cos( —I—x)] sin (2— + )
= ——(l—cos) lim nl(2—cosx)sinx—(1—cosx)?
Usuwajgc otrzymang nieoznaczono$é co - 0 otrzymujemy

- )2
lim A= _% (1—cos#x) lim 31 ji)sft) =
m — 1
ax 7, —0 s=_—0 2[1—008 (—2— s+;¢)]

D. W oparciu o przedstawione wyniki mozna rozwazyé réwniez prety skladajace sig
z wycinkOw, gdy liczba materialéw jest wigksza od dwdch. Ogdlny tok postgpowania

—(1—cosx)I".

(25) Jest ot wzmocniona wersja twierdzenia og6lniejszego o zmianie granicy plastyczno$ci na zbiorze
miary zero: podwyzszenie granicy plastyczno$oi na zbiorze miary zero nie zmienia no$nosci ciafa, zmniej-
szenie za$ nie moze jej zwigkszyé. Twierdzenie to jest intuicyjnie widoczne, jednakze autorowi nie udalo
si¢ udowodni¢ pierwszej jego czedci w ogblnym przypadku stanu trojwymiarowego.
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polega na wykorzystaniu rozwiazania lokalnego znalezjionego w p. A oraz na rozpoczeciu
badania rozwigzania od najstabszej czeéci, w ktérej brak jest linii nieciggtosci.

a)

b) AF

Z"'Kv(a“av—ﬁ
z

Przypadek gdy pret kolowy sklada sig¢ z koncentrycznych cylindréw (rys. 3.12a) ma
trywialne rozwiazanie. Przekrdj powierzchni naprezen F przedstawiony jest na rys. 3.12b.
. Moment graniczny wynosi

Rys. 3.12

(13.19) M= -23EZKV(a3—a3_1).
v=1

14. Nosno$é graniczna preta prostokatnego
-

Rozwazmy skrgcany pret o przekroju przedstawionym na rys. 3.13. Prostokat 2a x 2b
podzielony jest linia kontaktu L prostopadia do brzegu o dlugosci 2b na dwa obszary
G-, G+ o szerokosci ¢ oraz 2b—c. Materiaty w obszarach G_, G4+ maja stale ale rézine
granice plastycznoéci K—, Ky, K- < K;. Wytrzymalto§¢ samego zlacza charakteryzuje

2a
=
1
N
+

Rys, 3.13

trzecia liczba K, réwna maksymalnemu naprezeniu stycznemu, ktére moze byé przeka-
zane przez powierzchnig¢ kontaktu., W dalszym ciagu przyjmiemy, Ze zachodzi kontakt
z idealng przyczepnoscia, tzn.

(14.1) Ky = K-,

co wylacza liczbg K, z dalszych rozwazan.
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Zadanie charakteryzuja trzy niezalezne parametry, np. nastgpujace:

K-
7 = T S

a ¢
Z<oo, 0<—<2,
b b
ktére mozna nazwal odpowiednio parametrem niejednorodnosci, parametrem ksztaltu
i parametrem podzialu.

W rozwazanym zadaniu naturalnym ukladem odmeswma JCSL uklad kartezjadski.
Skladowe wektora naprezenia stycznego

(14.2) 0< <1, 0

N
VA

(14.3) T = Te iy t7).4,

muszg spefnia¢ rownanie rownowagi

(14.4) Tz, xtTyzy = 0,

warunek plastycznosci

(14.5) TP = 7247, = {KE v G
B e KX w Gy

i warunek brzegowy 7,, = 0 na brzegu przekroju.
Na linii kontaktu L musi by¢ spelniony warunek ciaglosci skladowej normalnej

(14.6) T+ = T-N,

gdzie n jest wektorem prostopadiym do L. Na linii kontaktu mamy zatem nieciagtosé
naprezen, a wektor naprezenia stycznego doznaje obrotu.
Wzory (9.5) przybieraja postac:

(147) Txz = F,y; Tyz = _F‘,x:
a z warunku (9.6) mamy

w G-,

lW G+.

14.8 dF (5
(14.8) lgrad F| = .

Problem wyznaczenia naprezef spetniajacych (14.4) i (14.5) jest zatem réwnowazny
zbudowaniu powierzchni ciaglej F(x, y) o statym, ale réznym w G-, G+ spadku.

Moment graniczny okresla wzér (11.4).

Rozwiazania lokalne w otoczeniu punktu A pokazane na rysunku 3.14 wynikaja z roz-
wigzania znalezionego wczeéniej (p. 12) jako przypadek szczegdlny. Tak wiec

(14.9) ., = K-, 7,, =0,
(14.10) Ty = Kicosx, v, = Kisinx,
(14.11) Ty =Ky, =

Wektor ' 0 module K. jest obrécony wzgledem wektora ©* o module K- o kat
7T
(14.12) % == arccosy, 0<x<—2—.
Na rysunku 3.14 podano linie poélizgu ortogonalne w kazdym punkcie do T oraz

jedna z trajektorii wektora <. Powierzchnia F(x, y) sklada si¢ w otoczeniu A z trzech
ptatéw ptaszczyzn.
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W zaleznoéci od wartoéci parametréw %, a/b, ¢/b zadanie o noénosci granicznej roz-
wazanego preta ma dziewigé réznych rozwiazan.

Rozwiazanie I (rys. 3.15). Z naroza N wychodzi linia nieciaglosci /;, dzielaca
strefe stabsza na obszary I, 1I, w ktérych linie poslizgu sa prostopadle odpowiednio do
NA i NS. Ze wzgledu na warunek maksimum momentu granicznego zakladamy, ze

X N A M

y
Rys. 3.14

w strefie stabszej brak jest innych linii nieciggtosci i/, przecina linie kontaktu L w pewnym
punkcie 4;,. W otoczeniu punktu 4 mamy sytuacie przedstawiona na tys. 3.14, linia
nieciggtosci /, jest nachylona do L pod katem /2. W obszarze III linie poslizgu sa pros-
tymi réwnoleglymi (*%), tworzacymi z L kat #. Na odcinku Ao B linii L wektor v~ dziata

a) b) . I
N A ‘M N A
I X2
l I B and .
ﬁ z V IE ”/4 1 / N
w ] v Yy ¥\ v
‘Q{_ v N ls < il
. i s NG N
.l — R
| !
§ ‘ oW 4
) } —_—
L2 20 I S DS -
N A M B A
Rys. 3.15

réwnolegle do L, totez i wektor v+ dziata réwnolegle (por. rys. 3.4), a zatem linie poslizgu
w obszarze 1V sa prostopadte do A,,B. Z punktu 4, propaguje si¢ linie ciagtosci, 7,
bedacag dwusieczng kata, ktéry tworza ze soba linie poflizgu z obszaréw III, V.
Linie poSlizgu ,, /3 przecinaja si¢ w pewnym punkcie A4,,. Poniewaz w obszarze V linie

(*) W rozwazanym zadanin wystgpowaé bgda tylko obszary z réwnoleglymi linjami poélizgn, totez
nie bedziemy w dalszym ciagu tego zaznacza¢. Odpowiednie platy powierzchni reprezentujace) funkcje
naprezen F beda, jak to wynika z (9.6), plaszczyznami.
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poslizgu sa prostopadie do brzegu AM, w obszarze za$ IV sg one prostopadie do 4B, to
z punktu A,3 wychodzi linia niecigglosci /; nachylona do nich pod katem m/4. Prze-
cina ona o symetrii w punkcie A,;. Linie nieciaglo$ci /5, /; nie wymagaja komentarzy.

Charakterystyczne wymiary i katy tatwo ustali¢ w oparciu o powyzsza analiz¢; podane
one s na rys. 3.15b. ’

Powierzchnia reprezentujaca funkcje naprezen F skiada si¢ z platéw plaszezyzn, od-
miennych w kazdym z zaznaczonych obszaréw. Linie nieciagtosci [, (i=1, ..., 6) sa
odcinkami rzutéw prostych, wzdtuz ktérych przecinaja sie odpowiednie ptaty F. Wystar-
czajaca informacjg o powierzchni F daja rzgdne punktdw Ay, Asg, Aust

B

3 Kic(1+sinx-tcosx), Fy= Ksa

(14.13) Fo= Kiccosx, [Fp=
oraz zaznaczone na rys. 3.15b linie F = const, tzn. trajektorie naprezen stycznych. Funkcja
F osiaga najwicksza stalg warto$é na linii nieciagtosci /5.

Moment graniczny mozna znalezé w oparciu o wzor (6.9).

Gdy ¢ jest mate w poréwnaniu z a, b, ukfad linii nieciggtodci /;, ,, I miesci si¢ w nie-
wielkim otoczeniu naroza N 1 zakldca nieznacznie rozwiazanie dla ciata jednorod-
nego.

Otrzymane rozwigzanie jest stuszne, gdy punkt A3 lezy powyzej osi symetrii, a odcinek
I, nie znika. Obliczajac odpowiednie odlegtoéci zaznaczone na rys. 3.15b otrzymujemy
nieréwnosci

1 .
d1s == 04y, %—-7(1—(—-5111%—{—105%)%- >0,
{14.14)
a 1 14
015 2 O11, 1——7—7-(1—[—00570720.

Rozwigzania 2-9 przedstawione sa na rysunkach (3.16)-(3.23). Szczegdly
rachunkowe znajdzie Czytelnik w pracy [14].

N A M N A M
g N\ b v 3 VI I y ! I b Vo u
g /
st =] 3 1y 5 /] s s 1 \ & ___ds
) (534
L (o) 4.
Jal 28 | L
N A M N A M
Rys. 3.16 Rys. 3.17

Wielkoéci d,, (7, u—1, ..., 9) dobrano w ten sposéb, ze zmianie znaku d,, odpowiada
przejécie od »-tego do u-tego rozwigzania. Na ogot d,, # d,,. Te same obszary i ta sama
linia ciggloéci zaznaczone sa jednakowymi numerami na wszystkich rysunkach. Rzg¢dne
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powierzchni Fy; w punktach 4, (k,71=1,...,9, 10, s) sa takie same we wszystkich
rozwiazaniach, w ktérych wystepuje punkt 4, i wynosza:

cosx .
Fso =Ky (a—csinx),
X

] —sin

acosx+{(2b—c)sinx

Fi, = Fp = Kjacosx,

1+cosx

Fyy = K, LERETONNE B = Ky Qb—c) e
(14.15) fs * [+sinx 26 + )l+smz+cosu
Fyo = Ki(2b—0), Fl = Kyacosz,
¢
Fig=Fo3 = Fy 3y = K+[b——2~(l—cos;f)].
N AV m
! 7
!
I I ’
N A - M lo v
> s S . IB Vi s
L I I
I @ u ) 854
sl e Sl ¥, X
o) s
I L
N A M. N A M
Rys. 3.18 Rys. 3.19
A M
1
N A M L\ v
I3
I L v [/ N i
A A
[1 (&7’_
i Vi y | S
I ly S -5
s ch 13 17 —— s
dg
L
N A M A M
Rys. 3.20 Rys, 3.21
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Réwnania d,, = 0 daja proste w plaszczyznie 7 = const, dzielace obszar parametréw
afb, c/b na dziewie¢ stref stusznosci poszczegblnych rozwiazan. (rys. 3.24). Punkty cha-
rakterystyczne Ay, A,, A3 maja wspotrzedne

) a _ 14sinx+cosx c 2
(14.16) A b 2Fsinx ° b 2+sinx’
a c 1-+cosx
(14.17) Ay b b 1+ sinx+cossx’
a c 2

(1418) /13: T = *b‘ = _l—I—COS% .

N A M N A M

v,
I 12 m s
b & .
4 II v It L
g
I
I { € ly k4
NWAB:
sk————— — s s = v F —
On f" ) j
et —pe-
N
N A M N A M
Rys. 3.22 Rys. 3.23

Rozwigzania podstawowe odpowiadajace punktom (14.16), (14.17y i (14.18) maja
nastgpujace dwie ciekawe wlasnoéci: ‘

1. Z rozwigzan A,, A,, A,, przedstawionych na rys. 3.25, mozna otrzymacé przez
nieznaczne zmiany parametréw afb, c/b wszystkie dziewie¢ rozwiazan rozpatrywanego
zadania.

2. Podziat ptaszczyzny 5 = const na obszary stosowalnosci poszczegodlnych rozwigzan
.est jednoczesnie okreslony przez podanie punktéw A;(A), A5(4). Laczac punkt A, z punk-
tami {0, 0}, {1, 0}, {oo, 1)(2"), 4, {0, 2} otrzymujemy odcinki 4y, Ayg, ders Arg, Aus
(d3y). Laczac punkt Az z punktami {0, 0), {oo, 13, {l, 2}, {0, 2} otrzymujemy odcinki
Ay (A4s), Arg, Agy Ay oraz potozenie punktu A,.

Wplyw wartosci » na ukifad stref 1,...,9 w plaszczyznie 7 == const sprowadza si¢
wige do ruchu punktéw 4,, A4,: gdy 7 = K_/K; roénie od 0 do 1, punkt A, porusza sie
po krzywej o réwnaniach parametrycznych (14.16) (krzywa przerywana na rys. 3.24) od
poloZenia {2/3, 2/3} do {1, 1}, za$ punkt A, porusza si¢ wzdhz prostej a = ¢ od {2, 2}
do {1, 1} zgodnie z (14.18).

(*’) Oznaczamy w ten sposéb punkt niewladciwy.
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Ostatnia okoliczno$é ogromnie upraszcza korzystanie z otrzymanych wynikéw w obli-
czeniach praktycznych. Majac dany stosunek granic plastycznosci materialéw ustalamy
potozenie punktéw A;, Az, prowadzimy proste 4,,, ustalamy dla danych parametréw
a/b, ¢/b numer rozwiazania i obliczamy moment graniczny opierajac si¢ na podanych
wartosciach F.

c/b {k
20 P ~
®
' As ///@
for punktu Az (p)
415 |/ dlap—1 21
15 %
%
@ A3 iy

L Ko 0
@ e

7
° A 4 Tor punictu Aq(p) dia p—=1

2 /\m Asr
g5 .

A SV A
0 a5 10 %5 20 g/p
Rys. 3.24
A1 Ny As
[y c c
|<—>‘ ‘4—-———
b NG ks NG b &
! PANAVS l
8|k K. 8" + Iy
f L
: & 4 Ky
2b
L.__ZE_.I L

1

Rys. 3.25 b=

Zauwazmy, ze wystgpowanie rozwigzan podstawowych typu A;, 4,, A,, jest w ogble
charakterystyczne dla probleméw skokowej niejednorodnosci (por. p.- 7.

Moina wysunaé szereg wniosk6w co do klasyfikacji pretéw rozpatrzonej klasy. Wska-
zemy jedynie, Ze

dla % <% mamy tylko rozwigzania 1,2, 3,4, 5,

dla % > 2 mamy tylko rozwiazania 6,7, 9.
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Przedstawione kompletne rozwigzanie prostego przykladu z rys. 3.13 pozwala na
analize innych zadan dla pretéw prostokatnych o skokowej niejednorodnosei. Dla przy-
ktadu na rys. 3.26 podano w oparciu o rozwigzanie 5 przebieg linii nieciagtoci w prze-
kroju preta wzmocnionego dwoma symetrycznymi naktadkami o szerokodci ¢ < a.

i e
L L ’ 2byq
<] K >_< K N\ /s
Q -+ + kT
K A N 7
a4 | || —4
& p N
2b s AN
Rys. 3.26 Rys. 3.27

Przypadek, gdy przekrdj preta jest podzielony na n czgéci przez prostokaty o po-
krywajacych si¢ dwusiecznych katéw wierzchotkowych, rys. 3.27, ma trywialne rozwia-
zanie. Moment graniczny wynosi

(14.19) M =5 > K, a20b,~a)a A(3b, 1—a, )],
v—I

Skokowa niejednorodnosé¢ plastyczna prowadzi do istotnych zmian w uktadzie linii
poslizgu, przy czym nawet najprostsze zadania w rodzaju rozwazonego powyzej ulegaja
niespodziewanie duzym komplikacjom. Podobna okoliczno$é ma réwniez miejsce, jak
widzieliémy, dla ptaskiego stanu odksztatcenia cial o skokowej niejednorodnoSci.

IV. No$no§¢ graniczna plyt kolowych o skokowej niejednorodnosci(*®)
15. Sformulowanie problemu

W niniejszym rozdziale zreferujemy pokrdtce wyniki pracy [15], w ktérej rozwazono
pewne przykltady z dziedziny no$noSci granicznej plyt o skokowej niejednorodnodei.
W ramach zalozed teorii no§nofci granicznej [35] wlasnosci mechaniczne plyty, zdefinio-
wane dla pewnego punktu powierzchni §rodkowej, uwazamy za catkowicie okreslone,
jezeli podany jest ksztalt tzw. powierzchni granicznej w przestrzeni momentéw zginajgcych
My, My, My, tzn. zwiazek F(M,z, C,) = 0. Plyta o skokowej niejednorodnosci na-
zwiemy takg plyte, ktérej powierzchnia $rodkowa’ podzielona jest na n obszaréw G, sta-
tych wewnatrz kazdego obszaru, lecz réznych dla dwu sgsiadujacych obszaréw o ksztal-
tach powierzchni granicznej, F, =0 (u=1, ..., n). Najczgiciej postaé funkcji F,

(**) W rozdziale tym zreferujemy czeéé wynikéw uzyskanych wspélinie z J. A, KSNIGIEM i przedsta-
wionych w pracy [15).

8 Mechanika tcoretyczna



114 . JAN RYCHLEWSKI(

(jako funkcji M,z) mozna uznaé¢ za jednakowa dla caltej plyty, natomiast obszary G,
réznia si¢ wartosciami modutéw C,. W tym przypadku skokowa niejednorodno$é opisy-
wana jest przez odcinkowo-state funkcje C, (xl, x,), gdzie x;, x, sa wspdlrzednymi w po-
wierzchni $rodkowe;j.

Przyczyny, dla ktérych dwie sgsiadujace czesci plyty maja rézng wytizymalo$, moga
mieé rozmaity charakter. W najprostszym przypadku plyty izotropowej, jednorodnej po
grubodci, o réwnaniu powierzchni granicznej F = M{— My M+ M3+3M7,— MG = 0,
mamy M, = o, H?, gdzie o, jest granica plastycznosci, H gruboscia plyty. Skok M, moze
byé¢ wiec spowodowany badZ skokiem o,, badz skokiem H. Innym przykladem moze by¢
rozmaita struktura dwu czeéci ptyty wzdtuz grubosci. Jako typowy przyktad niejednorod-
noéci skokowej w plycie ortotropowej moze stuzyé skokowa zmiana iloSci zbrojenia
w plycie zelbetowe;.

Praca jest oparta na podstawowych zaloZeniach teorii no$noéci granicznej plyt (por.
np. [35]). W szczegdlnosci nie sa w niej analizowane lokalne tréjwymiarowe stany na-
prezenia i deformacji w otoczeniu powierzchni kontaktu czgsci o réznych wiasno$ciach
mechanicznych.

Rozpatrywaé bedziemy plyte kotowa, ztozong z dwu koncentrycznych czgsci o roznych
wlasno$ciach mechanicznych. Rozpatrzymy prosty przypadek, gdy plyta jest obciazona
réwnomiernym ci§nieniem p, a jej brzeg jest swobodnie podparty (rys. 4.1).

p

r r 1 |

N 24/ N N

R

Rys. 4.1

Zajmiemy si¢ poczatkowo plytami izotropowymi. Przyjmiemy, ze stuszny jest zwiazek
graniczny migdzy momentem promieniowym m, = M,/M, i momentem obwodowym
m, = M,[M,, gdzie M, jest momentem granicznym dla czgSci silniejszej, wynikajacy
z warunku plastycznoéci Treski, tzn.

(15.1) F = max{|m,—my,|, |m., [m,|}—f(e) = 0.

Stowarzyszone z nim prawo plyni¢cia ma postad

(15.2) i = O W OF

am,’ e om,’

gdzie x,, %, sa predkosciami zmiany krzywizny powierzehni §rodkowej pomnozonymi
przez RZ, R jest promieniem plyty, ¢ jest promieniem biezacym odnleswnym do R, prze-
cinek oznacza rézniczkowanie po o.

Skokowa niejednorodno$é plyty opisuje funkeja f(g). Dla plyty o stabym $rodku
(15.3) f(@) = nI(0, go)+I(go, 1);
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dla plyty o silniejszym §rodku

gdzie
0<s7<l, 0sg=<l,

I{a, B) za$ jest impulsem prostokatnym.
Impuls prostokatny definiuje sie jako funkcje

0, x < a
(15.5) Ia,f) = Hx—a)—Bx—F =1, a<x<f, a<p,
0, pf<«x

gdzie H(x) jest jednostkowa funkcja Heaviside’a (por. p. 7). W tych przypadkach, gdy
funkcja I(«, f) bedzie nie tylko §rodkiem dla skrécenia i czytelno$ci zapisu, lecz takze
narzedziem rachunkowym (p. 16,17), wykorzystane beda naste¢pujace oczywiste zwiazki:

(15.6) I, ) Iy, ) = Iy, p), a<y<p<9,

x x B
157 [f0I@, pdi =1, p) [fOd+16,1) [fyd, 0<a=<p<1,
0 0 0

(15.8) % U (a, B =S (0I(a, B)+/(@8(x—a)—f(F)d(x—F),

gdzie 3(x) jest funkcja Diraca (por. p. 7).

’7743“

1JC B’

) C B
D' D A AI

) 1 mp
£ r

EI I:’

Rys. 4.2

Wielko§¢ g, nazywaé bedziemy w dalszym ciagu parametrem podzialu, wielko$é 7,
okre$lajaca stosunek momentéw granicznych, parametrem niejednorodnasci (rys. 4.2).
Roéwnanie rownowagi ma postaé

, 1 L 1 _ PR
(15.9) mr+'?(mr—m<p)_ 540 Q—YO,

8*
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a warunki brzegowe
(15.10) ' =1 W=m =0,
(15.11) o=0: m, = m,.

Celem naszym bedzie zbadanie wplywu parametréw g, # na wielko$é obcigzenia
granicznego i na kinematyke poczatkowego niepowstrzymywanego ruchu plastycznego

piyty.

16. Plyta izotropowa o stabszym $rodku

Gdy 7 jest bliskie 1, to bez wzgledu na wartoé¢ o, rozwiazanie powinno byé bliskie
dobrze znanemu rozwiazaniu dla ptyty jednorodnej [35].

Rozwiazanie 1. Przyjmiemy, ze profil naprezenia {m.(0), m,(0)} lezy na boku
BC dla czesei §rodkowej i boku B'C” dla czgsci zewngtrznej, tzn.

(16.1) my = f(@) = 710, go)-+1(eo, 1)-
Skok m, na o = g, jest statycznie dopuszczalny. Podstawiajac (3.1) do (2.9) i korzystajac
z warunku (2.11) mamy

oy 17 '
(162) = —e+-- | (110, e)+1(er, D}de =
0

=@—%ﬂxmw+b~%w—%aﬂﬂan.

Warto$¢ obciazenia granicznego wynika z drugiego warunku (15.10) i wynosi

(16.3) g, = 6[1—go(1—7)].
Na podstawie (2.2) i (2.10) otrzymujemy dla calej plyty %, = 0 i
(16.4) W= wy(l—p),

a wigc kinematyka zniszczenia pokrywa si¢ z kinematyka dla plyty jednorodnej. Dla
0o=01n=1 wyrazenia (16.1), (16.2) i (16.3) daja réwniez znane rozwigzanie tego
przypadku,

Profil naprezenia wygoduie jest przedstawié w tréjwymiarowej przestrzeni m,, m,, 0.
Zalezno§¢ graniczna (15.1), (15.3) i (15.4) przyjmuje w tej przestrzeni postaé powierzchni
przedstawionej na rys. 4.3. Powierzchnig t¢ bedziemy w dalszym ciagu nazywaé powierzch-
niq wlasnosci mechanicznych. '

PrzejdZzmy do okreslenia zakresu shusznoéci podanego rozwiazania. Latwo stwierdzi€,
ze m,(p) monotonicznie maleje od wartoéci 7 dla ¢ = 1 do 0 dla ¢ = 0, jezeli 205(1—n)—
~203+(1—7) <0.

Gdy natomiast 2¢3(1—2)—203+(1—n) > 0, wtedy mamy

(16.5) m=0 dla ¢=g,= {e(l—n2[1—g(l—mI}"* > go,
a wigc m, osiaga analitycznie maksimum dla ¢ = g,,, o = 0 i nieanalityczne minimum
dla ¢ = gy, rys. 4.3. Oznacza to, ze 7 jest dla danego g, na tyle male, ze nastgpuje czgsciowe
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zamocowywanie sig¢ strefy stabszej w zewngtrznej czgci mocniejszej. Rozwiazanie bé¢dzie
wiec stuszne, gdy

(16.6) m0o) 20 fio=n—(0d—0d)/(1—e}) =0.

Mozna przekonaé si¢ ponadto, ze warunek m,(o,) << 1 jest spelniony zawsze.

Rozwigzanie II Gdy parametry podzialu gy lub nigjednorodnosci 9 nie spetniaja
nier6wnosci (3.6), w obu czedciach plyty pojawiaja si¢ strefy ujemnych momentéw m,.
Stany naprezenia w przedziatach (0, &), (&1, 00), (00, &), (63, 1) odpowiadaja kolejno
bokom BC, CD, C'D', B'C’, co przy uzyciu funkcji impulsu mozna zapisaé jednym
wzorem
(16.7) my = 110, 0o)+1(0o, 1)+mI(&, &).

Podstawiajac (16.7) do réownania réwnowagi (15.9), catkujac je i spetniajac warunki
mr(o) =17 mr(é-l) = mr(éz) = mr(l) =0 > O_trZymamy

2 3 2
(16.8) m, = 77(1 — —%) 10, &)—n [—2“ (% - 1) —In %1] I(&1, 00)—

3
—~ [—’L <e%—f%>—1nﬁ]f<eo, £)+ 1 (0—E) (1—) (+o+£) 16, 1),
243 & 331
przy czym obcigzenie graniczne wynosi '

6
s = 727;
1

(16.9)
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wspolrzedne za§ &, &, wyznaczajace zasigg stref ujemnych momentéw m, okreslone sa
przez przestgpujacy uktad réwnan:

(16.10) &= (1+&+&m,
3 & & &
) i Lin 22— 2L — 0.
(16.11) 2 17( 5%) Fln o -17111 o 0

Potozenie profilu momentéw na powierzchni wlasnosci mechanicznych pokazano na rys. 4.4,

Rys. 4.4

Na podstawie (15.2), (15.7) mamy », = 0 w przedziatach (0, &), (&, 1) i %, +%, =0
dla przedziatu (&;, &,). Mozna to zapisaé w postaci réwnania

. 1 )
(16.12) w4 ?I(El, E)w = 0.
Calkujac to rOwnanie mamy

(1613) W= wo—woc{—g— 10, &)+ (1+1n i)f(fl, &)+ (1n§+i)1<fz, 1)},
51 51 El 62

przy czym z warunku brzegowego w(l) = 0 wynika
¢ = &/(1+&,1n &/8).
Stosujac wzér (15.8) tatwo stwierdzi¢, ze w' jest funkcja ciagta(®?), w'" funkcje skokowa,

i dopiero W'’ zawiera d-funkcje od &, &,.

(*") Przedziat (0, a), @ < 1 w niniejszej praoy rozumieé bedziemy jako przedzial (— &, @), za$ przedziay
(a, 1) jako przedzial (a, 1+4€), 6> 0. Stad np. I'(0, @) = 8(x)—d(x—a) = ~S(x—a) w interesujacym
nas zakresie zmienno$ci x, 0 << x < 1.
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Przejdzmy do zbadania zakresu stusznosci przedstawionego rozwiazania. Funkcija
m,(¢) ma maksimum analityczne w punktach o = g, = (£, +EYP > &, 0 =0 1i nie-
analityczne minimum dla ¢ = g,, rys. 4.4. Powinny by¢ spelnione zatem warunki

(16.14) m, (o) < S12 <0
(16.15) £ <0 Jos = Ingo—[nB—In3n)—1]2(1—7) >0
(16.16) m,(@o) = —n Ingg /51—390/51‘1‘5 0 tzn.

Joa = &, 09)—0,73g, = 0

gdzie &(n, o) jest okreSlone przez uktad (6.10), (6.11). Mozna stwierdzié, ze warunek
m,(0) < 1 jest zawsze spetniony.

Rozwigzanie IIl. Gdy parametry %, g, nie spelniaja nieréwnoéci (16.15), obszar
ujemnego momentu m, ogarnia cata czg§¢ mocniejsza plyty. Wtedy

(16.17) my = n1(0, 0o)+1(gy, )+mI(&, 1).
Korzystajac z réwnania réwnowagi i warunkéw m,(0) =, m(&) = m,(1) =0
otrzymujemy

0619 m=n (1= L)1, er-n| 2% 1) -m L], -

3
_[2;72 ]I(QOsl)’
przy czym parametr & okreslony jest przez zaleznosé
1 39 1 3y .
(16.19) ln?1 T§—§+T+(?7 Ding, =0,

obciazenie za$ graniczne wyraza si¢ nadal wzorem (16.9). Latwo zauwazyé, Ze wyrazenia
(16.17), (16.18) i (16.19) otrzymuje si¢ z (16.7), (16.8) i (16.11) przy &, = 1. Analogicznie
rozktad predkoéci ugigcia wyraza sig wzorem:

(16.20) W=wo~woc{ 10, 51)+(1+1n )1(51,1)} ¢ =1)(1—In&).

Zakres stusznoéci rozwigzania 3 okreélaja warunki
(16.21) m(l) =1, f3<0,

(16'22) mr(QO) 2 -7, f24 < 0: n = lenQO/(1’81598_2’815)'
W zapisie ostatniego warunku wykorzystali§my zwiazek (16.19).

Rozwiazanie IV. Niech w rozwigzaniach II, III parametr podzialu g, bedzie
ustalony, parametr za$§ niejednorodnosei n zmniejsza sie. Przy pewnej wartosci 7 = #*
mamy znak réwnoéci w zalezno$ci (16.16) dla rozwiazania II lub (16.22) dla rozwigzania
III. Odpowiada to sytuacii, gdy
(16'23) m, (QO) = —""77*’ Er = 0’73901 77 = 77*(00)1

a wigc w punkcie kontaktu obu czeéci plyty realizuje si¢ stan D (por. rys. 4.2). W tym
przypadku predkoécei x,, %, nie sa dla ¢ = g, jednoznacznie okreSlone ze wzoréw (15.2).
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Inaczej méwiac, dla n = #* na ¢ = g, mozliwe staje si¢ powstanie przegubu plastycznego.
Przegub ten nalezy rozumieé jako powstajacy w czeéci stabszej w bezposredniej bliskosci
punktu kontaktu. '

Dalsze zmniejszenie si¢ # prowadzi do takiego schematu zniszczenia, przy ktérym
uplastycznienie osiagane jest tylko w stabszej czesci §rodkowej, ktéra pracuje jako plyta
zamocowana w sztywnej czeSci zewngtrznej.

Profil naprezenia m,(p), m,(0) dla tego przypadku uzyskujemy z profilu (16.7), (16.8)
ustalajac n = n*, & = &, & = &F i zmniejszajac skalg, tzn.

(1624) @ = Lmo, &, @ = Lo, & €

dla f,, < 0. Cdony z I(0, &), I(&F, 0,) opisuja wowezas znane rozwiazanie dla plyty
zamocowanej o promieniu g, R, natomiast cztony z I(gy, &%), I(£¥, 1) opisuja przedtuzenie
profilu naprezenia w czeg§¢ sztywna, lezaca wewnatrz powierzchni wlasno$ci mechanicz-
nych.

Analogicznie mamy

(16.25) m(@) =Tl e, o ) mo@ = e o, 1 €)
*
dla f,3 > 0. Profile (16.24) i (16.25) réznia sie tylko przedluzeniem w obszar sztywny.
Obciazenie graniczne wynosi

(16.26) gy = 11,26n/08.

Korzystajac z‘(15.2), (16.24) i warunku w(g,) = 0 kinematyke poczatkowego ruchu
uzyskamy w postaci

(16.27) W = wo {(1—co/éDI(0, &)+ [1—c(1+1In /&)1 (41, 00)}

gdzie ¢ = 1/(1+1Ingy/&;). Korzystajac ze wzoru (15.8) widzimy, ze w' jest funkcja skokowa,
natomiast

(16.28) W = T I )+ 0.

0

0

Wystepujaca w tym wzorze d-funkcja Diraca stanowi formalne odzwierciedlenie
przegubu plastycznego, dajac nieskonczona warto$é predkosci zmiany krzywizny radialnej
%,. Zwrdémy jeszcze uwage na to, ze przy operowaniu zapisem tego rodzaju nie zachodzi
potrzeba oddzielnego traktowania przegubdéw plastycznych np. przy obliczeniu mocy
dyssypacji.

Zbiorczy obraz zakresdéw stusznoSci poszczegblnych rozwiazari przedstawiono na
rys. 4.5. Mozna stwierdzié, ze w kazdym przypadku wszystkie podane wyzej odpowiada- -
jace sobie wyrazenia z sasiadujacych stref przechodza w siebie na liniach podziatowych.
Linie == 1, oy = 0 odpowiadajg ptycie jednorodnej o momencie granicznym réwnym Mo,
linia g, = 1 odpowiada plycie jednorodnej 0 momencie granicznym réwnym #nM,. Linia
kreskowana dzielaca obszar 1 odpowiada pojawieniu sie ekstremum m, w czgéci ze-
wngtrzne;j.
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Wynikiem istotnym dla praktyki jest, jak si¢ zdaje, wyznaczenie granicy .obszaru 4,
Saa(00, M) = 0, fas0o, n) = 0. Dla wartoéci parametru podziatu g, i parametru niejedno-
rodnodci 7 lezacych powyzej tej linii, obie cz¢ci plyty wspdlpracuja ze sobg w stanie
granicznym; dla wartoSci go, 7 leZzacych ponizej tej linii, nastepuje zniszczenie tylko czesci
§rodkowej, a wigc material czeSci mocniejszej nie jest w pelni wykorzystany. Aspekt

i

1

13

Rys. 4.5

inzynierski tego stwierdzenia jest nastepujacy: gdy cze§¢ mocniejsza projektuje si¢ jako
«pier§ciefiy majacy. stworzy¢é zamocowanie dla plyty érodkowej, to wybdr promienia
podziatu ¢ okresla jednoznacznie minimalny konieczuy stosunek momentu granicznego
«pierécienia» do momentu granicznego ptyty n = n*.

Godne odnotowania sa nastgpujace dwie ogdlne obserwacje jakosciowe, wynikajace
bezpoérednio z rys. 4.6: przy dowolnej warto$ci parametru podziatu p,,

1) dla > 1/3 w plycie nie wystepuja strefy ujemne momentéw radialnych,

2) dla n = n4 = 1/11 obie czesci plyty wspOlpracuja w stanie granicznym.

17. Plyta izotropowa o mocniejszym Srodku

Opis zachowania si¢ ptyty jest w tym przypadku prostszy od przedstawionego w p. 16.
Rozwiazanie I Podobnie jak w p. 16 przyjmiemy, Ze profil naprezenia m,(p),
m,(p) odpowiada bokom B'C’, BC. W6wczas
7.1 m, = 1(0, go)+n1 (o, 1.

Podstawiajac te zalezno$é do réwnania réwnowagi, catkujac je i spetniajac warunk1
m.(0) =1, m,(1) = 0 otrzymamy rozklad momentu

N B n+eo( ) . 20(1~—7) )
(17.2) m, = {1~¢*[n+eo(1 7] }1(0 e+ (=l tet s e, 1)

oraz warto§¢ obcigzenia granicznego
(17.3) . g = 6[n+eo(l—n)].
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Rozktad predkosci okredla wzér (16.4). Przy n = 1 lub gy = 0 otrzymane zaleznosci
okreslaja rozwigzanie dla plyty jednorodnej o momencie granicznym odpowiednio M,
1 Mo(*).

Analiza wyrazenia (17.2) wykazuje, Zze m, jest monotonicznie malejaca funkcja o,
Zakres stuszno$ci rozwigzania I okresla wige jedynie warunek (rys. 4.6)

(17.4) m(e0) <My, = n*(0) = (1—0d)/(1+05—ed)-

Rys. 4.6

Rozwiazanie 1I. Gdy dla ustalonego g, parametr niejednorodnoéci spada do
warto§ci 7 = * na ¢ = g, mamy m, = nM, (punkt B’) i mozliwe staje si¢ powstanie
przegubu plastycznego.

Dla 5 < n* schemat zniszczenia odpowiada ruchowi czgéci mocniejszej jako bryly
sztywnej, uplastycznia si¢ natomiast cata zewngtrzna czgSC stabsza, pracujaca jako plyta
pierécieniowa, zamocowana na pionowo przesuwnym brzegu wewngtrznym o = g, i ob-
cigZona poza ci$nieniem prostopadiym p dodatkowo pier§cieniem sit skupionych na
0 = @, 0 intensywnosci ¢, = ppg R?/2. Rozwigzanie ma postaé ,

(17.5) m, = ;%.—mi(e, n*),  my= %mi’(e, %),

gdzie wyrazy z I(0, p,) reprezentuja przedluzenie profilu naprezenia w obszar sztywny,
lezace wewnatrz powierzchni wlasno$ci mechanicznych.
Obcigzenie graniczne wynosi

6n.M,
17.6 kil A

(®®) W przypadku g, = 0 punkt ¢ = O jest oczywifcie punktem osobliwym.
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rozktad za$ predkosci okresla wzor

I—p
I(og, 1).
1__@0 (QO )

Zakresy stuszno$ci przedstawionych rozwigzan obrazuje rys. 4.7; obszar braku wspél-
pracy jest tu znacznie wigkszy niz dla przypadku przedstawionego na rys. 4.5. Przebieg
linii podziatu jest w dobrej zgodnosci z wyobrazeniami intuicyjnymi.

17.7) w = Wwel (0, o)+ W,

n 4\
4
@
2=0"(po)
@
0
1
Rys. 4.7

W pracy [15] zanalizowano w podobny sposéb no§no$¢ graniczna plyty ortotropowej
o skokowej niejednorodnoéci (ptyta Zelbetowa).
' Od autora. W czasie opracowania przedstawionej powyzej problematyki autor spotykat
sig z zyczliwoScia i konstruktywna krytyka ze strony wielu os6b. Autor cheiatby podzie-
kowa¢ tg droga za stowa zachety prof. dr Wactawowi OLszakowl, prof. dr Wojciechowi
UrBaNnowskieMU, prof. dr G.S. Szarirz (AN ZSRR), prof. dr Antoniemu Sawczu-
kowi i doc. dr Wojciechowi SzCZEPINSKIEMU. Zawsze chetnymi stuchaczami i wnikliwymi
dyskutantami byli koledzy z Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki, przy czym
autor jest szczegdlnie wdzieczny dr inz. Andrzejowi KoniGowi, dr inz. Markowi JANA-

sowl, mgr Janinie OSTROWSKIEI, mgr inz. Jerzemu ZAWIDZKIEMU i mgr inz. Jerzemu
NAJAROWI.
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Pesmome

TJIACTUUYHOCTS TEN C PA3PLIBHOM HEOTHOPOIHOCTBIO

Bornpock! COBMECTHOH IMNacTHYECKOH Ae(OPMaLMH pasHbIX METAINIOB M HEKOTOPbIE BOMPOCHI MPOY-
HOCTH COCTABHBIX KOHCTPYKUHI BLI3BIBAIOT HEODXOMHMOCTh PACCMOTPEHHUS IIACTUYHOCTH TeJI C NOBEPX-
HOCTSIMU PA3pbiBa NMPOUYHOCTHBIX CBOHCTB. TaKue Tena HASBAMBI TEJaMM C PASPEIBHOH INIACTHUECKOIT
HEOHOPOIHOCTEIO,

B nacroswei paboTe B3naraloTca pesysbTaThl ntostyyeHmble B [10]-[16]. Cpenana onbITka ompcagns
TINACTHYHOCTH TEJI C Pa3pbIBHOM HEOIHOPONHOCTRIO HA OCHOBE MATEMATHUECKON TEOPHMH YKECTKO-IUIACTH~
YecKOro HEeYNpPOYHSILIEroca TENa,

B nepBoif uacTH [(A€TCS HEKOTOPas YNpOLUenHass MOMENL CThIKA JBYX uacTell TeNia ¢ Pa3NHuHbIMK
TIpefeNiaMi TEeKYYeCTH, HENPOTHBOPEUAINAsA OCHOBHBLIM NPEACTABIICHUAM TEODHMH HISANIGHOM ILIACTHY-
HOCTH. IIpHBEREHLI HEKOTOPBIE OMBITHLIE NAHHBIE.

Bropasi yacTs paboThI, COCTABIAIOIIAS IIOJIOBHHY €€ 00beMa, NMOCBAIIEHA MATEMATHUECKOH Teopmu
Tuiockoro nedjopmuposantoro cocroaHusa. C (opmansol TOUKK 3PEHHS BONMPOC CBOIUTCA K PEIIECHMO
KBAsUNHHEHHON I'MIEpGONIMUECKON CHCTEMBI YPAaBHEHHl NepBOr0 MOPANKA, ¢ PasphIBHLIME Ko3(pdu-
nuenTamu. HecnenoBannl cBoHCTBA NOJIS HANPAMEHMHE K MOJSA CKOPOCTEH B OKPECTHOCTH JIMHMH KOH-
TaxkTa. PaccMOTpEHa JIOKAJBHASA KAPTHHA XapaKTEPHCTHK, IIpHBENCH NONHBIN aBanMs HANPAKEHM
¥ CKOPOCTEH B 3afaye 0 HAYANLHOM IUIACTHYECKOM TEUSHHH KIIMHA HATPY>KEHHOIO PABHOMEPHOM GOKOBOIL
HATPY3KOH Ha yacTH rpamy. IIJIs ON¥CcaH¥s DaspbLIBHBIX IIOJIEH CKOPOCTell HCIOJB30BaHbl IpoCcTeiiutne
06001eHHbIe DYHKIMH. DTO A0 BO3MOYKHOCTh [IPOBECTH 4HANW3 COIVIACOBAHHOCTH NAHHLIX pernresuil
C KDHTEPHEM HEOTDHUATENBPHOCTH MOIUHOCTA NHCCHIIALKMH 3HEPTHH.

Jano peutenne 3ajayuu 0 HaYaJbHOM JUIACTHYECKOM TEUSHHH ITOJYNPOCTPAHCTBA C HEKOTOPLIM BHIOM
pPas3pbIBHOM HEOQHOPOJHOCTH, ION NEHCTBHEM >KECTKOro rramma. OIMMCAHO NOTYUEHHOE COBMECTHO
¢ M. Apuumw, [16], pemrenye 3agayu O BOJIOUEHHMH TPEXCIIOHHOM MOJIOCHI YEpe3 IUIANKYI0 MATPHIY.

B TpeTbelt 4acTH -pacCMOTPEHA HECYIIAf CIOCODHOCTh CKPYUMBAEMBIX CTEPYKHEH € COCTABHBIM Ceye-
HueM. CTEPIXKHM MHOIOCBSI3HOIO CEYEHHS SABIIOTCS YacTHbIM CIYU4eM DPACCMATPHBAGMOIo KJlacca
creprkHeli. [IpuBenEeHBb! HEKOTOPEIE KAYECTREHHEIE DE3YJIPTATLL U JAHKI MIPUMEPE! PELUEHHE AR CTEPXK-
Hell Kpyrjoro ¥ INpPSIMOYTONBLHOTO CEUEHHS,

B yersepToif uacTi naHO MONy4yeHHOe coBmecTHO ¢ A. KéHurom [15] penrenme samaum o necymyeif
€rocoGHOCTH KPYriIoi IUIaCTUHEI, COCTOAWEH W3 ABYX KOHUEHTDHUYECKHYX UacTeil ¢ pasiIMUHBIMH Ipe-
IEeJIbHBIMH MOMEHTAMHM,

Summary

PLASTICITY OF THE BODIES WITH JUMP NONHOMOGENEITY

Problems concerning joint plastic treatment of different metals and some problems of strength of
constructions composed of different materials involve consideration of the plastic deformation of the
bodies possessing surfaces on which the moduli describing plastic properties undergo jumps. Such bodies
are called bodies with jump plastic nonhomogeneity.

The work includes joint presentation of the paper [10]-{16], in which an attempt of describing some
aspects of the plasticity of the bodies with the jump nonhomogeneity has been made on the basis of the
mathematical theory of the rigid/perfectly plastic body.

The paper starts with the formulation of a simplified theoretical model of the joint of two parts, each
of them with different yield point. The model is built on the assumption of ideal plasticity. Some ex-
perimental data are also presented. :

The second chapter, which is a half of the entire contents of the paper, deals with the mathematical
plane plastic flow theory. Formally, a quasilinear hyperbolic system of the first order with discontinuous
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coefficients is here encountered. The properties of the field of stresses and of velocities in the neigh-
bourhood of contact surfaces are examined. The local picture of the characteristics is discussed. The full
analysis of stresses and velocities in the problem of initial plastic flow of the wedge with uniform lateral
pressure acting on a part of its edge is presented. The description of the discontinuous velocity fields is
carried out by the simplest distribution. This enables to analyse the agreement of the solutions with the
postulate of non-negative power of energy dissipation. The solution to the problem of initial plastic flow
in the half-space containing some kind of the jump nonhomogeneity is presented when a rigid punch
acts on the bounding plane. The solution to the steady drawing process of some sandwich strip through
smooth dies, obtained by M. Arcisz and the author [16] is discussed.

The third chapter deals with the limit analysis of twisted bars containing a transversal jump disconti-
nuity. The bars of multiconnected cross-section can be considered a particular case of the discussed class.
Some quantitative results are found and examples of solutions for bars of both circular and rectangular
cross-sections are shown,

In the fourth chapter, the solution to the problem of the limit analysis of the circular plate consisting
of two concentric parts with different strength is considered. This solution has been obtained by
A. Xénig and the author [15].
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