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"1, W opracowaniach z teorii powlok cienkich zajmowany przez material powloki
obszar w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej bywa z reguly parametryzowany ukla-
dem tzw. wspdlrzednych normalnych. Uklad ten jest utworzony z rodziny powierzchni
£3 = const rownoleglych do $rodkowej powierzchni powloki (£ = 0) oraz z dalszych
dwéch rodzin £° = const, § = 1, 2, ortogonalnych do poprzednich i danych sposobem
parametryzacji powierzchni $rodkowej. Uklady wspdirzednych normalnych sa w teorii
powlok cienkich zwlaszcza wtedy dogodne w zastosowaniu, gdy odksztalcenie powloki
przebiega zgodnie z zaloZeniami geometrycznymi teorii Kirchhoffa-Love’a. Zalozenia te
sg bowiem od razu spehlioﬁe, gdy ukfad wspélrzednych normalnych &, &, & przyjmiemy
jako konwekeyjny (odksztalcajacy si¢ wraz z powloka) oraz jednoczesnie gdy potraktu-
jemy & jako odlegloé¢ dowolnego punktu materialnego powloki od jej powierzchni
$rodkowej.

Zupetnie ogdlny sposéb podejscia do réwnan teorii powlok cienkich uzyskamy nie
wprowadzajac wspdlrzednych normalnych, lecz parametryzujac powierzchnie $rodkowa
powloki oraz jej przestrzenn dwoma niezaleznymi ukiadami wspéirzednych: powierzchnio-
wym 1 przestrzennym (por. np. [1]). Przyjecie takie prowadzi jednakze do ztozonej postaci
réwnan teorii i nie jest dogodne do zastosowania metody wspotrzednych konwekcyjnych,

W przedstawionym komunikacie beda omowione uklady wspétrzednych nazwa
prostokredlnymi, ktére mozna przyjaé za konwekcyjne réwniez, gdy na odksztalcenie
powloki nie sa narzucone wigzy geometryczne teorii Kirchhoffa-Love’a, lecz gdy rozwa-
zamy teorig «drugiego przyblizenian. Uwzgledniamy w ramach tej teorii wydtuzenie lub
skrécenie elementéw materialnych powtoki, normalnych w jednej konfiguracji do tej
powierzchni §rodkowej, oraz zmian¢ kata nachylenia tychze elementéw do powierzchni
$rodkowej. Takie podejicie do zagadnienia mozna znaleZé w pracy [3].

Szczegblnymi przypadkami prostokre§lnych ukladéw wspdirzednych sa uklady nor-
malne.

Oznaczenia. Przyjmujemy, ze wskazniki kontra- i kowariantne, oznaczone literami
greckimi, przebiegaja ciag 1, 2, a oznaczone literami alfabetu lacinskiego ciag 1, 2, 3.
W stosunku do wszystkich wskaZnikow zastosowano konwencje sumacyjna.

Przecinkiem oznaczono w pracy rézniczkowanie czastkowe wzgledem zmiennych
znajdujacych si¢ po jego prawej stronie. Np.: gi; = 0g;;/06% . Kreska pionowa oznacza
w pracy pochodng kowariantng. Nawias zwykly obejmujacy wskazniki oznacza czgéé
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symetryczng tensora wzgledem wydzielonych wskaZznikéw, nawias kwadratowy — cze$é
antysymetryczng.
W stosunku do wielkosci o charakterze wektorowym zastosowano notacje absolutna.
Ponizej zestawiono inne wazniejsze oznaczenia:

{&} uklad wsp6trzednych prostokresinych,
T(&) promien wodzacy przestrzeni otaczajacej rozwazanga powierzchnig ,
r(&%) promien wodzacy powierzchni s,
g; wektory bazy ukladu {&'} w przestrzeni otaczajacej powierzchnig ,
g; wektory bazy ukiadu {&} na powierzchni = (dla & = 0),
Zij tensor metryczny ukfadu {7},
&ij» 'Eij, ”g,v,- pierwszy, drugi i trzeci tensor podstawowy powierzchni sz,
[lf, kl; { j‘k} symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju w przestrzeni otaczajacej
_ powierzchnie 7,
[ij; )); {/’x} symbole Christoffela dla & = 0,
ﬁ’,,,s, tensor krzywizny Riemanna-Christoffela.

2. Niech réwnanie powierzchni §rodkowej powloki, ktéra dalej nazywaé bedziemy
powierzchnig 7, bedzie dane réwnaniem:

2.1) r = r(¢, &),
gdzie {£}, 6= 1,2, jest ukladem wspélirzegdnych krzywoliniowych przyjetym na tej
powierzchni. Wektory bazy tego ukladu zapiszemy wtedy w postaci

ox
2.2) g = aig'g =T

Przyjmijmy na rozpatrywanej powierzchni pole wektorowe

g = g(&, &),
najezajace ja w dowolny sposéb. O funkcji g, zakladamy, ze jest dostatecznie regularna
dla dopuszczenia operacji wykonywanych na niej w dalszym ciagu pracy. Punkt 4 lezacy
w otoczeniu powierzchni & (przez otoczenie powierzchni rozumiemy tu obszar jedno-
"ednoznacznoéci parametryzacji ukltadem {&'}) mozna wtedy parametryzowa¢ réwnaniem:

23) F(E) =r(@)+Eg(&), i=96,3.

Uzaleznia ono punkty przestrzeni otaczajacej powierzchni¢ jedynie od wielkosci na niej
danych (rys. 1).

" Uklad {&°, &} bedziemy dalej oznaczaé {&) i nazywaé ukladem wspétrzednych
prostokresinych. Jego linie parametryczne dla £ = 0 pokrywaja si¢ z liniami parametryez-
nymi uktadu wspéirzednych {&°}, a linie parametryczne &° = const sa prostymi o kie-
runkach danych na powierzchni o przez pole wektorowe g;. Wektory bazy ukladu prosto-
kre$lnego okreéla réwnanie

_a

24) &=z

= f,i-

Kwadrat elementu liniowego z otoczenia powierzchni 7 zapiszemy wtedy w postaci
dst = dt - df =% df dE) = @0+ 8g9),- +E080), 48 dE/,
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skad po przeksztalceniach otrzymamy
(2.5 ds® = g, dE dET = [g 428 g+ (832 gy  dE dEL,

gdzie §; jest tensorem metrycznym przestrzeni otaczajacej powierzchni¢ m. Précz tego
w powyzszym wzorze wykorzystano nastgpujace oznaczenia:

dar : . .
gii—8g" g pierwszy tensor podstawowy powierzchni,
dar

(2.6) "8 =83, 8y drugi tensor podstawowy powierzchni,
g = 2, @s; trzeci tensor podstawowy powierzchni.

AEse’)

Rys. 1

Jak latwo sprawdzié, trzeci tensor podstawowy mozna wyrazié przez drugi tensor podsta-
wowy i sktadowe kontrawariantne pierwszego tensora podstawowego. Zalezno$¢ ta ma
postac:

2.7 C gy ="gu'gng",

gdzie g = ok

Bezposrednio z definicji wynika, ze skladowe kowariantne drugiego tensora podstawo-
wego tworza nastepujacag macierz:

' . ‘8 Em
(28) (ga=|% %),
3. W dalszym ciagu pracy bedziemy réwnieZ korzystaé ze skltadowych kontrawariant-
nych tensora metrycznego §;;. Znajdziemy je w postaci rozwinigcia w szereg potegowy:

| :
G.1) =

kj

NG

‘:kOQ

~

A

<
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gdzie
car 01g%
3.2 kj 2L
62 S Ay
Wykorzystamy teraz zwiazek wiazacy skfadowe kontra- i kowariantne tensora metrycz-
nego
(3-3) gikg'kj = 5{
Po podstawieniu do réwnan (3.3) zaleznosci (2.5) i (3.1) oraz po przyréwnaniu wspot-
czynnikéw przy tych samych potggach &% otrzymujemy:

(68 =0).

(3.4) g = gt 283 gD (£3)2(4 g gUD—"ghn gl gy 4 L.
Wykorzystano tu réwnosci (2.7), oraz zwigzek

(3.5) " g, g g

4. Przejdziemy obecnie do okre§lenia operacji rézniczkowania w otoczeniu powierzch-
ni . Do wyznaczenia pochodnej kowariantnej musimy zna¢ symbole Christoffela. Mozna je
znalezé w sposob prosty korzystajac ze zwiazkéw:

850 ="F4 = 2+ 8,
(4'1) %6,3 = l:‘:,ds = gﬂ,b’

g3 = F 35 = 834,

£33 = 833 = 0.

Poniewaz (por. np. [2], str. 26)
4.2 [if; k] = &, - @.,j,
wigc dla £3 = 0 otrzymamy nastg¢pujace wzory:

~ 1
‘ [64; 0] = [04; 0]igsny = 5 (850, 810,6—8s2,0) ‘

4.3) [04;3] = [5;:; 3)ies0) = 8305, 'g(a;.),
[03; 1] = [03; i]@ws—0y = "&si)
[33; 8] = [33; 3] = 0.

Przez podniesienie wskaznika pierwszym tensorem podstawowym powierzchni dochodzimy
do zaleznoéci:

{5} = g"[04; 1] = g°?[04; 9] +8(2ags,1y— "&(ony)
{52} = &°[02;i] = g™ [02; P +£8%(gs(s,1y— '8 on)»
{45} = £Y[36; 1= "g',

{gs) = {&} = 0.

Wykorzystujac powyzsze zwiazki mamy na przyklad dla pola tensorowego Tj; na po-
wierzchni (&3 = 0) nastgpujgce wzory:

(4.4)
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[ Tisle = Tijo— {83 Ty~ {fo} T
| Té).lg = T61,3—~ {5’?}}Tkl_ {{E}Tﬁk’

4.5) Tssls = Tona— {35} Thas
Tgls = T31,8— {;.ka} Ty,
T33|3 = Tas,a-

5. Podane powyzej symbole Christoffela pozwalaja napisaé réwnania istnienia po-
wierzchni przy nieortogonalnym najezeniu. Punktem wyjScia bedzie tu wlasno§¢ przes-
trzeni euklidesowej, stanowigcej otoczenie powierzchni zz. Wiemy mianowicie, ze w tej
przestrzeni tensor krzywizny Riemanna-Christoffela jest réwny zeru [2]. Mozna to za-
pisa¢ w postaci

A

(51) —Rprst =0,
gdzie
R 1 & & & . & smn T N A
(5.2) Rppst = > (gpt,rs+grs,pt_gps,rt'—grr,ps)’l“g ([rs; m][pt; n]—[rt; m][ps; n)).
Zwiazki (5.1) i1 (5.2) prowadza do nastgpujacych zaleznosci:
| jél?tl&(g3 = 0) = R1313 =0,
R2323(§3 = 0) = Roges = 0,
R1323(§3 = 0) = R1328 =0,
le2(§3 =0) = Ry, = 0,
Ry315(8% = 0) = Ryapp = 0,
R1321(§3 = 0) = Rygay = 0.
Wykorzystujac zwiazki (4.3), rownania (5.3); i (5.3), zapiszemy, jak nastepuje:

(5.3)

1 ’ 1o ok mn | 1
Rsass = o 4 8(38),6 gék Csk—&a,00)+8& [36; m][3d;n] =0 (d — niesumowane!),

natomiast réwnanie (5.3), przyjmuje postaé

L

Rygen = 5 2 Ig(13),2+2 '8’(23),1'—2 'gik 'g2k—833,12)+g"'" "Gom '&1n = 0.

Powyzsze zalezno$ci mozna napisaé w postaci uktadu réwnan

(5.4) 8u3,00 = '€s32 8-

Skladowa Ryy,, opisujaca zakrzywienie powierzchni =, po rozwinieciu przyjmuje
postac

1
(5.5) Ryps= -5 (2g12,12——g11,22—g22'n)+g"'”([12; m][12; n]—[22; m][11; n]) =

1 )
=5 (2g12,12—g11,22—822,11)+g‘u([12; S1[12; AJ—[22; 8][11; -+

. +g63{[12; 5](83(1,2)“’8.(12))—‘[22; 5](g31,1—'gu)}+g"3{[12; 5](8’3(1,2)—'8(12))—
—[11; 8)(gas,2—"822) } +£% { (830,00~ "8 (Gact,0— "Euo)) —
_(g32,2_’g22)(g81,1_,g11)} = 0.

L
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WprowadZmy oznaczenie
(5.6) Ry = —g{—2[12; 8] ‘gan+[22; 0] 'gu+[11; 6] ges} -+£% det’g ) —
_gm{_zgaa,z) "z T8aa,2 ‘g1 8311 'Goo) -

Roéwnanie (5.5) okresla teraz zalezno$é

1
(5.7) Rfopp = 7 (g11,22-2g12,12+g22,11)+g“([12; 01[12; A]—[22; d][11; A—

—g%([22; Olgn—2[12; Olgsq,o)+ [11; 6183 20)--8°2(8s(1,2) 8a1,2)—&o1,1832,0) -

Ostatnie dwa réwnania istnienia powierzchni otrzymamy z warunku zerowania sie
sktadowych Rys1p 1 Rygoq tensora Riemanna-Christoffela.
Pierwsze z nich zapiszemy w postaci

1 ’ ’ mn/t 7
Rogyy = D3 (2 8oo11831,00—2 g(21).2_gaz.21)+g (gunl22; nl—"g, [21; 1),

drugie natomiast jako zalezno$é

1 4 7 mn/t 4
Rigyy = 3 (2 g2t L€a011—2 8(12),1"‘831,12)‘}‘5 (gamlll; nl—"g1,112; n]).

Po przyrownaniu tych zwiazkéw do zera otrzymujemy:

1 ! 1. ’ 7.
(5.8) 383[2,1” = "8, {p[2; “5” g1]6+(gs(tp,[z)—‘ g(m[e)) gus-

6. Przytoczymy jeszeze zwiazki okre§lajace pochodne czastkowe wektoréw bazy
25, g° 1 wektoréw g, oraz g8, Odpowiadaja one klasycznym wzorom Weingartena-Gaussa.
Mozna je otrzymaé bezposrednio ze zwiazku (por. np. [2], str. 25)

(6.1) g, = [j; Klg", gl,= —{ug

W naszym przypadku przyjmuje on postaé:

85,2 = [04; 9] g2+ (830, l)—'g(,m)gs,

l 83,5 = ’ga,-gi,

l g1 = — g% [g; v1g*—g%(gsr, oy — 810 8" — 81’87,
g% = —g"*[04; ¢ 8" —&% (ga(s, 1y— '&(o1) &' —25° 8"

(6.2)

7. Na zakonczenie wykazemy, Zze przyjecie pola wektorowego g ortonormalnie do
powierzchni JT prowadzi do ukladu wspélrzednych normalnych. Zgodnie z definicjg (2.6)
tensor metryczny g;; posiada wtedy pigé skladowych niezerowych

u gon O
(1.). lg;] = [ 0 1 ]
i na powierzchni £ = 0 mozna przyja¢ pierwszy tensor podstawowy w postaci
(1.2) 8o = 85 (88 = 0).

W drugim tensorze podstawowym znikajs przy powyiszym przyjeciu skladowe 'gss.
A wigc uktad pierwszego i drugiego tensora podstawowego powierzchni v jest wtedy taki
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sam, jak we wspohrzednych normalnych. Po wykorzystaniu uproszczed wynikajacych
z ortonormalnoéci g; symbole Christoffela, okreslone wzorami (4.3) i (4.4), maja postaé

1
[64; 0] = 5 (850, 2810, 6852, 5)»

(7.3) [04;3] = —'gss,
[03; 4] = 'gaa,
[33; 0] = [63;3] = [33;3] = 0,
{51} = g7 [04; ¢],
{;A} = “,‘,gﬂ,
oo () = g

A
]
{:ﬁs} = {é’s} = {333} =0.
Zaleznosci (7.3) i (7.4) sa identyczne ze znanymi w ukiadach normalnych [2].
Wreszcie réwnania istnienia powierzchni (5.4), (5.6) i (5.8) zmieniajg sig¢ w sposéb
nastepujacy: poniewaz

(71.5) 8s3,2 =0,
wiec trzy rownania (5.4) przechodza w tozsamosci. Réwnanie (5.6) ma postac
(7.6) Ry, = det ’gw,

a wiec otrzymujemy zwigzek okreflajacy krzywizne Gaussa mnozong przez wyznacznik
z tensora metrycznego. Podstawiajac (7.1) i (7.5) do réwnan (5.8) otrzymamy
20,1~ Q10,27 293 0] ‘0 —[lg; 6] 'g8 = 0

lub

Ig2qz, 17— {1‘347} o5 {162} Igétp"lglqa, 2+ {fw} 815+ {1‘2} ‘g5 = 0,
co prowadzi do rownania Codazziego dla powierzchni parametryzowanej normalnym
uktadem wspotrzgdnych
(1.7) "Baplt = "81pl2-
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Peswme

KOOPOUHATHBIE JTMHENUYATEBIE CUCTEMBI B TEOMETPHUI CPEIMHHBIX
IMOBEPXHOCTEN TOHKUX OBOJOUEK

OBcyr)KaaeTcs TeOMETPH CPERUHHO IIOBEPXHOCTY TOHKUX 060 I0UEK [IPH UCIIOIF30BAHMM KOOD UHAT-
HOH CHCTEMBI C IIPOM3BOJNBHLIM HANPABJICHHEM M NNHHON Ga3MCHOrO BEKTOpa g;. DBBemedsas cicrema
KOOPJMHAT, B BULY NPHHATON (JOPMEI mapameTpyueckoit muuum &9 = const, raseana nuueiiuaroli cucre-
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moit. OnpenensitorTcst OCHOBHLIE TeH30PLI nopepxuocTy (hopmyneui(2.6)) M OIMCHIBACTCSI ONEPALMA KO-
BapUaHTHOTO JudeperupoBarHs it £, = 0 B aToii cicreme. B II. 5 BEIBOAMTCS, MCXOAA U3 TEH30DA
KpuBH3HBI Pumana-Xpucrodelst, UIecTh YPABHEHHHE CYIIECTBOBAHUA NOBEPXHOCTH IIPHM HEOPTOTOHAIb-
HOCTH GasHMCHOTO BEKTOPA gj. B 1. 7 IIOKA3AHO, UTO HOPMANBHAS CHCTEMA KOOPIHUHAT ABJISIETCSI, YACTHBIM
CITyuaeM JIMHEUaToH CHCTEMBI KOOPAMHAT. BhIBeieHHbIE COOTHOMEHMSA AAIOT BO3MOYKHOCTh IIPMMEHEHMA
COMYTCTBYIOLIMX KOOPAUHATHBLIX CHCTEM B TEOPHM O0OJIOUEK, He YHOBNETBOPSIIOILEH ICOMETPHUECKMM
npemnoxenuam Kupxrodda-Jlasa.

Summary

RULED COORDINATE SYSTEMS IN THE GEOMETRY
OF THE MIDDLE SURFACES OF THIN SHELLS

The geometry of the middle surface of thin shells has been considered in the paper, the problem being
parametrized by a coordinate system with base vectors g; of arbitrary length and direction, The system
introduced is called ,,ruled system’” due to the assumed form of the parametric line £ = const. The fun-
damental tensors of the surface (Egs. 2.6) and the covariant differentiation operation for & =0 are
defined in this system. Basing upon the Riemann-Christoffel curvature tensor, the six equations of exis-
tence of the surface with non-orthogonal rigging have been derived in p. 5. In p. 7 the normal coordinate
system is shown to be a particular case of a ruled coordinate system. The derived formulae enable to apply
the convectional reference frames in the theory of the surface which does not satisfy the Kirchhoff-Love
assumptions.
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