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1. Wstep

Niejednorodny osrodek sprezysty byt przedmiotem rozwazan wielu autordw. Miedzy
innymi klasyczny problem Flamanta o rozkiadzie naprgzen w poétplaszezyznie, wywola-
nych sila skupiona, dziatajaca na brzegu, dla oé$rodka nisjednorodnego rozwiazany zostat
przez W. OLSZAKA i J. RYCHLEWSKIEGO [5] oraz S. G. LECHNICKIEGO [4]. Oni tez postawili
ogblnie problem poszukiwania postaci niejednorodnosci, okre§lonej zmiennym modulem
sprezystosci dla danego z gory stanu naprezenia.

Zadanie to zostato nastgpnie uogdinione na przypadek pétprzestrzeni przez N. A. Ro-
STOWCEWA [6]. Niektére typy niejednorodnosei dla polprzestrzeni rozwazat K. HrRuBan [2],
a pewne zagadnienie kontaktowe dla okreslonego typu niejednorodnoscei omawiat B. G. Ko-
RENIEW [3].

N\

W pracy niniejszej podamy rozwiazanie plaskiego zagadnienia kontaktowego dla
jednego 1 dwu sztywnych stempli spoczywajacych bez tarcia na izotropowej, niejedno-
rodnej pélptaszczyZnie sprezystej (rys. 1).

6%
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Niejednorodno§é oérodka przyjmujemy w postaci dopuszczajacej radialny rozktad
naprezen. Jak wiadomo [4] zachodzi to w wypadku, gdy modut Younga jest typu E(x, y) =
= E(r, ) = E,(r)E,(g). Liczbg Poissona » przyjmujemy stala dla catego osrodka. Wpro-
wadzajac zastgpeza stata Poissona u potraktujemy wspdlnie pfaski stan naprezenia i od-
ksztatcenia. Korzystajac z funkcji Greena dla przemieszczen, sprowadzimy problem do
réwnania catkowego Fredholma I rodzaju z jadrem stabo osobliwym.

2. Konstrukcja funkcji Greena
Jak juz wspomnieliémy wyzej, zagadnienie polplaszczyzny sprezystej obciazonej sity
normalna na brzegu (rys. 2) dla zalozonego, radialnego rozkladu naprezen, prowadzacego
do okreSlonego typu niejednorodnosci, rozwiazane zostato w pracach [4, 51 6]. W pracach

tych nie przytoczono jednak ogdlnych wzordéw dla przemieszczen, ktére dla zadania
kontaktowego maja znaczenie podstawowe. Dlatego ograniczajgc sie do zacytowania
gotowych wzoréw dla naprezen przytoczymy ponadto zwigzki dla przemieszczen. Stosujac
powszechnie stosowane oznaczenia napiszemy skladowe radialnego rozkiadu naprezen

Gp =T =0,

0 dla plaskiego stanu naprezenia,
2.1 % =

_ 1@
S0,

vo, dla plaskiego stanu odksztalcenia,
g,

ktére po wykorzystaniu zwigzkéw nierozdzielnosci prowadza do nastepujacego zwiazku
dla modutu:

(22) E(") ‘7) = E,.(I')E(p((]ﬁ‘),
gdzie:
E.(r) = : : A Acosng,
—a-l—l—--—, E,p ((p)
Cprt4Cyr #
n= Y= ipe), A=—

[ E,(p) cosng cosqdyp
7T
I

G, Gy, a oznaczaja dowolne stale, E,(¢) dowolna parzysta funkcje ¢,
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¥ dla ptaskiego stanu naprezenia,

g= 1—17 dla ptaskiego stanu odksztatcenia.
Korzystajac ze znanych zwigzkow dla odksztaltcen

U, 1 dv, du,
@3 O AT

i uwzgledniajac uogdlnione prawo Hooke’a oraz (2.1) i (2.2) wyznaczymy przemieszczenia

2.4) u, = Acosng f % + ¥ (),

__ ud sinnp  Asinng
E n n

. ~dr

2.5 v, = (5 [v@irtoe.

Tutaj u, oznacza przemieszczenie w kierunku promieniowym, v, przemieszczenie w kierun-
ku obwodowym. Funkcje w(g) i D(r) okreslimy z warunku zgodnosci odksztatcen

_ 1 ou, = v, v
(2.6) ywr"‘_—ﬁ"l—i,—_*()

oraz z symetrii zadania. Jak widaé, przemieszczenia nie zalezg od postaci funkeji £, (¢),
a tylko od E.(r). '
W dalszym ciagu ograniczymy sie do modutu postaci

E= Eyr"cos"p = Eyy", 0<m< 1;
wtedy mamy:
E, = Eycos”p, k. =",

=1, C=0, ¢=-m, n= p/zimjzi_—my),

2.7) a=r =

n

2
[ cos"+ipcosng dy

™

)

Dla przemieszczen otrzymujemy wige z (2.4) i (2.5)

Acosng

(2.8) U, = T

+p(9),
1 Asinn
2.9) v, = (TE —,u) %p—ﬂb(r)— [ w(p)dyp.

Ze zwiazku (2.6) po uwzglednieniu wartosci z (2.7) wynika nastgpujacy zwiazek dla funkeji
pid:

(2.10) v @)+ [ p@)dp+rd () —B() =0,
ktéry przy dodatkowych warunkach '

limu,(r, ) =0, 72,0r,0 =0

r—=n
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spelniaja funkcje 4(¢) = @{(r) = 0. Na tej podstawie otrzymujemy ostatecznie

@2.11) y = Acosnp
‘ r m,'.m 2
_ l—pum Asinng
(212) 'Utp - mn v I :

Z wyprowadzonych wzordéw wynika, ze dla osrodka z niejednorodnoscia typu E(x, y) =
= F,y™ przemieszczenia sa regularne w nieskonczono$ci w przeciwienstwie do o$rodka
Jednomdnego dla ktérego, jak wiadomo, przemieszczenia maja dwa punkty osobliwe

(OICD)
‘P
.

7 7 '/ X/
u// // iz

Rys. 3

Nadajac sile P polozenie zmienne (rys. 3) otrzymamy ze zwiazkéw (2.1), (2.11) i (2.12)
funkcje Greena dla naprezen i przemieszezen. Wykorzystujac znane wzory transformacyjne
zapiszemy wielkosci te w ukladzie kartezjariskim:

Gi(xz s Ea 0) = EO yliZi RN }3 "( y )
Cgpl s WO

(x 5)2 n y
y(x, 3, €,0) = Ej4 5 L
O'y ()v y ) 0 “m+3 (1/ (Y E)2+),2)

[(x—&)2+)7 *
. n-1 .
75X, 3, £,0) = Ey A — (x‘é)y—,,}TaT"(/—‘--y ;'—:2),
[(x— &2+ 2 V(x—£&P+y
O, 3, & 0) = Eydv ——L T, ( y )
(213) ’ [(x___ §)2+y2]_2_1 l/(x—- 5)7"‘[_))2
, A 1—pm x—&
u(x, y, £ 0) = pre [ ysinnarcsin +
g L Vo=

ﬁ T'" ( —-,_;}j oa —‘):l 3y
+ m ]/(x—é")"-l')’2

' 4 1—pum x—&
v¥(x, y, £ 0) = - [ (x— &)sinnarcsin ——=—
[c—&*+14 s Ve—Bie

Y (_J )]
m o bty
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Tutaj naprezenia oznaczono zgodnie z powszechnie stosowanymi oznaczeniami: u i o
sg przemieszczeniami odpowiednio w kierunku osi x i y, T,(z) = cos(narccosz) jest
wiclomianem Czebyszewa [ rodzaju.

Podane wyzej rozwiazanie dla sily skupionej stanowi podstawe do rozwiazania prob-
lemu kontaktowego.

3. Nacisk jednego stempla na polplaszczyzne

Przystepujac do rozpatrzenia zagadnienia kontaktowego zwrdcimy jeszcze raz uwagg
na przyjela posta¢ modutu sprezystosci. Jak widaé, oérodek o takim typie niejednorodnosci
jest fizycznie nierealny (£ = 0 na brzegu). Taka posta¢ modutu ulatwia jednak matema-
tyczng analiz¢ zagadnienia, ponadto za$ mozna przyjaé ja jako aproksymacj¢ calego
szeregu nigjednorodnosei z réznym od zera modutem na brzegu (rys. 4).

0 10 .

&nfm

liniowa 2aleinosc Ecyy
" aproksymaocio vy

10 -

[y
Rys. 4

Zagadnienie kontaktowe polega na wyznaczeniu nieznanego rozktadu nﬁpr@ieh pod
stemplem, gdy dane jest jego przemieszczenie:
(3.1) v=A4A(x), |x|<a.

Prowadzi to do zwiazku

(3.2) [p(®2*(x,0, £,0)dt = A(x),

gdzie p(§) jest poszukiwanym naprezeniem.
Po wykorzystaniu (2.13) lub (2.12) dla ¢ = a/2 otrzymamy

l—pm . um - p(&)
e Asin 5 rx — g

d&é = A(x)
lub kréce;j

4
(3.3) ' PE) e — £,

o =g
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gdzie

nmdx

fo) ==
A sin]g—z (L —pum)

Jest to réwnanie catkowe Fredholma I rodzaju z jadrem osobliwym. Catka w (3.3)
ma sens jedynie dla m << I, co jest wynikiem przyjetego typu nicjednorodnosci. Réwnanic
(3.3) bylo badane przez K. D. SAKALIUKA [7]. Stosujac przedtuzenie na dziedzing zmienne;
zespolonej, rozwiazujac pomocniczo zagadnienie brzegowe Hilberta-Riemanna dla funkcji
analitycznych oraz sprowadzajac nastepnie zadanie do réwnania catkowego Abela otrzy-

muje si¢ rozwiazanie w postaci

&

_sinmm d 1 F(x) o
64 2 = S G | G
gdzie
i

Ctg —_— 1-m

L IR NP R (U

2 2n

Ao

41

//
£
N

%&@Q“’@QQ@&Q
g 3 3 I I I I I 8
S ol o o o of ol o § &

Q5 04 Q3 Q201 0 Q1 Q2 3 04 Q5
Rzedne wykresu naleiy pomnozyc przez
' . nm

Xoa

4
A-umv2a sin%
Rys. 5

Catka we wzorze (3.4) nie jest elementarna nawet dla prostych postaci funkcji J() [a wige
A(0)]. Mozna ja obliczy¢ jedynie numerycznie. Dla m = 1/2 i A(x) = 4 = const otrzy-
mujemy rozwigzanie, ktérego wykres przedstawiono na rys. 5. (Obliczenia przeprowadzono

na maszynie cyfrowej UMC-1).
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W dalszym ciagu rozpatrzymy kilka prostych przypadkéw zagadnienia odwrotnego,
tzn. zakladajac znany rozklad naprezed pod stemplem wyznaczymy odpowiadajgce mu
przemieszczenie, tzn. ksztalt stempla.

Przypusémy, ze p(§) = p, = const. Otrzymujemy wtedy z (3.3)

Asin ——(l—ym) Asm— (l—pum) =
Po & A
ﬁ] (Y) - T nm - _f iA—EI,TdE == nm Po , r ( f)"' —‘ { (E-‘—X)"']

1 po obliczeniu calek

F) = —— - ,! I—m 1 m
3.5) A(x) pym = [(Y )" (a—x) x| < a.
Dla x > a znajdujemy

A(l—,u.m)sinn%r a d
(6 4G =" py J =
A(l—‘um)smnzj !
—_ _ o __10__ [(x_a)l—m_ (,\'—l—a)l-m_!.
nm 1—m

llIIHHJ [[illa X

—/77;///_

Ty

Rzedne wykresu —um) sinI
nalezy pomnoZyc przez /4/70(—71,17/”)'_2

(=]

Rys. 6

Wezmy teraz pod uwage p(§) = p,&2. Wtedy

. nm .
A -—pm) sin 2 2 N A(l—upm)sin _-i_ x " e
0= J R W S N

X— E|m nm (x E)m E x)m :
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Po obliczeniu calek otrzymujemy

A(J — wm)sin »E— 2
(37) 4] (x) = — W == pl ijnz [(a—{—x)l_"'—{—((I——X)1_"']—
2(1 AN2—m 2— m 2 . m
T (—mQ—m) [(a x4+ (a =) (1—m) 2—m)(3— [(a—} 0T

+(a—.\')3""]}, |X| < a.
Dla x>a mamy

A(l — ) sin -
(38) AW = f = 5)"' =

A(l—ym)cm —
2 [ (12 Loy 1=m - 1—nm13
= am P1] = (ﬂ"rv\) —(x—a) "

2 2—m 2—m 2
T (—-my@—m) [(xa)*"+ (=)™ l_( —m) (2—m) (3~ rn)

Wykres dla m = 1/2 zamieszczono na rys. 7.

[(x+a)p— (v—c1)3""]}.

_._:_,E}_ _
-a N +{ X
E% [4

Rzedne wykresu 1 M
nalezy pomnozyc przez Api(fumsin=g

Rys. 7

Przypusémy nastepnie, ze p(§) = po+p 2. Dodajac (3.5) i (3.7) otrzymamy

Al —pm) sin 7"

(39) A()) _g_”__ = 9 1 14 [( 3 )1 m ([I A)J. m
201)1 N2—m N 2—mT-
J— ,z,l,__ _)_(._‘) [(a—{—)) _1_ ([[_)) ]_.i

2p,

(1——m)(2 m) (3— )[(a-i— x)P " (a—x)* ’“]} Y| < a.
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Na przyklad dla m = 1/2 jest

24 (lmiuz—)sm—;
A(x) = — o {2(P0+P1f’2) VCH-«\ —H/a x)— ——pl V([H—A)’

n

+ (a X)) -

e (’|/'(a+x)5+] (a—x)"’)}.
Mozna tak dobraé p;, by 4(0) = A(a). Otrzymujemy wtedy

15(1—y/2]
(3.10) o= B0V 2o

By2-7 @~ T @

Przy tak dobranej kombinacji naprgzen otrzymujemy przemieszczenia, ktérych wykres
przedstawiono na rys. 8.

Rzedne wykresu A po (1-u m)sin %TL
nalezy pomnozyc przez ———— o ——=—

Rys. 8

4. Nacisk dwé6ch stempli

Rozpatrzymy jeszcze zagadnienie dwéch stempli. Réwnanie catkowe problemu ma
teraz postaé

@ f p(a[x e | =0

gdzie funkcja f(x) okre$lona jest przez (3.3).
Roéwnanie (4.1) mozna sprowadzi¢ do réwnania Fredholma II rodzaju. Mamy mia-
nowicie:

b
p(E) p() _
@2 J et f Lot = 0.
Jadro pierwszej catki jest regularne. Oznaczmy
b
4.3 (O dé = w(x).
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Roéwnanie (4.2) mozemy teraz napisa¢ w postaci

I

»)

4.4 —

dé = f(x)—w(x),

BARBARA STACHOWICZ, GWIDON SZEFER

a traktujac formalnie prawa strone jako znang mozemy zastosowaé rozwigzanie Saka.

liuka
g Hn.i
f(x)—n(x) 2 JS(OH)—w (I)
(&) == sinmz d 2 i Ke )J RO (== di I =
p - dfa 5 X)l S T ”_—"\_
ctgm—7Z b
/'(x)_ 2 RG) I S
_ sinmm d 2 R(l)(t
o ds B (5—\’)‘ e
w(x) ctg 7y e
sinma d 2 o R(X)f R(l)(l
7T df p (5 A)l m s
RO = [(—3) G—a)] *
Oznaczmy dalej dla zwieztosci
mm
f&) _ﬁ_?_ JO__
o(8) = sinmn d : 2 ()J J?(f)(f V)
df B (5 x)l ‘m ’
w(x)
(@.5) A& = f T
cte
W (r)
R(x )f R(t) (1—x)
Jo(f) (l’ff (st_x)l m T
Zapiszemy wtedy krétko
(4.6) 2(&) = 2(&)— """ (&) (&),

X)

dt

x)t

X —

X
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Funkcja g(§) jest znana, wielkoSci za$ J,(€) i J,(€) zawierajace nie znang funkcje p(x)
przeksztatcimy dalej. Mamy mianowicie

p(1) .
f ((ﬁ)m N

_d g0
Jl(f) df 2(5 .l)l —m dx - ﬁ .j { 2(x+[)m(§ A)l mn dl] dY

a po zmianie kolejnosci catkowania

£ 3
d dx
Jl(E) - [}f ])(t) d[?,f- {;f‘ >2'(“x4:[)’;'(§_x)1’_—';;‘ .
Oznaczajac dalej
3
d dx

(47) (IE 2()('-’" /)m(f X_)T—,‘,," = K(f, t)

otrzymamy ostatecznie

b
@8) L& = [ poKE .
Analogiczne przeksztatcenia stosujemy do funkcji J,(£)
mae b p(s)
ctg — ds
‘& 2 pe ([+S)m
2o(£) = T 2n R(x)af RO Gy ™ ,
E by T _(E_;T;fjl:" e e e (X ==
i P 17(3)
B ctg—z— y R(J\)j (I—l—s)"’R(I)(I—X) s ‘
T dE) T e “
i dalej po zmianie kolejnosci catkowania
M
ctg—— ° b
2 di R(,\)
£y — L
W= j f(s)dsj 9" R() dg =) Gy
Oznaczajac
’ d d : R(x)
’ t ” X
) [EDROKE af TG % HE
otrzymamy
ctg mzn b
(4.10 Jo(§) = 7 -fp(s)L(E, s)ds.
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Podstawiajac (4.8) i (4.10) do (4.6) znajdujemy

{: Ctg— b
p(® = 8O [ ke, nar— j POLLE, D
1 nastgpnie
sinmz /{) ctgﬂ;
p(§) =g(O——_ = | pO| K& N— o =~ L& 1) |l
a oznaczajac
mae
Ctg7
4.11) K, Hy— -——— -~--L(§ 1y = M6
otrzymamy ostatecznie
: b
@.12) p(&) = 2O """ [ pomce, na,

a

a wiec réwnanie catkowe Fredholma 11 rodzaju. Z uwagi na ztozona posta¢ jadra mozna
je rozwigzac tylko numerycznie.

Podobnie jak w przypadku jednego stempla rozpatrzymy jeszcze prosty przykiad
wyznaczenia ksztattu stempli dla danego rozkiadu naprezen. Przypusémy, ze p(&) = p, =-
= const. Wtedy z (4.1)

I(x) = A_(l_“yT)Si_ltm' [ ? j n f dé ]
S nm (A+E>"" (x—f)'" E=xmp

a po obliczeniu calek

A(l—‘um)sinnﬂ
4.13) A= —

p’n (\+b)1 m (x_l_a)l—nl+

nm

+G—x)""+(x—a)", xela, b].
Dla0<x<a
A(l —pm)sin - b b
. ey 2 ﬁ_ dE B
(414) ./J(A) = i = Po [ (A+£)m % f (5 m:|

A (l — pn1)sin —~-2—-
= . Po ,.(Y |‘b)1 '”—‘—(V-‘l a)l m+(b A)1 m (a “,\')l—m].

nm 11—
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Dla x>b

Al —pm)sin 17;—
- Pu[

b

{) N
f (x ii_)m t J ’(xi%;r;] =

P BN (e ) (e PYEI L (- )L
mm —m [(x+b) (x+a) (=D (x—a) "1

4.15)  Ax) = -

nm

Dla m = 1/2 wykres przemieszezed ma postaé jak na rys. 9.

2(/bra+Vb-av2a)

Rzedne wykresu
nalezy pomnozyC przez
Apy (1-um) sin %
nm
Rys. 9
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Pesmome

O HEKOTOPOM KOHTAKTHOM 3ANAYE [UISI HEOQHOPONUONM, YIIPYTOIA
ITONIYIINIOCKOCTH :

Haercss perrenyue KOHTAKTHOW 3afayd [l ONHOTO HUIM ABYX YCECTKHX HITAMIIOB, MOKOSILMXCA Ge3
TPEHUsI Ha H30TPOnHoM, HeogHopoaHoH ynpyroit nosyruockocti. Ha ocHoBe pamuajisHOro pacrpese-
JICHUSI HANPSHKEHUI st COCPeROoTOYCHHOIT crbl, neficTBviowiell Ha Kpawo, noctpoeda dyukunsa Lpuna
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IS HanpsDKEHME W mepemewleHuit Juiss HeoguopogHoctn tuna L(x, y) == E,y™. Bonpoc o xorarte
LITaMIa CBOAMTCS K HHTErPAJLHOMY ypaBHenuio dPpearossasa NepBOTO poAa €O ciabo-CHHIYTSIPHBLIM
SIEPOM.

IIpeunaraercs pelieHue 3Toro ypanHeHus . Kpome TOro 00CYyM<HAeTCsI HECKOJIBKO NPHMEPOB 00 paTHOi
3a0aun, T. €. AN [0 320aHHOMY PACHpEJENEHUIO HANPSIKEHHH IO ILITAMIOM ONPCHENsIOTCA Nepeme-
wexHua (popma mramna).

Ilnst caryuast BYX IOTAMITOB 110KA33HO, UTO BOIPOC HAYKHMA LITAMIIOB MOM(HO CBECTH K yDPABHEHMIO
DpearonsMa BTOPOTO POJA. ’

Summary

ON A CONTACT PROBLEM FOR NONHOMOGENEOUS ELASTIC HALF-PLANE

A solution to the contact problem for one and two rigid punches lying without friction on the isotropic
nonhomogeneous elastic half-plane is presented. Starting from the radial stress distribution for concen-
trated force applied on the edge, the Green function for stresses and displacements is built in case of non-
homogeneity of the type E(x, y) = E,y". The contact problem for a punch is reduced to the Fredholm
integral equation of the flrst kind with the kernel of weak singularity. The solution of this cquation is given,
Also, some examples of the inverse problem are investigated, i. e. the determination of the displacements
or the shape of the punch when the siresses under the punch are assumed.

It is shown that the problem of the pressure of two punches can be reduced to the Fredholm integral
equation of the sccond kind.
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