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1,  Uwagi  wstę pne

W problemach teorii drgań zasadniczą  rolę odgrywają  metody przybliż one, w szcze-
gólnoś ci  metody  wariacyjne  i  ortogonalizacyjne.  Należą  do  nich  metody:  RITZA,
TREFJFTZA  i  G ALERKINA.  N iemoż liwość  uzyskania  ś cisł ych  rozwią zań  w  wielu  przy-
padkach  zagadnień  brzegowych  doprowadziła  do  znacznego  rozwoju  wyż ej  cyto-
wanych metod rozwią zań.  Poza literaturą  specjalną  zostały one uję te również w opra-
cowaniach  monograficznych,  z  których  do  podstawowych  należą  ksią ż ki  MICHLIN A

[1.  21.
Podstawową  wł asnoś cią metod Ritza, Trefftza  i G alerkina jest fakt,  że  poszukując

rozwią zania przybliż onego  dynamicznego problemu brzegowego w postacie =   ]£  a^pi
i

ż ą damy  bą dź  speł nienia  przez  te  funkcje  warunków  brzegowych  (inetoda  Ritza,
G alerkina),  bą dź  równań  (metoda  Trefftza).  Ponieważ  metoda  ortogonalizacyjna
jest ogólniejsza  (nie wymaga wprowadzenia  poję cia  energii), zatem bę dziemy  mówić
w  dalszym  cią gu  jedynie  o  niej.  Również metodę  Trefftza  moż na  przekształ cić  na
ortogonalizacyjna,  jeż eli  warunki  minimum  kwadratów  zastą pić  na  brzegu  bą dź
warunkami  ortogonalnoś ci  operatora brzegowego  rozwią zania  wzglę dem  funkcji  ęt

bą dź  odpowiednich  ich pochodnych. Należy  tutaj  jeszcze zwrócić  uwagę na fakt,  że
operując  w  metodach  Ritza  i  G alerkina  normą  energii  [1, 2]  moż na  zaniedbać,
z  teoretycznego  punktu widzenia,  speł nienie  dynamicznych  warunków  brzegowych,
tj.  takich,  które  dla  operatora  róż niczkowego  rzę du  2k  zawierają  kombinacje  od
/c- tej  do  2k— 1  pochodnej  z  pozostałą  funkcją  i  pochodnymi.

Wyniki  otrzymane za pomocą ukł adu funkcji  nie  speł niają cych  dynamicznych  wa-
runków  brzegowych  stają  się  od  tych warunków  niezależ ne  ś ciś le  dopiero  przy nie-
skoń czonej  liczbie  funkcji  <p;.  Przy  skoń czonej  ich  liczbie,  szczególnie  zaś  przy  mał ej
liczbie,  co  ma  najczę ś ciej  miejsce  w  praktyce,  nieuwzglę dnienie  tych  warunków
w  metodzie  G alerkina  prowadzi  do  istotnych  bł ę dów. W  praktyce  jednakż e,  szcze-
gólnie  dla  bardziej  zł oż onych  problemów  brzegowych,  trudno  czę stokroć  dobrać
ukł ady  funkcji  speł niają cych  bą dź  równanie,  bą dź  warunki  brzegowe.  Jeż eli  nawet
takie  funkcje  znajdzie  się,  to są  one zwykle tak  skomplikowane,  że dalsze  obliczenia
w  oparciu  o  nie  są  niewykonalne.

Nasuwa  się  więc pytanie,  czy  nie  moż na  by  uogólnić  metody  ortogonalizacyjnej
w  taki  sposób,  aby  dopuszczała ona przy  okreś lonych  warunkach  operowanie  ukł a-
dem  funkcji  <pi nie  speł niają cych  ani  ukł adu  równań,  ani  warunków  brzegowych
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i  prowadziła  do  dobrych  wyników  również  w  przypadkach,  gdy  operujemy  małą
liczbą   funkcji,  jak  to ma miejsce  w klasycznej  metodzie Galerkina, gdy  ukł ad  funkcji
<pi   spełnia warunki  brzegowe.  Otóż  niż ej  chcielibyś my  zaproponować  tego  rodzaju
uogólnienie  metody  ortogonalizacyjnej,  pozwalają cej  operować  funkcjami  nie  speł-
niają cymi  równań i warunków  brzegowych.  Funkcje  te  jednakże  nie  bę dą   zupełnie
wolne  od  ograniczeń,  mianowicie  podlegać  bę dą   pewnemu  wyborowi  zwią zanemu
z  potrzebą   wprowadzenia  małego  parametru  charakteryzują cego  odchylenie  od
spełnienia  warunków  klasycznych.

Niż ej  przedstawimy  formalny  szkic metody. Ponieważ idea rozwią zania  opiera  się
na wprowadzeniu  małego parametru, ż ą dać bę dziemy jedynie  asymptotycznej  zbież-
noś ci  rozwią zań do  rozwią zań metodą   Galerkina  i  zmodyfikowaną   metodą   Trefftza
przy e- ^O. Nie bę dziemy wię c konstruować  ogólnego  dowodu  zbież noś ci,  lecz  ogra-
niczymy  się   do zbież noś ci  asymptotycznej,  co w  praktyce, z uwagi na  ograniczoną
liczbę   funkcji,  jaką   się   operuje,  jest  na  ogół   wystarczają ce.

Warunki  dostateczne  rozwią zalnoś ci  dla  przypadków  asymptotycznych  granicz-
nych, tj.rozwią zalnoś ci  metody  Galerkina i Trefftza,  są   znane  [1, 2]  i nie  bę dziemy
ich  tutaj  powtórnie  przytaczać.  Odnoś nie  założ eń i  warunków  dostatecznych  gwa-
rantują cych  zbież ność  tych metod przyjmujemy  je  identycznie  z  [1, 2  i  3].

W drugim punkcie niniejszej  pracy naszkicujemy  ideę  metody, w  trzecim zilustru-
jemy  ją   na  przykładzie  prostoką tnej  płyty  drgają cej,  sprę ż yś cie  utwierdzonej  na
obwodzie.

2.  Idea  metody

Proponowana metoda obejmuje  zarówno równania wektorowe, jak  i ukł ady rów-
nań  skalarnych  oraz  równania  dowolnego  rzę du  charakteryzują ce  się   ukł adem wa-
runków  brzegowych.  Dla jasnoś ci  jednakże  i  skupienia  uwagi przedstawimy  ogólną
ideę  metody na najprostszym  przypadku,  tj. rozważ ymy  równanie skalarne  drugiego
rzę du. W nastę pnym natomiast punkcie rozważ ymy  przykład równania wyż szego rzę -
du. Uogólnienie  tego  sposobu  postę powania  na  układy  równań jest  automatyczne.

Rozważ my  dowolne  liniowe  równanie  drugiego  rzę du  o  dowolnej  liczbie  zmien-
nych  niezależ nych  w  postaci

(2.1)  Lu=f

z  warunkiem  brzegowym

(2.2)  Ku  =   P.

Warunek  (2.2)  może  być  dynamiczny,  nienaturalny.
Jak wiadomo, sprowadzić  moż na równanie  (2.1) i warunek brzegowy  (2.2) zawsze

do takiej postaci, w której jedno z tych równań bę dzie jednorodne. Stosując  metodę
Galerkina  moż na  np.  (2.2)  sprowadzić  do  formy  jednorodnej,  tj.  przy  P = 0.

Gdybyś my  chcieli zastosować  do rozwią zania  naszego  problemu metodę  Galerki-
na,  wówczas  zakładając  rozwią zanie  w  postaci

(2.3)  u  =



U OG ÓLN IEN IE  METODY  ORTOGONALIZACYJNEJ

ż ą dalibyś my  od  funkcji  <pt  speł nienia  jednorodnych  warunków  brzegowych  (2.2).
Współ czynniki  at  (bą dź  wartoś ci  własne)  wyznaczylibyś my  z  warunków  ortogonal-
noś ci  operatora  L  od  rozwią zania  (2.3) wzglę dem  funkcji  <pt  w  obszarze  ograniczo-
nym  brzegiem.  N atomiast  w  zmodyfikowanej  metodzie  Trefftza  ż ą dalibyś my,  aby
(pi spełniały równanie, zaś  at wyznaczylibyś my  z warunków  ortogonalizacji  operatora
K  od  (2.3)  po  brzegu  wzglę dem  funkcji  (pi (przy  P  j=   0  zaś  / =  0).

Obecnie przyjmiemy  jako  rozwią zania  dwa ukł ady zupełne  funkcji  <pt oraz ipt linio-
wo  niezależ ne,  z  których  oba  nie  czynią   zadość  ani  równaniu,  ani warunkom  brze-
gowym.  Jednakże ukł ady funkcji  fh  ft  podajemy  pewnym  dodatkowym  założ eniom.
Mianowicie  ż ą damy,  aby  funkcja  ę -t  pierwszego  ukł adu  nie  spełniając  równania
w  ogóle,  nie  speł niała  warunków  brzegowych  tylko  «nieznacznie»,  tj.  tak,  aby  np.
amplituda  operacji  Ku  «niewiele»  róż niła  się   od  zera,  mówią c  innymi  słowy,  aby
moż na  było  wprowadzić  mały  parametr  ex  charakteryzują cy  stopień  niezerowania
się   Ku.

Podobnie dla funkcji  y>i ż ą damy, aby nie spełniając warunków  brzegowych  w  ogóle,
były bliskie speł nienia równania  jednorodnego  (2.1), tak  aby  odchylenie  od  Lu — 0
charakteryzowało  się   również  mał ym  parametrem  e2-   Oczywiś cie  okreś lenie:  ukł ad
funkcji  «w przybliż eniu)) speł nia operator, odnosi się  zawsze do równań (operatorów)
jednorodnych. Te  dodatkowe  ż ą dania  odnoś nie  funkcji  <f l  oraz y>t  utrudniają   oczy-
wiś cie  ich  wybór,  jednakże  jest  on  znacznie  łatwiejszy  aniż eli  w  metodach  klasycz-
nych. Wielokrotnie  inż ynier badają cy  dany problem potrafi  na podstawie  przesłanek
intuicyjnych  dobrać  tego  typu  funkcje  z  dokł adnoś cią   do  małych  odchyłek,  a  nie
ś ciś le jak  w  metodach  klasycznych.  Ukł ady  funkcji  ę it  ipi powinny  stanowić  linio-
we  niezależ ne  ukł ady  zupeł ne  tylko  wtedy,  gdybyś my  chcieli  sprowadzić  problem
do  nieskoń czonego  ukł adu  równań  i  badać  dą ż enie  rozwią zania  przybliż onego  do
ś cisłego. W  przypadku  operowania  skoń czoną   liczbą   funkcji  z warunku  zupełnoś ci
moż na  zrezygnować.

Rozwią zania  naszego  problemu bę dziemy  zatem poszukiwać  w  postaci

(2.4)  u=- -

przy  czym  niekoniecznie  m=n.  Liczby  te  zależą   od  fizycznie  stawianych  celów  za-
dania  (np. jeż eli  istotniejszą   rolę   odgrywać  bę dą   warunki  brzegowe  m>n  itp.).  Poza
tym  funkcje  <pt  i  ipt  spełniają   omówione wyż ej  warunki.

Podstawiając  (2.4) do (2.1) i (2.2) ż ą dać bę dziemy ortogonalnoś ci  operatora  równa-
nia  od  rozwią zania  (2.4)  wzglę dem  funkcji  <ph  operatora zaś  warunków  brzegowych
wzglę dem  ft  (lub  wzglę dem  ich pochodnych, jeż eli same funkcje  zerują   się   toż samoś-
ciowo  na brzegu).  Taki  tok  postę powania  pozwoli  uzyskać  n- \ - m  równań  wzglę dem

współczynników  a;  i  b,.  Zauważ ymy,  że  ponieważ  LiJ^bjf,)  oraz  K^a- ,  ̂ za-

wierają   zgodnie  z  założ eniem małe  parametry,  tzn.

(2.5)





UOGÓLNIENIE  METODY  ORTOGONAUZACYJNEI

i  podstawiając  do  (2.6)  oraz  przyrównując  do  siebie  wielkoś ci  odpowiednich  rzę -
dów  mał oś ci wzglę dem  e  znajdujemy

1 = 1

k  =   1,2,  ...,n
1 = 1  1 = 1

/ { ( 2 ) ( 2 V ) } v = 0,
S  / =

=0, k =  1,2 .;.,/ «

W  praktyce  moż na  korzystać  bą dź  z  ukł adu  równań  (2.6),  bą dź  (2.7)  i  (2.8).
Ze  wzglę du  na wyż szą   dokł adność przy  badaniu prostszych  ukł adów  [gdzie ł ą czny
ukł ad  (2.6) nie jest  zbyt  skomplikowany]  warto  stosować  bezpoś rednio ukł ad  rów-
nań  (2.6).  G dy  równanie  jest  wyż szego  rzę du  (lub  mamy  ukł ad  równań ),  wów-
czas  rozwią zanie  (2.4)  musi  zawierać  wię kszą   kombinację   funkcji.  Na  przykł ad
gdy  mamy jedno  równanie  i  dwa  warunki  brzegowe,  trzeba  wprowadzić  trzy  ukł a-
dy  funkcji  rpt,  ifi,  0„  z których każ dy  nie  speł nia tylko  jednego  z  trzech operatorów
(równania  i  dwóch  warunków  brzegowych)  w  ogóle,  a pozostałe spełnia z dokład-
noś cią   do mał ego parametru. Wówczas  ukł ad  równań buduje  się   z warunków  orto-
gonalnoś ci  każ dorazowo  danego  operatora  wzglę dem  tego  ukł adu  funkcji,  który
nie  spełnia  go  «w  ogóle».  Jeż eli  ukł ad  funkcji  spełniał by np.  jeden  z  warunków
brzegowych,  wówczas  mimo  że  równanie jest  czwartego  rzę du,  rozwią zanie  (2.4)
przyjmiemy w postaci ukł adu dwóch funkcji. Procedurę  tę  moż na w  taki  sam  sposób
rozszerzyć  na  dowolny  rzą d  równania  i  dowolny  ukł ad  równań.  Sposób  kon-
strukcji  rozwią zania  zilustrujemy  na przykł adzie.

3. Przykład

Jako  przykł ad  rozważ ymy  drgania  wł asne pł yty prostoką tnej  sprę ż yś cie  utwier-
dzonej  na  obwodzie.  Rozwią zanie  takiego  problemu  w  postaci  zamknię tej,  jak
wiadomo,  nie  jest  znane. Zakł adać bę dziemy,  że  funkcje  99, i  ft  spełniać bę dą   wa-
runek  ugię cia  równego  zeru  na  obwodzie  pł yty,  t j.  pierwszy  warunek  brzegowy,
nie  bę dą   speł niać natomiast  drugiego  warunku  brzegowego,  tj.  sprę ż ystego  utwier-
dzenia. W przykł adzie tym  wprowadzimy  mały  parametr  tylko  do  operatora brze-
gowego.  Przekonamy  się ,  że  i  w  tym  przypadku  uzyskamy  bardzo  dobre  wyniki.
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Mimo  że  drugi nie spełniony przez  fh  ft  warunek  brzegowy  należy  do  dynamicz-
nych,  to  jak  już  wspomnieliś my,  korzystając  z  małej  liczby  funkcji  jego  niespeł-
nienie  w  metodzie Gałerkina prowadziłoby  do  istotnych bł ę dów.

Rozważ my  płytę  prostoką tną   (w  konkretnych  rachunkach  założ ymy  płytę   kwa-
dratową ).  Równanie  drgań  swobodnych  płyty  ma  postać

(3.1)

z  warunkami  brzegowymi  (rys.  1)  na  obwodzie

(3.2) vc = O,

D

dw

gdzie «jest pochodną  normalną  do konturu płyty, przy  czym  dla  x, y  =   0  bierzemy
+   k,  dla  x, y  — a  bierzemy — k.

Rys.  1

Rozwią zanie  (2.4)  przyjmiemy  w  postaci

(3.3)  w —

(3- 4)
jt  .  ny

w =  sm —  sm  — ,
a  a

l1  2nx\ l  2ny\
W  =  1  —  COS  1  —  COS  —  .

Funkcja  ę   spełnia warunki  brzegowe  swobodnego  podparcia, zaś  y> pełnego utwier-
dzenia.  Obie  funkcje  nie  spełniają   równania (^  i  drugiego  warunku  brzegowego.

Jeż eli  liczba  k  charakteryzują ca  stopień utwierdzenia  płyty na  brzegu  jest  bardzo
duż a, tzn. płyta jest bliska płyty utwierdzonej,  wówczas  funkcja  ę   «prawie» spełnia
drugi  warunek  brzegowy  nie  spełniając  równania.

Jeż eli  k jest bardzo  małe,  funkcja  q>  spełnia z małym parametrem drugi  warunek
brzegowy  nie  spełniając  równania.

W  ostatnim  wię c  przypadku  równanie  bę dziemy  ortogonalizować  za  pomocą
funkcji  <p,  warunek  zaś  brzegowy  za  pomocą   funkcji  ip  (zgodnie  z  oznaczeniami

(*)  Funkcja  q>  dla  swobodnie  podpartej  pł yty  jest  funkcją   wł asną.
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poprzedniego  paragrafu).  W  pierwszym  natomiast  przypadku  należy  odwrot-
nie  ortogonalizować  równanie  za pomocą   funkcji  y>,  warunek  zaś brzegowy  za
pomocą   <p,  gdyż  mały  parametr  dla warunku  brzegowego  zwią zany  jest  teraz
z  funkcją   y>.  D la zachowania  oznaczeń poprzedniego  paragrafu  należ ałoby  dla  tego
przypadku  przemianować  funkcje  q>  i tp. Rozważ ymy  oba  warianty.  Rozpoczniemy
od  małego k.

1.  D la małego k  równanie  (2.6)  po  wykorzystaniu  własnoś ci symetrii  dla  pierw-
szej  czę stoś ci  harmonicznej  przyjmie  postać  nastę pują cą:

o  ó

. ixr  „\   .  nx  .  ny  ,  nl\   2nx I  2ny\
4—r — a2  sin —  sin  \ - b- , —  — 16cos  1 — cos——\  +

a4  /   a  a  a4 L  a  \  a  J

2nx  2ny  2ny I   2nx
•   32  cos  cos  16 cos  — —  1 —  cos

2TCX\L  2ny\ \  ,  stx  ,  jry  ,  ,
— bxa

%\   1 — cos  1 —c o s —-   f sm —  sm —  dxdy  =  0,
a  l\   a I)  a  a

(3.5) - fl i - rsin  — sin^^ + Aj —  cos  1 — c o s—-
J  [\_  cP  a  a  \ a)  a  \  a  j

,  n  nx  .  ny  2n  .  2nx  /   23TV\]
— ka- i — cos —  sm —  — kb- , —  sm  1 — cos  — -

a  a  a  a  a  \  a / Ja  a  a  a  a

2ny\  2nx'\ \  ,
1 — cos  — -   cos  >  dy =

=  j  j^ ^ - M - cos^ -l  - fc«x^sin-^  l - c o s^ - | [̂ = 0.

Po  scał kowaniu  znajdziemy:

skąd

(3.7)
a4-

1 81rc"

Rozwią zanie  (3.7)  jest  waż ne  dla mał ych k(k —  mały  parametr).  Gdy  / c- >0, to

(3.8)  K2 =  4lL j  (a  =  - \J — ~ ,

co pokrywa  się  z rozwią zaniem  ś cisł ym. Wynika  to stą d, że  jak  już  wspomnieliś my,
funkcja  ę  jest  funkcją   wł asną   dla  czę stoś ci podstawowej  pł yty swobodnie podpartej.
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Gdy  k ~*  oo, wówczas  k  przestaje  być  małym  parametrem i  wynik  powinien  być

obarczony  pokaź nym  bł ę dem.  Rzeczywiś cie  dla  k- +°o,  mamy  a2  =  16  —

40.0 ,  fb~
(3.9)  ^V7

1/co daje  w stosunku  do znanej wartoś ci  znalezionej  na innej  drodze  co  =   2

bł ą d rzę du ponad  10%. Bł ą d taki dla czę stoś ci  uważa  się  za duż y.  Bł ą d dla amplitud
bę dzie w  takim przypadku  znacznie wię kszy. Rozważ my  teraz przypadek  duż ego  k.

2.  Wprzypadku  duż ego knależ y  zamienić rolami funkcje  q> i ę   (mały parametr 1 Ik).
Układ  równań  (2.6) przyjmie  teraz  postać  róż ną   od  (3.5)

C f i  Ln*  .\  .  nx  .  ny  ,  ,  JTA[  , ,  2nx  L  2JIV\
i fl i |4- r  —a2lsm  —  sin — +  i j- 7  — 16 cos  —  1 — c o s—-   —

J  J  \  \  ai  /   a  a  a4  I  a  \  a  I

2jtx  2jtv  .,  2nv  1,  2nx  \  I
— 32 cos  cos — - —  16 cos ——  1 — cos  —

aa  a  \  a  /J

/   i- ,„\   /

(3.10)  - btc

2nx\ l.  2ny\  ,
x  1 — cos  1 — cos ——)  dxdy  =  0,

/ t l i  J1  1  • r

o

Po  scałkowaniu  znajdujemy

J  L  a8  o  /   a  a  \  a

stą d

,  . 5 12  1

27  n2ak
9  a4  16384

243

Rozwią zanie  jest  waż ne  dla  bardzo  duż ych  k.  G dy

(3.13)  fc- >oo,  to  a2  ==  —  7  oraz  co
~/ D  36,9

.  .  . . , . , .  36,1 _  ID
co  roż ni  się   nieznacznie od  wartoś ci  ś cisłej  —g— 1 /   —.

Gdy k  -> 0, bł ą d ogólnie biorą c powinien być znaczny, analogicznie jak w poprzed-
nim  skrajnym  przypadku. Jednakże tak miał aby się   rzecz, gdyby  funkcja  q>  nie była
akurat  pierwszą   funkcją   własną   dla  pł yty  swobodnie podpartej.
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W  naszym  natomiast  przypadku,  gdy  k  -»  0.

_  128  si«  512- 243
< 3 1 4 )  a  ~ ~ T  o*  27- 16384 a1

co pokrywa  się  ze ś cisłą  wartoś cią.  Gdyby <p nie była akurat pierwszą   funkcją   własną
pł yty  swobodnie  podpartej, lecz  inną   funkcją   spełniają cą   analogiczne warunki  brze-
gowe,  wówczas  bł ą d  byłby  znaczny,  podobnie  jak  w  pierwszym  przypadku.  Gdy
natomiast/ c7^0,  lecz jest  mał e,  wówczas  poprawki  otrzymane dla  c>2 ze wzoru  (3.7)
bę dą   bardzo  bliskie  rzeczywistych,  otrzymane  zaś  ze  wzoru  (3.12)  bę dą   nieś cisłe.
Tym  samym  ogólnie  biorą c  rozwią zanie  typu  (3.12)  zachowuje  moc dla  duż ego Ic.
Oczywiś cie  wyniki  moż na  by  znacznie  uś ciś lić,  gdyby  pod  uwagę   wzią ć  nie  dwie
a  np.  cztery  funkcje  cpi,  fi,  W  wielu  przypadkach  metoda  powyż sza  prowadzi  do
celu  również  i  wtedy,  gdy  nie  wprowadzi  się   małego  parametru. Jednakże  ogólne
rozstrzygnię cie  tej  kwestii  nie jest proste i dlatego w pracy niniejszej  nie  wykraczamy
poza  metodę   asymptotyczną.

Wyż ej  rozważ yliś my  problem  własny.  Równie  dobre  wyniki  otrzymuje  się   i  dla
przypadku  poszukiwania  amplitudy  lub  problemów  statycznych.  N a  przykład,
jeż eli  rozważ yć  pł ytę   z  niniejszego  przykł adu  przy  pominię ciu  sił   bezwładnoś ci
i  nieskoń czenie  rozległą   w  kierunku  osi  y  oraz  obcią ż oną   w  ś rodku  skupioną   siłą
rozł oż oną   liniowo  (stał a)  w  kierunku  y  przy  danych  małych ką tach <p  na  obu  kra-
wę dziach  x  =  0, a,  to  wówczas  ugię cie  pod  siłą   wyniesie:  dla  <p  — 0

Pa*
(315)  Wm

dla  ę   ^  0  według  rozwią zania  ś cisłego

(3.16)  W » - -

dla (p  ź =  0 według^metody proponowanej w  pracy  przyjmując  <p  i  y  dla  zmiennej  x

identycznie  jak  w  niniejszym  przykładzie

(3- 17)  wm  =

Jak  widać,  wyniki  są   dobre  już  przy  najprostszej  postaci  przyję tego  przybliż enia.

4.  Uwagi  koń cowe

Reasumując  wydaje  się ,  że  zaproponowana  metoda  daje  moż liwość  konstrukcji
przybliż onych  rozwią zań  metodą   ortogonalizacji  za  pomocą   ukł adu  funkcji  nie
spełniają cych  równań  i  warunków  brzegowych,  jeż eli  udaje  się   wprowadzić  mały
parametr.  Przy  tym  ż ą da  się   tylko  zbież noś ci  asymptotycznej  do  znanych  rozwią -
zań G alerkina  i  Trefftza.  Metodę   stosuje  się   do  problemów  z  naturalnymi  i  dyna-
micznymi  warunkami  brzegowymi,  przy  czym  w przypadku  naturalnych warunków
brzegowych  odgrywa  również  istotną   rolę , gdyż jak  wiadomo, operując  małą   liczbą
funkcji  metoda  G alerkina  prowadzi  w  takich  przypadkach  na  ogół   do  istotnych
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bł ę dów. Metoda daje  niekiedy  również  wyniki,  nawet  jeż eli  nie  uwzglę dnić małego-

parametru,  jednakże  ta  sprawa  stanowi  problem  otwarty,  nie  poruszony  w  pracy

niniejszej.  Zagadnienie  to  stanowi  poważ ny  problem  natury  ogólniejszej  i  nie  było-

rozważ ane  w  pracy  niniejszej.
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P e s ro M e

O  H EK0T0P 0M   OBOEmEHHH  OPTOrOHAJIH3ALi;HOHHOrO  METOflA

B  paSoTe  o6o6maeTca  opToroHanH3aaHOHHwii iweTOfl  na cjiy^aft  CHCTeMbi

TBopaiomnx flH(p({)epeHqHaJiŁHOMy ypaBHeHHio  HH KpaeBŁiM   ycnoBnaM.  MeTOfl

Ha  BBefleHHH  Manoro  napajvieTpa  oiKJioHeHufi,  a  Tai<we  Ha acnmnTOTHqecKOH  CXOAHMOCTH

S u m m a ry

ON  A  GENERALIZATION  OF THE  METHOD OF ORTHOGONALIZATION

In  the paper  the author  discusses a generalization  of  the  method  of orthogonalization  on the

case of a system of functions  which staisfy neither the differential  equation  nor  the boundary con-

ditions. The method rests upon the introduction of the small parametr  deviations  and the  asympto-

tic  convergence.
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