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1. Uwagi wstepne

W problemach teorii drgan zasadnicza role odgrywaja metody przyblizone, w szcze-
gblnoéci metody wariacyjne i ortogonalizacyjne. Naleza do nich metody: RITZA,
TREFFTZA | GALERKINA. Niemozliwo$é uzyskania $cistych rozwigzad w wielu przy-
padkach zagadnief brzegowych doprowadzita do znacznego rozwoju wyzej cyto-
wanych metod rozwigzan. Poza literatura specjalng zostaty one njgte réwniez w opra-
cowaniach monograficznych, z ktérych do podstawowych nalezg ksiazki MICHLINA
(1, 2].

Podstawowa wiasno$cia metod Ritza, Trefftza i Galerkina jest fakt, ze poszukujac
rozwiazania przyblizonego dynamicznego problemu brzegowego w postaciu = Z a;p;

zadamy badZ spelienia przez te funkcje warunkow brzegowych (metoda lRitza,
Galerkina), badZz réwnan (metoda Trefftza). Poniewaz metoda ortogonalizacyjna
jest ogdlniejsza (nie wymaga wprowadzenia pojecia energii), zatem bedziemy méwic
w dalszym ciagu jedynie o niej. Réwniez metode Trefftza mozna przeksztalcié na
ortogonalizacyjng, jezeli warunki minimum kwadratéw zastapié na brzegu badz
warunkami ortogonalno$ci operatora brzegowego rozwiazania wzgledem funkcji ¢;
badZz odpowiednich ich pochodnych. Nalezy tutaj jeszcze zwrécié uwagg na fakt, ze
operujac w metodach Ritza i Galerkina norma energii [I, 2] mozna zaniedbad,
z teoretycznego punktu widzenia, spetnienie dynamicznych warunkéw brzegowych,
tj. takich, ktére dla operatora roézniczkowego rzedu 2k zawieraja kombinacje od
k-tej do 2k—1 pochodnej z pozostalg funkcja i pochodnymi;

Wyniki otrzymane za pomocg uktadu funkcji nie spelniajacych dynamicznych wa-
runkéw brzegowych staja si¢ od tych warunkéw niezalezne $cisle dopiero przy nie-
skoriczonej liczbie funkcji ;. Przy skosiczonej ich liczbie, szczegolnie za$ przy matej
liczbie, co ma najczeéciej miejsce w praktyce, nieuwzglgdnienie tych warunkow
w metodzie Galerkina prowadzi do istotnych bledéw. W praktyce jednakze, szcze-
gélnie dla bardziej ztozonych problemdéw brzegowych, trudno czgstokroé dobraé
uklady funkcji spelniajacych badz réwnanie, badZ warunki brzegowe. Jezeli nawet
takie funkcje znajdzie sig, to sg one zwykle tak skomplikowane, ze dalsze obliczenia
w oparciu o nie sa niewykonalne.

Nasuwa sie wiec pytanie, czy nie mozna by uogdlni¢ metody ortogonalizacyjnej
w taki sposéb, aby dopuszezata ona przy okreslonych warunkach operowanie ukfa-
dem funkcji @; nie spefniajacych ani ukladu réwnand, ani warunkéw brzegowych
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i prowadzita do dobrych wynikéw réwniez w przypadkach, gdy operujemy mala
liczba funkcji, jak to ma miejsce w klasycznej metodzie Galerkina, gdy uklad funkeji
@; spelnia warunki brzegowe. Otéz nizej chcielibysmy zaproponowaé tego rodzaju
uogdlnienie metody ortogonalizacyjnej, pozwalajacej operowaé funkcjami nie spet-
niajacymi réwnafl i warunkédw brzegowych. Funkcje te jednakze nie bgda zupelnie
wolne od ograniczef, mianowicie podlegaé beda pewnemu wyborowi zwigzanemu
z potrzeba wprowadzenia malego parametru charakteryzujacego odchylenie od
spehienia warunkéw klasycznych.

Nizej przedstawimy formalny szkic metody. Poniewaz idea rozwiazania opiera sig
na wprowadzeniu malego parametru, Zadaé bedziemy jedynie asymptotycznej zbiez-
nosci rozwiazan do rozwiazan metoda Galerkina i zmodyfikowang metoda Trefftza
przy £—0. Nie bedziemy wigc konstruowaé ogdlnego dowodu zbieznosci, lecz ogra-
niczymy si¢ do zbieznoéci asymptotyczneij, co w praktyce, z uwagi na ograniczona
liczbe funkcji, jaka si¢ operuje, jest na ogdt wystarczajace.

Warunki dostateczne rozwigzalnoéci dla przypadkow asymptotycznych granicz-
nych, tj. rozwigzalnosci metody Galerkina i Trefftza, sg znane [1, 2] i nie bedziemy
ich tutaj powtdrnie przytaczal. Odnoénie zatozen i warunkow dostatecznych gwa-
rantujacych zbiezno$¢ tych metod przyjmujemy je identycznie z [1, 2 i 3].

W drugim punkcie niniejszej pracy naszkicujemy ide¢ metody, w trzecim zilustru-
jemy ja na przykladzie prostokatnej plyty drgajacej, sprezyscie utwierdzonej na
obwodzie.

2, Idea metody

Proponowana metoda obejmuje zaréwno réwnania wektorowe, jak i uktady réw-
nan skalarnych oraz réwnania dowolnego rzedu charakteryzujace si¢ uktadem wa-
runkdéw brzegowych. Dla jasnoSci jednakze i skupienia uwagi przedstawimy ogdlng
ideg¢ metody na najprostszym przypadku, tj. rozwazymy réwnanie skalarne drugiego
rzedu. W nastgpnym natomiast punkeie rozwazymy przykiad réwnania wyzszego rze-
du. Uogdlnienie tego sposobu postgpowania na uktady réwnan jest automatyczne.

Rozwaimy dowolne liniowe réwnanie drugiego rzedu o dowolnej liczbie zmien-
nych niezaleznych w postaci

(2.1 Lu=f
z warunkiem brzegowym
(2.2) Ky = P.

Warunek (2.2) moze byé dynamiczny, nienaturalny.

Jak wiadomo, sprowadzi¢ mozna réwnanie (2.1) i warunek brzegowy (2.2) zawsze
do takiej postaci, w ktérej jedno z tych réwnan bedzie jednorodne. Stosujac metode
Galerkina mozna np. (2.2) sprowadzi¢ do formy jednorodnej, tj. przy P=0.

Gdyby$my chcieli zastosowaé do rozwigzania naszego problemu metode Galerki-
na, wowczas zakladajac rozwigzanie w postaci

(23) U= Zaifpi,
i=1
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zadalibySmy od funkcji ¢; spelnienia jednorodnych warunkéw brzegowych (2.2).
Wspélczynniki ¢; (badZ wartosci wlasne) wyznaczyliby§Smy z warunkéw ortogonal-
nofci operatora L od rozwigzania (2.3) wzglgdem funkeji ¢; w obszarze ograniczo-
nym brzegiem. Natomiast w zmodyfikowanej metodzie Trefltza Zadaliby§my, aby
@, speiniaty réwnanie, za§ a; wyznaczyliby$my z warunkdéw ortogonalizacji operatora
K od (2.3) po brzegu wzgledem funkcji ¢; (przy P # 0 za§ f=0).

Obecnie przyjmiemy jako rozwigzania dwa uk}ady zupelne funkcji ¢; oraz ¢, linio-
wo niezalezne, z ktérych oba nie czynig zado$¢ ani réwnaniu, ani warunkom brze-
gowym. Jednakze ukdady funkcji ¢;, ; podajemy pewnym dodatkowym zalozeniom.
Mianowicie zadamy, aby funkcja ¢; pierwszego ukiadu nie spelniajac réwnania
w ogble, nie spelniala warunkéw brzegowych tylko «nieznaczniey, tj. tak, aby np.
amplituda operacji Ku «niewiele» réznita si¢ od zera, méwige innymi stowy, aby
mozna bylo wprowadzié¢ maly parametr e, charakteryzujacy stopiei niezerowania
sie Ku.

Podobnie dla funkcji y; Zadamy, aby nie spelniajac warunkow brzegowych w ogole,
byly bliskie spetnienia réwnania jednorodnego (2.1), tak aby odchylenie od Lu =0
charakteryzowalo sie réwniez malym parametrem &,. OczywiScie okre§lenie: uktad
funkcji «w przyblizeniu» spetnia operator, odnosi si¢ zawsze do réwnai (operatoréw)
jednorodnych. Te dodatkowe zadania odno$nie funkcji ¢, oraz v; utrudniaja oczy-
wiscie ich wybdr, jednakze jest on znacznie latwiejszy anizeli w metodach klasycz-
nych. Wielokrotnie inZynier badajacy dany problem potrafi na podstawie przestanek
intuicyjnych dobraé tego typu funkcje z dokladnoscia do matych odchylek, a nie
§ci§le jak w metodach klasycznych. Uklady funkcji ¢;, v; powinny stanowié linio-
we niezalezne ukiady zupeine tylko wtedy, gdybySmy chcieli sprowadzi¢ problem
do nieskonczonego ukfadu réwnan i badaé dgzenie rozwigzania przyblizonego do
Scistego. W przypadku operowania skoriczong liczbg funkcji z warunku zupelnoéci
mozna zrezygnowacé.

Rozwigzania naszego problemu bedziemy zatem poszukiwaé w postaci

(24 u= Zai(Pi‘l“Z bi,
izl

i=1

przy czym niekoniecznie m=n. Liczby te zaleza od fizycznie stawianych celéw za-
dania (np. jezeli istotniejszg role odgrywaé beda warunki brzegowe m>>n itp.). Poza
tym funkcje ¢, i y; spelniaja ombwione wyzej warunki.

Podstawiajac (2.4) do (2.1) i (2.2) zadaé bedziemy ortogonalno$ci operatora réwna-
nia od rozwiazania (2.4) wzgledem funkcji ¢;, operatora za§ warunkéw brzegowych
wzglegdem v; (lub wzgledem ich pochodnych, jezeli same funkcje zeruja si¢ tozsamo$-
ciowo na brzegu). Taki tok postgpowania pozwoli uzyskaé n--m réwnan wzgledem

n n
wspdlezynnikéw a; i b;. Zauwaiymy, Ze poniewaz L(Z b,-l/!,-) oraz K( ai(f)l) za-
i=1 i=1
wieraja zgodnie z zaloZeniem male parametry, tzn.

n

ey 1S - ot ;":’b,.,,,,.), K Sag) = ok (Sap),

=] i=1
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to zadanie ortogonalnoéci réwnania wzgledem ¢, warunku za$ brzegowego wzgle-
dem v; jest podyktowane i uzasadnione tym, ze Zagdamy spelnienia réwnania przez
n

m

rozwiazanie Z a;p; przy potraktowaniu matych czionéw Z( Z b,n/;,-) jako znanej
i=1 =1

czedel niejednorodnej tego rdéwnania. Analogicznie, ale na odwrdt przebiega rozu-
mowanie dla operatora warunkéw brzegowych.

Z matematycznego punktu widzenia zadamy, aby przy & — 0 rozwigzania dla
klasycznych metod Galerkina i Trefftza, ktére otrzymujemy przy asymptotycznym
przejéciu z &; do zera — mialy sens — istniaty, byly jednoznaczne i zbiezne. Jak
juz wspomnieliSmy we wstepie, dla metod klasycznych zaktadamy, Ze sg spetnione
warunki dostateczne stosowalno$ci (zbiezno$ci) tych metod [1, 2].

Od rozwiazania przy & # 0 nie Zadamy og6lnie zbiezno$ci, lecz jedynie zbiez=
nosci asymptotycznej, tj. aby przy &; — 0 rozwigzania zmierzaly do znanych rozwig-
zafi metody Galerkina czy Trefftza, ktérych istnienie zapewnili§my spehieniem
wyZej cytowanych warunkéw dostatecznych. Mamy tutaj sytuacj¢ podobna jak
w metodzie Krylowa-Bogolubowa w teorii drgan nieliniowych. Poniewaz w praktyce
z reguly operujemy skoiiczong liczba funkcji, zatem warunek zbiezno$éi asympto-
tycznej dla malego parametru e jest praktycznie wystarczajacy.

Oczywiscie mozna prébowaé dowiesé, podobnie jak w niektérych zagadnieniach
metody Krylowa-Bogolubowa, poza zbieznoScia asymptotyczng réwniez zbiez-
no$¢ rozwigzan przy ¢; # 0. Dowdd taki dla dostatecznie matych &; nie nastrgcza
trudnosci. Nie przytaczamy go tutaj, gdyz dla przypadkéw, w ktérych operujemy
skonczong liczba funkcji, nie przedstawia on istotniejszego praktycznego znacze-
nia, strona praktyczna za$§ zagadnienia jest zasadniczym celem niniejszego arty-
kutu. Tutaj natomiast otwarta pozostaje kwestia, na ile w ogdle istnieje koniecz-
nos$é¢ wprowadzenia matych parametréw lub w jakim stopniu. Zagadnienie to sta-
nowi powazny problem matematyczny i wymaga glebokiej analizy. Nie bgdzie-
my poruszaé go mna obecnym etapie ograniczajac si¢ do zaloZenia zbieznosci
asymptotycznej. Zgoduie z tym co powiedzieliémy wyzej, warunki ortogonalno$ci
w naszym problemie ksztaltowaé sie beda przy uwzglednieniu (2.5) nastgpujaco:

f{L(Za,(pi)—{—sgz(Zb,w,)—f}(pde=0, k=12..n,
(26) 14 =1 ) l=lln
Sf{ell?(Zaiqa,-) —{—K(Zb,-y);) — P}ip,’,"dS =0, k=12..m,
i=1 f=1
gdzie ¥V oznacza catkowanie po obszarze, S— po konturze, przy czym zamiast
Y% moga wejsé badz same funkcje vy, badZz pochodne normalne do konturu, o ile
same funkcje zeruja si¢ tozsamosciowo na brzegu (w przypadku réwnan wyzszych
rzgddéw moga to byé réwniez odpowiednio wyisze pochodne). Uktad réwnad (2.6)
pozwala na wyznaczenie wspokczynnikéw «;, b; badz tez wartosci wlasnych, gdy
S=P=0. Roéwnania (2.6) mozna rozwigzywaé bezposrednio, mozna jednak
uproéci¢ rozwigzywanie pelnego ukladu réwnan wykorzystujac metode malego
parametru. Mianowicie przyjmujac przy operowaniu rzgdami wielkoéci & ~ &, ~ ¢

(2.7 a; = dy +eay a4 ..., by = by; - eby; 4 €%by; - ...
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i podstawiajac do (2.6) oraz przyréwnujac do siebie wielkoéci odpowiednich rze-
déw malosci wzgledem e znajdujemy

n

Fle{Sreum) -t <o

14 i=1
f{L(i’(m%) +Z(§?»b0,?/}i)}(pkdl/ =0,
voi= iz
f{L(Z":a?i(Pi) "[“Z<ijb1i1/)-')} pdV =0, k=12,..,n
(2.8) v '=’: i=1
Sf{K(Z bm"/)i) — P} pFdS =0,
i=1

SRS awe)+ (X bay)} vt as = o,

S i=1 i=1
n

TS aup) + K[ bup)lyzds =0, k—12..,m
i=1

S i=1

W praktyce mozna korzystaé badZz z ukladu réwnan (2.6), badZz (2.7) i (2.8).
Ze wzgledu na wyzsza dokladno$¢ przy badaniu prostszych uktadéw [gdzie laczny
uklad (2.6) nie jest zbyt skomplikowany] warto stosowaé bezposrednio uklad réw-
nan (2.6). Gdy réwnanie jest wyzszego rzgdu (lub mamy ukiad réwnan), wow-
czas rozwiqzanie (2.4) musi zawieraé wicksza kombinacje funkcji. Na przykiad
gdy mamy jedno réwnanie i dwa warunki brzegowe, trzeba wprowadzié trzy ukla-
dy funkcji i, vi, 0,, z ktérych kazdy nie spehia tylko jednego z trzech operatoréw
(réwnania i dwéch warunk6w brzegowych) w ogéle, a pozostate spetnja z doklad-
noscia do malego parametru. Wéwczas uktad réwnan buduje si¢ z warunkéw orto-
gonalnoéci kazdorazowo danego operatora wzgledem tego ukladu funkeji, ktdry
nie spelnia go «w ogdle». JezZeli uklad funkcji spelnialby np. jeden z warunkéw
brzegowych, wowczas mimo Ze réwnanie jest czwartego rzedu, rozwigzanie (2.4)
przyjmiemy w postaci uktadu dwéch funkcji. Procedure t¢ mozna w taki sam sposéb
rozszerzy¢ na dowolny rzad réwnania i dowolny uklad réwnan. Sposéb kon-
strukcji rozwigzania zilustrujemy na przykladzie.

3, Przyklad

Jako przyklad rozwazymy drgania wilasne plyty prostokatnej sprezysScie utwier-
dzonej na obwodzie. Rozwiazanie takiego problemu w postaci zamknigtej, jak
wiadomo, nie jest znane. Zakladaé bedziemy, ze funkcje @; i v; spetnia¢ beda wa-
runek ugigcia réwnego zeru na obwodzie plyty, tj. pierwszy warunek brzegowy,
nie beda spetnia¢ natomiast drugiego warunku brzegowego, tj. sprezystego utwier-
dzenja. W przykladzie tym wprowadzimy maty parametr tylko do operatora brze-
gowego. Przekonamy sig, ze i w tym przypadku uzyskamy bardzo dobre wyniki.



8 SYLWESTER KALISKI

Mimo Ze druginie spelniony przez ¢;, y; warunek brzegowy nalezy do dynamicz-
nych, to jak juz wspomnieli$émy, korzystajac z malej liczby funkcji jego niespel-
nienie w metodzie Galerkina prowadzitoby do istotnych bieddw.

Rozwazmy plyte prostokatna (w konkretnych rachunkach zatozymy plyte kwa-
dratowg). Réwnanie drgan swobodnych plyty ma postaé

2
3.D Viw —ow =0, o2 =&
D
z warunkami brzegowymi (rys. 1) na obwodzie
0w ow
(32) W=0, m :i:ka—,

gdzie n jest pochodna normalng do konturu plyty, przy czym dla x,y = 0 bierzemy
+k, dla x,y=a bierzemy — k.

— ;‘——-
s K
Qw . M/—
it it g
Y

Rys. 1

Rozwiazanie (2.4) przyjmiemy w postaci
(3.3) w=agp+by,

. WX, my 2mx 25y

(3.4 ¢ =sin—-sin—-, w:(l—cos " )(l—cos—a—).
Funkcja ¢ spetnia warunki brzegowe swobodnego podparcia, zas v petnego utwier-
dzenia. Obie funkcje nie spetniaja réwnania (') i drugiego warunku brzegowego.

Jezeli liczba k charakteryzujaca stopieft utwierdzenia ptyty na brzegu jest bardzo
duza, tzn. plyta jest bliska plyty utwierdzonej, wéwczas funkcja o «prawie» spelnia
drugi warunek brzegowy nie spelniajac réwnania.

Jezeli k jest bardzo mate, funkcja ¢ speinia z matym parametrem drugi warunek
brzegowy nie spetniajac réwnania.

W ostatnim wigc przypadku réwnanie bedziemy ortogonalizowaé za pomocy
funkeji @, warunek za§ brzegowy za pomoca funkcji v (zgodnie z oznaczeniami

() Funkcja ¢ dla swobodnie podpartej plyty jest funkcja wiasna.
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poprzedniego paragrafu). W pierwszym natomiast przypadku nalezy odwrot-
nie ortogonalizowaé réwnanie za pomoca funkeji v, warunek za§ brzegowy za
pomocg ¢, gdyz maly parametr dla warunku brzegowego zwiazany jest teraz
z funkcjg . Dla zachowania oznaczed poprzedniego paragrafu nalezaloby dla tego
przypadku przemianowa¢ funkcje ¢ i y. Rozwazymy oba warianty. Rozpoczniemy

od malego k.
1. Dla matego k réwnanie (2.6) po wykorzystaniu wlasnoéci symetrii dla pierw-

szej czestosci harmonicznej przyjmie postaé nastgpujaca:

f f {a1(4———oc2) sin — sm——{—bl [—— 16005% (l—cosz—zy)—{—

+32cos 2—cos 2ny — 16 cosz—y;y (1 — cos ch)] —
a
—bloc2(1—coszn—x) (l—cosﬂ)lsmgT ydxdy—O
a a /| a
2nx 27y
(3.5) 1 —a1—5111—51n—+b1 ST l—cosT —

. 2 . .
— kay T eos Psin P kb, =7 sin 2mx (1 — COS _2ny)] x
a a a a a a

Po scatkowaniu znajdziemy:

640 , 64a* 9n?
—? - | = —_
(3.6) (1 o = 4)+ 1(9 ) —o? 97'56) 0, a; 4kab1,
skad
nt ! +285160’1a k
(3.7) R S o
at I 1;)1244(1 k

Rozwiazanie (3.7) jest wazne dla malych k(k — maly parametr), Gdy k-0, to

7t D 272
(38) o = 42]: w = é) 02 )
co pokrywa sig z rozwigzaniem $cistym. Wynika to stad, ze jak juz wspomnieli§my,
funkcja ¢ jest funkcja wlasna dla czestosci podstawowej plyty swobodnie podpartej.
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Gdy k — oo, wéwczas k przestaje byé malym parametrem i wynik powinien byé

4
obarczony pokaZnym bledem. RzeczywiScie dla k — oo, mamy o = 16%

400

(3.9)

36,1

co daje w stosunku do znanej wartosci znalezionej na innej drodze w =

blad rzedu ponad 10%. Blad taki dla czgstosci uwaza sig za duzy. Blad dla amplitud
bedzie w takim przypadku znacznie wiekszy. Rozwazmy teraz przypadek duzego k.

2. W przypadku duzego knalezy zamieni¢ rolami funkcje ¢ iy (maty parametr 1/k).
Uktad réwnan (2.6) przyjmie teraz postaé réing od (3.5)

f“al(Lt—-az)sm sm——}—bl [—XGCOQZJZ—( )

—320052n—xcos-2ly-16co 27Ty( cos )]
a a a

(3.10) — by o? (1 — COoS 2L) (1 — Cos Ziy)} X
a a

X (1 — COs MTX) (1 — COS 2my

;. )dxdy =0,
o 2 .
f [b1? (1 — cosiay) — kalgsm %)] sm—dy = 0.

0

Po scatkowaniu znajdujemy

256 2 64 o 9
@3.11) al(——g—%—?a—az)+b1(32——za2a2)—-0 aF%bl,
stad
512 1

612 o 1284 7 Gk

9 4t 16384 1
V5
Rozwiazanie jest wazne dla bardzo duzych k. Gdy
4
{3.13) koo, to oz’~’=1—28i oraz w = D 36,9
9 at 0 &’

co réZni sig nieznacznie od wartosci $cislej

J1_ /D
P E :
Gdy k — 0, biad ogdlnie biorgc powinien by¢ znaczny, analogicznie jak w poprzed-

nim skrajnym przypadku. Jednakze tak miataby sie rzecz, gdyby funkcja ¢ nie byta
akurat pierwszg funkcja wiasng dla plyty swobodnie podparte;j.



UOGOLNIENIE METODY ORTOGONALIZACYINEJ 11

W naszym natomiast przypadku, gdy k — 0.

., 128 2% 512-243 at
G149 W= T esd T Y

co pokrywa si¢ ze §cisty wartoscia. Gdyby ¢ nie bylta akurat pierwsza funkcja wlasng
ptyty swobodnie podpartej, Jecz inna funkcja speiniajaca analogiczne warunki brze-
gowe, wowczas blad bylby znaczny, podobnie jak w pierwszym przypadku. Gdy
natomiast k#0, lecz jest male, wowczas poprawki otrzymane dla »? ze wzoru (3.7)
bedg bardzo bliskie rzeczywistych, otrzymane za$ ze wzoru (3.12) beda niedcisle.
Tym samym ogdlnie biorac rozwigzanie typu (3.12) zachowuje moc dla duzego k.
Oczywiscie wyniki mozna by znacznie uécisli¢, gdyby pbd uwage wzigé nie dwie
a np. cztery funkcje ¢;, v W wielu przypadkach metoda powyzsza prowadzi do
celu rowniez i wtedy, gdy nie wprowadzi sie matego parametru. Jednakie ogdlne
rozstrzygniecie tej kwestii nie jest proste i dlatego w pracy ninijejszej nie wykraczamy
poza metode asymptotyczna.

Wyzej rozwazyliémy problem wiasny. Réwnie dobre wyniki otrzymuje si¢ i dla
przypadku poszukiwania amplitudy lub probleméw statycznych. Na przykiad,
jezeli rozwazyé plyte z niniejszego przyktadu przy pominigeiu sit bezwladnosci
i nieskoficzenie rozlegta w kierunku osi y oraz obciazona w $rodku sknpiong sila
rozlozong liniowo (stala) w kierunku y przy danych matych katach ¢ na obu kra-
wedziach x = 0, @, to wowezas ugigcie pod sita wyniesie: dla ¢ =0

Pa?
(315) Wy = W:
dla ¢ # 0 wedtug rozwiazanja $cistego
1 [Pa?
'(316) Wy = F(Tﬁ—FO,ZS(pa),

dla ¢ # 0 wedtug metody proponowanej w pracy przyjmujac ¢ i y dla zmiennej X
identycznie jak w niniejszym przyktadzie
1 [Pa®
' .1 == — | —— .
(3.17) W =1 (194 +0,28¢a)

Jak widaé, wyniki sa dobre juz przy najprostszej postaci przyjetego przyblizenia.

4. Uwagi koncowe

Reasumujac wydaje sie, Ze zaproponowana metoda daje mozliwoé¢ konstrukeji
przyblizonych rozwigzaf metoda ortogonalizacji za pomoca ukfadu funkcji nie
spetniajacych réwnan i warunkéw brzegowych, jezeli udaje sig wprowadzi¢ maty
parametr. Przy tym zada sie tylko zbieznosci asymptotycznej do znanych rozwia-
zath Galerkina i Trefftza. Metode stosuje si¢ do probleméw z naturalnymi i dyna-
micznymi warunkami brzegowymi, przy czym w przypadku naturalnych warunkéw
brzegowych odgrywa réwniez istotng role, gdyz jak wiadomo, operujac mata liczba
funkcji metoda Galerkina prowadzi w takich przypadkach na ogol do istotnych
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bledéw. Metoda daje niekiedy réwniez wyniki, nawet jezeli nie uwzgledni¢é matego-
parametru, jednakze ta sprawa stanowi problem otwarty, nie poruszony w pracy
niniejszej. Zagadnienie to stanowi powazny problem natury ogdlniejszej i nie byto.
rozwazane w pracy niniejszej.
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Pezwome

O HEKOTOPOM OBOBHWEHMWM OPTOTOHAJIM3AIIMIOHHOIO METOIA

B pafore 06061uaeTest OPTOrOHANMMIAHOHBLIN METOA Ha Ciyyall cucrembl (hyHKIMI, HEyTOBIE-
Teopsownx augbepeHINANPHOMY YPABHEHHIO HU KDAeBLIM YCJIOBHAM, MeETOX OCHOBBIBaETCA
HA BBCJAECHUM MANOrO NapamMerpa OTKJIOHEHH, a TAaKyKE HA ACUMITOTHUECKON CXOAMMOCTH.

Summary

ON A GENERALIZATION OF THE METHOD OF ORTHOGONALIZATION

In the paper the author discusses a generalization of the method of orthogonalization on the
case of a system of functions which staisfy neither the differential equation nor the boundary con-

ditions. The method rests upon the introduction of the small parametr deviations and the asympto-
tic convergence.
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