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Wstep

Zagadnienie konstrnowania maszyn i urzadzen mechanicznych na podstawie
-warunkéw optymalnych jest jednym z podstawowych probleméw w przemysle
maszynowym. Konstruktorzy musza realizowaé coraz bardziej skomplikowane
‘warunki stawiane maszynom odnoénie ich cigzaru, wytrzymatosci, trwalosci, bez-
pieczenstwa 1 dokladnoéci ich pracy. Korzystaja przy tym z wynikéw badan nauko-
‘wych, pomiaréw i teorii ukladéw mechanicznych. Tok postepowania jest skompli-
kowany i prowadzi od analizy przypuszczalnego modelu uktadu do syatezy i po-
wtérnej analizy.

W artykule zajmiemy si¢ kinetyczna synteza ogdlnego ukladu mechanicznego.
Po sformulowaniu problemu podamy przeglad wynikéw badai w tej dziedzinie
‘w oparciu o wspolczesna literature oraz mozliwe podejécia do konkretnych zagad-
nied. Sformutowanie problemu oprzemy na modelu ukiadu mechanicznego, ktory
rozwazany jest w pracach [62, 63, 64]. Model zastepujacy rzeczywisty uktad mecha-
niczny jest ukladem punktéw materialnych potaczonych ze soba sprezynami, thu-
mijkami dodatnimi i cze¢Sciowo wjemnymi i obciazonych uogdlnionymi sitami ze-
wnetrznymi. W praktyce stosuje si¢ dwa typy modeli: o potaczeniu prostym i rozga-
fezionym. Modelami o polaczeniu prostym zastepuje sie np. waly wykorbione,
mosty, dZwigli oraz maszyny, w ktérych przekazywanie mocy jest jednoliniowe.
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Rys. 1

Modelami rozgalezionymi zastgpuje sie¢ urzadzenia mechaniczne, w ktérych wy-
stepuje rozgalezienie strumienia mocy, jak np. naped §ruby okretowej turbinami
niskiego i wysokiego ci$nienia oraz konstrukcje, w ktorych jeden element jest po-
Yaczony przynajmniej z trzema innymi elementami za pomoca wigzdw sprezystych.
Dwa takie modele przedstawione sa na rys. 1. Model la przedstawia wal wykor-
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biony, a model 1b —naped turbinami I, i I, §ruby okretowej. Przez I oznaczono
momenty bezwladno$ci, a przez k — polaczenia sprezZyste.

1. Zagadnienie syntezy kinetycznej

Ruch ukladu zastapionego modelem moZe byé opisany réwnaniem rézniczko-
wym w postaci wektorowej

(1.1) G+ F(g,4,0)=0

z warunkami poczatkowymi (4, ¢p, §p)&¢2, gdzie g, ¢ oznaczaja n-wymiarowe wek-
tory, f{mkcja F(q, q, 1) okreéla pole wektorowe w obszarze otwartym £2, zawartym
w czasoprzestrzeni (2n+ 1)-wymiarowej Euklidesa, za§ obszar £, jest zawarty
w 2 i okre§lony jest w nastepujacy sposéb:

(12) Qa{lqol<“, |40|<aa 0<l‘0<+00},

gdzie o jest dowolng stala. Dodatkowo przyjmiemy zatoZenie, ze dla ukladu (1.1)
sg spetnione warunki istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzan.

Zgodnie z wlasno$ciami przyjgtego modelu mechanicznego operator F(g, 4, 1)
moze by¢ przedstawiony w postaci réznicy operatora charakterystyk i operatora
wymuszenia:

(1.3) F(q,4, ) = F(g,§) —G(q, ¢, 1.
Operator F mozna przedstawi¢ w postaci
(1.4) F(g,4) = *(|ql, 9) +D"(q], ) + ¥ (g).

gdzie @F jest operatorem ttumienia dodatniego, ®" — operatorem tlumienia czg~
§ciowo ujemnego, ktore jest wynikiem dziatania zewnetrznego Zrédla enmergii, a ¥
jest operatorem sit sprezystych.

Odnoénie tych operatoréw uzasadniono w pracach [62, 63, 64] pewne ich dodat-
kowe wlasnoéci. Na podstawie tych wlasnoSci przyjmiemy nastepujace zalozenia

(1.5) i (1.6)

. oor opr
(1.5) @7 =0, D%(ql,00)=0, ——>0, -—>0
dla ¢ i ¢ nalezacych do 2n-wymiarowego podobszaru 4 zawartego w Q;
. oo" op"
1.6) @"g >0, —>0, ——>=0, @(q,00)=0
( q 5 3d] (4], 0

dla |g]e(Q, 20) i g < oo, gdzie Q jest pewna stala, a g i ¢ naleza do 4.

Nieréwnosci (1.6) nie musza byé spelnione dla |g] <t 0, czyli " w tym przedziale:
moze by¢ dowolnym operatorem. Zakladamy jednak, ze istnieje pewna stata M*
zalezna od Q i taka, ze spelniona jest nieréwno$é

| D" < M*(Q)

dla kazdego ¢ i g nalezacych do 4.
Odnoénie operatoréw ¥ i G zalozymy

(1.7) - Y(g)g=>0, ¥(0)=0
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dla ¢ i ¢ nalezacych do 4, a
(1.8) G(g, 0,0 dla  1£0.

W teorii drgain nieliniowych wystepuja dwie grupy zagadnied. Do pierwszej
naleza zagadnienia istnienia ruchu rzeczywistego, opisanego réwnaniami, wypro-
wadzonymi na podstawie przyjetego modelu. Sg to zagadnienia zwiazane ze struk-
tura ukladu, charakterystykami oraz stateczno$cia ruchu. Do drugiej grupy nalezy
zagadnienie rozwiazania otrzymanych réwnan i oceny dokfadnosci otrzymanych
wynikéw. Na tle tych dwdch grup zagadnied rozwija si¢ teoria analizy i syntezy.

Aby przejs¢ od rzeczywistej konstrukcji do modelu i do réwnan opisujacych ruch,
stosujemy analiz¢ strukturalng. Przy dzialaniu odwrotnym, a wicc projekinjac
konstrukcj¢ na podstawie obranego modelu, stosujemy synteze strukturalna. Oprécz
tych dwéch operacii nad struktura ukiadu rozrézniamy jeszcze analize kinetyczna
1 syntezg¢ kinetyczna.

Analiza kinetyczna polega na badaniu przebiegu rozwigzad réwnan ruchu, zag
taki dobor operatoré6w w réwnaniu ruchu, aby otrzymaé zadang postaé ruchu,
jest synteza kinetyczna. Do konstrukeji uktadu mechanicznego dochodzimy przez
wielozwrotna analiz¢ i syntez¢ kinetyczng i strukturalna.

Rozwazmy jeden krok w tej procedurze, synteze kinetyczna, zaktadajac ze w wy-
niku analizy i syntezy strukturalnej otrzymaliémy model zastepczy i réwnania
ruchu w postaci (1.1) oraz analiza kinetyczna okre§liliSmy przebieg rozwiazania
tych réwnan. Zadaniem syntezy kinetycznej jest wyznaczenie operatora F(g, 4, 1)
z pewnej dopuszczalnej klasy funkeji okreSlonych w pewnym obszarze £2 w ten
sposob, aby ruch okreflony réwnaniami (1.1) spetnial z gdry ustalone warunki.
Oczywidcie, Ze istnienie rozwigzania syntezy (istnienie operatora F) zalezy od wa-
runkdw, ktére majg byé zrealizowane przez uklad. Jezeli istnieje rozwiazanie syn-
tezy, uktad mechaniczny nazywamy syntezowalnym ze wzgledu na zadane warunki.
Klasa funkcji dopuszczalnych, okreslajacych operator F, nazywa si¢ zakresem synte-
zZowalnofci, a obszar £ — obszarem syntezowalno$ci. Operator F spelniajacy wa-
runki syntezy nazywa si¢ funkcja syntezujaca.

W celu rozwinigeia teorii tak okre§lonej syntezy kinetycznej nalezy rozwigzad
zagadnienia istnienia i jednoznaczno$ci rozwiazan oraz opracowaé metode otrzy-
mania rozwiazania. Trudno$ci zwigzane z tymi zagadnieniami mozna scharaktery-
zowaé nastgpujaco.

Uklad (1.1) otrzymany w wyniku syntezy strukturalnej zawiera operator F na-
lezacy do pewnej klasy funkgeji, a wiec ruch opisany uktadem (1.1) ma pewne og6lne
wiasnoéci. Jezeli warunki syntezy kinetycznej sa sprzeczne z tymi wlasno$ciami,
to rozwiazanie syntezy nie istnieje.

Przypu$émy np., ze uklad (1.1) opisuje ruch ukladu zachowawczego. Zadanie
wyznaczenia funkcji F(g) w ten sposéb, aby ruch zanikal, jest niemozliwe i synteza
kinetyczna nie ma rozwiagzania. Mozna oczywiScie przytoczyé wiele przykladéw,
w ktorych synteza nie ma rozwiazania i z tego wzgledu kazda synteze musi poprze-
dza¢ analiza kinetyczna w celu ustalenia zakresu syntezowalnosci i ogdlnych wia-
snoéci ruchu,
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Jezeli operator F okre$la jedyna funkcje syntezujaca, to synteza nazywa si¢ brze-
gowa, w przypadku za§, gdy okre§la on pewna podklasg w zakresie syntezowal-
noéci, synteza jest wewnetrzna. Przykladem syntezy brzegowej moze by¢ dobdr
funkcji ¥ (q) = k%q w réwnaniu drgan ukladu: §+ ¥ (q) +2hg = Asinwt tak, aby
amplituda drgan osiggata maksimum przy danych % > 0 oraz w. Jedyna odpowie-
dzia jest tu k? = .

Przykiadem syntezy wewnetrznej jest taki dobér funkcji ¥ (§) = 2hg, aby ruch
opisany réwnaniem § + 2hg -+ k% = 0 byl oscylacyjny. Odpowiedz nie jest jedyna,
gdyz otrzymujemy nieréwno$é k% — A2 > 0. W obu przykladach zakresem synte-
zowalno$ci jest klasa funkcji liniowych.

Mozna ogdlnie scharakteryzowaé synteze brzegowa jako rozwiazanie proble-
mu przez dobér ustalonych parametréw lub postaci operatora F bez mozliwosci
dalszych zmian. Przy syntezie wewngtrznej mamy mozliwoSci wyboru parametrdw
Jub funkcji spoéréd funkeji syntezujacych, na przykliad przez optymalizacje. Z tego
wzgledu synteze kinetyczna czesto niestusznie nazywa sie optymalizacja.

Optymalizacja rozwinigta w teorii ukladéw automatyki ma odmienny sens.
Majac dany sygnal na wejéciu szuka si¢ w teorii optymalizacji operacji matematycz-
nych, ktére nalezy zastosowaé na tym sygnale po to, aby na wyjsciu spetnial on
zadany warunek. Operacje matematyczne sa wprawdzie funkcjami optymalizuja-
cymi, ale realizacja ich przez konstruktora jest dowolna. Wymaga to dalszej pracy
konstruktora, ktéra mozna nazwaé synteza, przy czym funkcja optymalizujaca jest
warunkiem syntezy.

Celem syntezy kinetycznej jest natomiast podanie konkretnych rozwiazan kon-
strukcyjnych’ dotyczacych! sit sprezystych, sit ttumienia lub sit wymuszajacych
w modelu przedstawiajacym maszyne. Zadaniem konstruktora jest jedynie dobranie
elementéw przedstawionych na modelu o okre§lonych wiasno$ciach i zbudowanie
Z nich maszyny.

Mimo tej réznicy migdzy optymalizacja a synteza kinetyczng, metody stoso-
wane w optymalizacji mozna przenie§¢ do syntezy zaleznie od warunku syntezy
oraz od modelu mechanicznego. Przypuéémy dla przyktadu, ze w procesie syntezy
kinetycznej nalezy otrzymac ruch opisany dana funkcja czasu dla danego modelu
mechanicznego. W tym przypadku metoda minimuwm kwadratu $redniej odchytki
stosowana w teorii optymalizacji moze byé przeniesiona bez modyfikacji do syn-
tezy kinetyczne;.

Oméwimy obecnie pewne grupy zagadnien zwiazanych z synteza kinetyczna.
W modelu mechanicznym, ktérego ruch opisuje uktad réwnan (1.1), wystepuja
dwa operatory ﬁ'(q, @) i G(q, g, ©). Pierwszy z nich okrela charakterystyki ukla-
du, drugi jest operatorem wymuszajacym ruch. Wiele zagadnien syntezy kinetycz-
nej dotyczy wyznaczenia operatora F przy danym wymuszeniu G i Zadanym prze-
biegn ruchu. Oznacza to, ze majac model mechaniczny nalezy ustali¢ typ ukladu
(liniowy, nieliniowy) oraz wyznaczy¢ jego charakterystyki sit sprezystych i ttumie-
nia. :

Z tego rodzaju zagadnieniem spotykamy sie przy konstrukcji amortyzatordw
i thumikéw w pojazdach mechanicznych, Wymuszenie ruchu przez nieréwnosci
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jezdni mozna dla pewnych typdw jezdni okresli¢, a nastgpnie w procesie syntezy
mozna wyznaczy¢é charakterystyki amortyzatoréow i ttumikdéw przy warunku jazdy
bez wstrzaséw.

Tok rozwiazania tego zagadnienia powinien przebiegaé nastepujaco. Pojazd
mechaniczny nalezy zastapi¢ modelem i utozy¢ ogdlne réwnania ruchu. Ten proces
jest przedmiotem analizy i syntezy strukturalnej. Syntezg kinetyczna moina prze-
prowadzi¢ metoda kolejnych przyblized. W pierwszym przyblizeniu mozna przyjaé
uktad liniowy i ustalié¢ wiasno$ci mozliwych do zrealizowania ruchow. Jezeli w za-
kresie tych wlasnoéci mozna zrealizowal Zadany przebieg jazdy, to przystepujemy
do okreslenia charakterystyk liniowych amortyzatordw i tlumikoéw.

Z praktyki wiadomo, Ze ten prosty narzucajacy si¢ tok postepowania, nie pro-
wadzi do zadowalajacych wynikéw. W drugim przyblizeniu mozna przyja¢ ukiad
jako nieliniowy i uzupemié¢ funkcje liniowe wyrazami nieliniowymi.

Pozytywne rozwiazanie zagadnienia zalezy w duzym stopniu od ujecia matema-
tycznego warunku syntezy. tzn. od matematycznego opisu jazdy spokojnej bez
wstrzaséw. Z tego opisu otrzymujemy réwnania, z ktérych wyznaczamy operator
F (g, ). Do tej grupy zagadniefi naleza syntezy maszyn wibracyjnych, obrabiarek,
dzwigardéw, mostéw, suwnic itd. przy odpowiednich warunkach syntezy.

Druga grupa zagadnien zwiazana jest z wyznaczeniem operatora wymuszen
G(q, 9, 1) przy danym operatorze F(q, q), a wiec przy danym polu sit. W tym przy-
padku operator G mozna uwazaé za operator sterujacy i stosowaé metody z teorii
sterowania. Do tej grupy nalezy zagadnienie przenoszenia pocisku z danego miejsca
do celu. To zagadnienie przy przyjeciu specjalnej postaci réwnan (1.1) zostalo
rozwigzane w wielu pracach (np. [21, 23, 42]) i nazywa si¢ sterowaniem «bangbang»
lub «on-of».

W przemy$le hutniczym spotykamy si¢ z tym zagadnieniem przy projektowa-
niu napedéw: zwijarek blach, waicarek, miotéw itd. Réwniez do tej grupy zagad-
nied naleza w przemy$le gérniczym zagadnienia napedéw maszyn wyciagowych,
wrebiarek tafcuchowych, Zzerdzi wiertniczych itd. Oczywiscie kazde z tych zagadnien
wymaga opracowania wiasciwej metody wyznaczenia funkcji syntezujacej.

Trzecia grupa zagadnien taczy sie z poprzednimi i dotyczy przypadkéw, gdy
operatory FiG sa czeSciowo ustalone i nalezy je tak okreéli¢, aby rozwigzania ukta-
du (1.1) wchodzity do danego obszaru po skonczonym czasie. Sa to zagadnienja
proceséw przejSciowyeh, a wiec rozruch i zatrzymywanie agregatow, pomiar wiel-
kosci szybkozmiennych, dostrajanie odbioru do zasilania, regulacja biegu maszyn
itd. Chodzi tu o przeprowadzenie uktadu z jednego stanu w drugi w skoriczonym
czasie.

Odnoénie tego zagadnienia przytoczymy pewne wyniki syntezy kinetycznej na
podstawie prac [64, 66]. Wezmy pod uwage rownanie (1.1). Pomnozymy lewa strong
przez ¢ i korzystajac z oznaczen (1.3) i (1.4) oznaczymy przez N(g, ¢, ) funkcje

(19) N(q,f'], t)=G(.]_qj"(}_®p£/,

gdzie Gq jest moca pochodzaca od sit zewnetrznych, "¢ — mocg sit ujemnego
ttumienia i PP¢ — moca sit thumienija dodatniego.

2 Mechanika teoretyczna
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Oznaczymy jeszcze przez NP = Gg— @' moc zewnetrzna, a przez N" = — @PPg
moc sit thumienia. Przy tych oznaczeniach otrzymamy:
(1.10) N= NP L N",

Oprécz zatozed od (1.2) do (1.8) przyjmiemy dodatkowe, ktére mozna uzasadnié
wiasno$ciami fizycznymi ukladéw mechanicznych:

a) rozwazamy obszar £, taki, ze dla kazdego ¢ = const N jest monotoniczna
funkeja ¢, ¢;

b) istnieje takie M > 0, ze zachodzi nieréwnosé |N?(q, ¢, ©)] < M dla (g, §)eL2,
czyli Ze moc sit zewngtrznych jest ograniczona;

¢) w otoczeniu punktu O istnieje taki podobszar okre§lony nieréwnoscia

0 <e<g®+4¢* <7 (W),
7e wzdhuz kazdego rozwigzania nalezacego do tego podobszaru zachodzi nieréwnoéé
Gq— D" = DPG + u?,

gdzie e, u sa stalymi, a % jest stalg zalezng od pu.

Przy tych zalozeniach wykazano w pracy [64, 66] nastepujace twierdzenia:

1) istnieje jedyny podobszar £2,CQ, taki, ze wszystkie rozwiagzania wychodzace
z £, wchodza do £, po skorficzonym czasie niezaleznym od chwili poczatkowej t = £;;

2) istnieje podobszar 2, CQ, taki, ze wszystkie rozwiazania wychodzace z £, po-
zostajg na zewnatrz obszaru £2', po skoficzonym czasie zaleznym od warunkéw po-
czatkowych.

Podobszar 2, do ktérego wchodza rozwigzania, nazywamy obszarem granicznym.
Granice tego obszaru oraz liczba jego wymiardw zaleza od operatora tlumienia.

Jak wynika z powyzszych twierdzen, w procesie syntezy kinetycznej stwierdzono
istnienie obszaru granicznego. Warunkiem syntezy w tym przypadku bylo zadanie
wchodzenia rozwiazan po skonczonym czasie. Mozna wysunaé dalsze warunki syn-
tezy, na przyktad aby £2, sprowadzal sie do polozenia réwnowagi lub do cyklu gra-
nicznego itd. Speinienie tych warunkdw jest mozliwe przez odpowiedni dobér opera-
tora tlumienia.

2. Metody stosowane w syntezie kinetycznej

Odno$nie metod rozwigzywania syntezy kinetycznej ogdlnego uktadu mechanicz-
nego nalezy stwierdzi¢, ze ogdlna metoda nie zostata dotychczas opracowana. Moz-
na jednak korzystaé z metod matematycznych opracowanych dla podobnych za-
gadnieri mechaniki teoretycznej. Do nich np. nalezg:

1) metody stosowane w teorii optymalizacji ukladéw automatyki;

2) zasady wariacyjne klasycznej mechaniki;

3) metoda syntezy parametrycznej;

4) metody kolejnych przyblizen;

5) metody energetyczne;

6) metoda eksperymentalno-teoretyczna.

Trzy pierwsze dotycza ogdlnego przypadku syntezy, trzy zaé ostatnie — pewnych
przypadkow szczegblnych. Pierwsza grupa metod ma ograniczony zakres zastosowan
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z tego powodu, Ze s3 one opracowane W literaturze przy zalozeniach liniowosci
uktadu réwnan ruchu. Wyczerpujaco sa te metody opisane w pracach [9-19].

Na szczegblnag uwage zastuguja metody opracowane dla rozwiazania nieliniowego
problemu optymalizacji czasu przej§cia ukiadu z jednego polozenia w drugie. Za-
gadnienie to rozwigzali w swoich pracach BusHAw, BELLMAN, KRASSOWSKI, GAM-
KREILIDZE, PONTRIAGIN, BOLTIANSKI i LA SALLE.

Roéwniez analiza funkcjonalna znalazta zastosowanie do rozwiazania powyZszego
problemu. Optymalne ujgcia tej metody mozna znalezé w pracach {27, 29, 30, 31].

Zastosowanie zasad wariacyjnych mechaniki klasycznej przedstawione jest w pra-
cach [3, 38, 39, 40]. Podstawa metody rozwiazania syntezy jest teoria mnoznikéw
Lagrange’a. Blizej objasnimy te metode w dalszej czgsei artykutu.

Synteza parametryczna polega na ustaleniu grupy parametréw okreslajacych cha-
rakterystyki ukfadu w taki sposéb, aby otrzymaé warunek syntezy. Opisana jest
ona w pracach [22, 23].

Wiele prac z mechaniki teoretyczne) i stosowanej dotyczy problematyki zwigzanej
wiasciwie z synteza kinetyczna, mimo Ze autorzy nie uzywaja tej nomenklatury wy-
raznie. Dla przyktadu mozna wymieni¢ prace, w ktérych zagadnienia sg rozwigzane
metoda d-delta. Jest to metoda pozwalajaca na okreélenie parametréw ukiadu réw-
nan ruchu ciggiem kolejnych przyblizenn. Metoda ta ma zastosowanie zwlaszcza
w przypadku, gdy warunek syntezy jest sformutowany w postaci zadanej trajektorii
ruchu.

Zastosowanie metod energetycznych w procesie syntezy opisane jest w pracy [24].

Ostatnia z wymienionych metod, metoda eksperymentalno-teoretyczna, znajduje
obecnie coraz wigksze zastosowanie ze wzgledu na mozliwo$¢ wykorzystania apa-
ratury pomiarowej, maszyn analogowych i cyfrowych. Konfrontacja wynikéw
otrzymanych z eksperymentu z wynikami analizy kinetycznej prowadzi bardzo sku-
tecznie do realizacji warunku syntezy. Przykiady zastosowania tej metody mozna
znalezé w pracach [25, 26]. '

Obecnie przejdziemy do blizszego opisania trzech pierwszych metod, gdyz na ich
tle sens syntezy kinetycznej wystgpuje najwyraznie;.

Zagadnienie optymalizacji czasu przej$cia ukfadu z jednego polozenia w drugie
mozna sformulowaé nastepujaco. Rozwazmy uklad réwnari rézniczkowych opisu-
jacych ruch uktadu materialnego:

@1 5 =105 u 1),

gdzie x jest wektorem o wspéirzednych (x, ... x,,) okreslonym w obszarze 4, zawartym
w przestrzeni E*", u jest wektorem o wspohrzednych (i ... u,) okre§lonym w obszarze U
zawartym w przestrzeni E', f jest wektorem o wspbtrzednych (f;... /), a f; oraz

3—)}; (i, 7 = 1... 2n) sq funkcjami rzeczywistymi i ciagtymi swoich zmiennych. Wektor

1 nazywa si¢ wektorem sterujacym. Kazdemu wektorowi # odpowiada rodzina tra-
jektorii opisana rozwigzaniami ukladu (2.1).

Zajmiemy sie tylko tymi trajektoriami, ktére przechodza przez dwa ustalone po-
tozenia uktadu x, i x;. Oczywiécie nie kazdemu wektorowi # musi odpowiadaé ro-

2%
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dzina trajektorii, w ktdrej taka trajektoria si¢ znajduje. Inaczej méwiac, nie kazdy
wektor musi przeprowadzaé ukiad z polozenia x, w polozenie x,. Z tego wzgledu
zajmiemy si¢ tylko zbiorem takich wektoréw u, ktére przeprowadzaja uklad z po-
tozenia x, do potozenia x,. Ten zbiér wektoréw u nazywamy zbjorem dopuszczalnym,
Przypu§émy, ze dana jest pewna funkcja fy(x, u, #) taka, ze funkcjonat

(2.2) I= ffo(x, u, H)dt

opisuje pewna wiasno§¢ ruchu.

Zagadnienie, ktére nalezy rozwiazad, polega na tym, aby ze zbioru wektoréw do-
puszczalnych « wybraé taki wekor, przy ktérym funkcjonat J posiada ekstremum.
Przy ustalonym ¢, czas ¢, moze by¢ rdéwniez ustalony lub mozna zadaé, aby czas
(t,—1t;) byl najkrdtszy. Rozwigzanie tego zagadnienia réznymi metodami mozna
znalezé w pracach [12-21]. PowyZszy problem mozna sformutowaé w odniesieniu
do ukladu (1.1). Zamiast wektora sterujacego u mozna podstawi¢ operator wymu-
szenia G(gq, g, ) i zachowujac pozostale zalozenia przyjaé jako warunek syntezy
kinetycznej ekstremum funkcjonatu (2.2).

Dowdd istnienia rozwiazania tak sformutowanego problemu natrafia na istotne
trudnoéci. Warunki konieczne dla istnienja rozwigzania zagadnienia sformutowa-
nego w odniesieniu do ukladu (2.1) nie moga by¢ spelnione w odniesieniu do uktadu
(1.1). Z tego wzgledu metody stosowane w optymalizacji czasu przejécia ukiadu
z jednego potozZenia w drugie nie mogg by¢ bezposrednio przeniesione do syntezy
kinetycznej. Rozwiazanie tego problemu jest mozliwe w oparciu o zasadg maksimum
PONTRIAGINA [15, 19] i programowanie dynamiczne BELLMANA [18, 27]. Jak wyka-
zano w pracy [32], istnieje duza analogia miedzy tymi dwiema metodami. Chcac
zastosowac jedna z nich w syntezie kinetycznej nalezy wektor sterujacy przyjaé w po-
staci u = Q(x) i rozwazaé uklad

(2.3) x=f(x,t, Q(x)).

Podamy dwie metody, ktére mozna bezpo$rednio zastosowaé w syntezie kinetycz-
nej. Podstawa tych metod sq réwnania Lagrange’a i Hamiltona. Réwnanja (2.1)
oraz funkcjonat J (2.2) napiszemy w postaci

24 gi(x, X, u, 1) = x;— filx,u, ) =0, i=1..2n;
T

@5 I=fL[x(t),u(z), f]dt.
0

Funkcje Lagrenge’a okre$limy wzorem

2n

(26) L1=L+Zﬂig.-,
i=1

gdzie 1; s3 mnoznikami, ktére rozwazamy jako funkcje czasu.
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Jezeli gi(x, X, u, t) sa réwne zeru, czyli wzdtuz rozwiazan uktadu (2.4) funkcja L,
réwna sie L i obie te funkcje posiadajg te same ekstrema. Funkcje L, mozna roz-
waza¢ jako funkcje zmiennych (x;, u;, A;) i napisa¢ réwnania Lagrange’a

oL, d (aLl)

Oh L% g, i=1..2n,
ox,  di\ 0%, P= 1. 2n

aLl d 5L1 _ L
oL, _d oL, .
aﬂl_m a/',{l =0, i=1..2n.
Poniewaz funkcja L, nie zalezy od u i 1, uktad r réwnas sprowadza si¢ do ukiadu
oL,

uktad 2n za$ ostatnich réwnan jest identyczny z ukladem (2.4). Ogétem otrzymuje-
my (4n+r) réwnan, z ktorych nalezy wyznaczy¢ 2m zmiennych x, r zmiennych u
i 2n zmiennych A.

Tok rozwigzania przebiega nastepujaco. Z drugiej grupy réwnag, ktore sa réwna-
niami algebraicznymi, nalezy wyznaczyé u jako funkcje x i A. Po podstawieniu u do
pozostalych réwnan nalezy z nich wyrugowaé A 1 wyznaczy¢ trajektorie x o warun-
kach brzegowych x(0) i x(T). Metoda powyisza jest teoretycznie prosta, lecz w zasto-
sowaniach moze prowadzi¢ do bardziej skomplikowanych réwnan niz uklad (2.4).

Druga metoda opiera sig na réwnaniach Hamiltona. Przy oznaczeniach (2.4)
i (2.5) dotaczymy do ukladu (2.4) réwnanie

(29) -’271:+1 = L[x> U, t] :f;l+1(x: u, t) .
Funkcje Hamiltona przyjmujemy w postaci
n+1

(2.10) H= ) pfitx,u0),
i=1

gdzie p; sa funkcjami czasu.
Réwnania Hamiltona maja postaé

2.11 X;=—-—, i=1..n+1,
@.11) = =
. 0H
Pi= T ox
Réwnania (2.11) nalezy rozwigzaé przy warunku
oH
2.12 —— = j=1..r.
(2.12) o, 0, Jj=1l..r

Metoda rozwiazania ukiadu (2.11) jest nastepujaca. Z réwnad algebraicznych
(2.12) obliczamy u jako funkcje x i p, a nastepnie wstawiamy do (2.11). Otrzymujemy
(2n+ 2) réwnan pierwszego rzedu. Do rozwiazania tych réwnai potrzeba (2n - 2)
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warunkéw brzegowych. Warunki te otrzymujemy z wartosci x; w czasie f, = 0 oraz
przyjmujac py(T) = po(T) = ... = pT) = 0, pps(T) = 1. Wartos¢ p,,; przyjmuje-
my réwng jednosci, poniewaz zagadnienie polega na minimalizacji funkcji x,,,;.
Objasnimy te metode na przyktadzie.
Rozwazmy uklad o jednym stopniu swobody
(2.13) X+ F(x,x)=0.

Jako warunek syntezy przyjmiemy minimum funkcjonatu
7

(2.14) I= [ [P,

0

gdzie 4 jest ustalone.
Réwnanie (2.13) napiszemy w postaci

(2.15) Xp=X;, Xj= —F(x,%).
Do tych réwnan dodajemy trzecie
(2.16) X3 == F2 +-x3.
 Funkcj¢ F oznaczymy przez u. Funkcja Hamiltona ma postaé:
2.17) H = pyXo— paF (X1, X3) + ps(u -+ x2),
H = p1Xy — patt -+ ps (1 + X3).
Réwnania (2.11) na ¥; pokrywaja sie z (2.15) i (2.16). Napiszemy réwnania na p;:

. 0H
D= —‘5)2:0,
. 0H
(2.18) D2 = T %, — P1— 2p3%;,
. 0H
Ps = —sz=0-

Oproécz tych réwnad muszg by¢ spelnione réwnania (2.12)

oH

Réwnania powyisze nalezy rozwiazaé przy warunkach brzegowych:
(2.20) B0 =x, %0)=x, x5(0)==x,
) =p(t) =0, py(t)=1.
Z pierwszego réwnania (2.18) otrzymujemy p, = 0, z trzeciego p; = 1, a z réw-

nania (2.19) p, = 2u. Po podstawieniu tych funkcji do drugiego réwnania (2.18)
otrzymamy p, = — 2X,,a po zrézniczkowaniu

(2.21) Po= — 2%ty = 2u = ps.



SYNTEZA KINETYCZNA OGOLNEGO UKLADU MECHANICZNEGO 23

Po rozwigzaniu otrzymujemy
(2.22) pe= Cie' + Che™.
Z warunkéw brzegowych p,(t;) = 0, p,(0) = — 2x3 obliczamy C, i Cy:

e—?l,
(2-23) C]_: —zxgm,

Po podstawieniu (2.13) do (2.12) otrzymamy rozwiazanie na p,, a nastepnie #, x,, x;.

2x3
(2.24) p: ) ﬁTz_ﬁ[ e : ) %,
Xy = ﬁxz-m;[e—'—l- e, x = ST _::_?,1 [¢% — e,
Z pordwnania x; 1 u otrzymujemy
(229) Cx=u=F.

Ten sam wynik otrzymamy postugujgc si¢ réwnaniami Lagrange’a.

Jak wynika z powyzszego przyktadu, metody stosowane w optymalizacji ukladéw
mogg byé uzyte w syntezie kinetycznej, jezeli warunek syntezy kinetycznej mozna
zapisa¢ w postaci minimalizacji funkcjonatu. W tych przypadkach synteza jest syn-
teza brzegowa. -

Omoéwimy obecnie syntezg parametryczng. Przypu$émy, Ze ruch ukladu opisany
jest réwnaniem pierwszego rzedu

2.26) S = fi (6 s By i1 e i)

gdzie u; ... u,, sa parametrami, ktére nalezy tak wyznaczy¢, aby otrzymaé Zadang
wilasnoéé ruchu. W odréznieniu od poprzednio dyskutowanych zagadnied, w ktdrych
wystgpowal wektor sterujacy u zalezny od czasu, parametry u; nie zaleza ani od cza-
su, ani od polozenia uktadu. Moga one okre§laé pewne wlasnosci reologiczne mo-
~ delu zastepczego. Czgsto sa to wspdlezynniki wielomianéw okreflajacych charakte-
Tystyki sit spr¢zystych i sit thumienia.

Warunki syntezy moga by¢é stawiane rdéznorodnie, zaleznie od zadanego przebiegu
ruchu. Mogg to byé zadania okresowoS$ci rozwiazan, ograniczonosci, stateczno$ci
w malym otoczeniu polozenia réwnowagi, w skoficzonym otoczeniu lub w catym
polu okre§lonoéci funkcji f;. Warunki te formutowane sa za pomoca pewnych nie-
réwnosci, ktére maja by¢ spelnione przez parametry uktadu (2.26). W ten sposéb
otrzymujemy rozwiazanie syntezy w postaci pewnego obszaru parametrow u; ... u,,
ograniczonego lub nieograniczonego. Hiperpowierzchnia ograniczajaca obszar roz-
wigzan dla parametrow g, ... 4, nazywa si¢ powierzchnia bifurkacji. Do parametréw
tych naleza np. predkoéci krytyczne, tlumienie krytyczne, krytyczne przesunigcie
uktadu itd, czyli takie warto§ci parametréw, dla ktérych nastgpuje zmiana jakosciowa
ruchu. :

Parametryczna synteza ruchu jest przedmiotem wielu prac. Interesujace z punktu
widzenia technicznego sa przyklady omdwione w pracach [48—61]. W tych wszyst-
kich przypadkach synteza kinetyczna jest synteza wewnetrzna.
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Na zakonczenie nalezy zwrdci¢ uwage na konieczno$¢ rozwigzania zagadnienia
syntezy kinetycznej uktaddéw mechanicznych przy obcigzeniach przypadkowych
i charakterystykach okre§lonych funkcjami przypadkowymi. Jak dotychczas na
ten temat znane sa jedynie wzmianki w literaturze, mimo Ze zagadnienie jest bardzo
wazne, gdyz prace ta§mociagdw koparek, kombajnéw, walcarek itd. mozna pra-
widlowo rozpatrywad tylko przy zatoZeniu obciazen przypadkowych.
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Summary

KINETIC SYNTHESIS OF GENERAL MECHANICAL SYSTEMS

The problem under consideration is connected with designing and constructing of machines
and mechanisms. The designing data should include, besides the destination of the machine, the
optimal requirements as regards the gabarites, endurance, precision of the process, power, expenses
etc. The imposed requirements are fulfilled with the aid of the kinetic synthesis which consists in
the proper choice and mutual connection of machine elements according to the assumed conditions.

Recent results concerning the problem have been presented. The considerations are confined to
mechanical systems the motion of which can be described by a finite number of differential equations.
Polish nomenclature of the synthesis problem has been iniroduced, the methods used in other
ficlds of mechanical analysis with possible applications to the problem are quoted, and original
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results of the authors’ rescarch are given, In particular, the attention is drawn to the possibility
.of utilizing the results obtained in the steering and optimization theory of linear and non-linear
systems. The method based upon the Hamilton equations is illustrated by an example.

In addition to the methods described above, other problems which can be solved by means of
‘the kinetic synthesis have been formulated in the paper.

Pesome

KUHETHYECKUN CUHTE3 OBLIENH MEXAHUUECKON CHUCTEMEI

Bafaua pacCMOTpeHHasd B paboTe MMEET CBA3h C IIPOEKTHPOBAHHEM M KOHCTDYHDOBAHHEM
‘MANIMH M MEXAHHUYECKWX YCTaHOBOK.

TIpoexrHble TPEATIONIOKEHAA TOMMKHbI 3aKMIOUaTh, KPOME NPEHASHAUEHMIA MAlIMHbBL, YCIOBHS
ONTHMANBHOCTH KOHCTPYKIHMOHHBIX DEIIeHUH, 110 rafapuTamM, NPOYHOCTH, TOYHOCTH DeaTIH3aIIUH
TPONLECCa, MOLTHOCTH , CTOMMOCTH M T.1. Peanuaanssa NocTaBNeHHEIX YCIOBHMIi IPOBOAUTCS B IPO-
11€CcCe KHMHETHYECKOTO CHHTE3a, KOTOPBIA COCTOMT B COOTBETCTBYIOLUEM IOAGOpE 3JIEMEHTOB Ma-
HIMHBl M WX B3aHMHOM YBSSKE COTJIACHO NPOJUKTOBAHHBLIM YCIOBUAM.

B paGoTe npeACTABIIEHB! COBPEMEHHBIE PE3yJIATATEl HCCICHKOBATEIBCKUX PaloT MO HOCTAHOBKE
BOIPOCA CHHTE3a M METOJOB €0 PENICHHA. B paccy»XNeHNAX NPHHHAMANACh BO BHUMAHUE TOJLKO
JIWIUL MEXAHWJYECKAs CUCTEMA, ABMIKEHUE KOTOPOM MOYKHO OIMCATh KOHEUHBIM YMCIIOM OGBIKHO-
BensbIX AuddepeHIHaNEHbIX YPAaBHEHHH, OCHOBBIBASICH HA JUTEPATYPE, BBOJUTCA IIONBCKAS
HOMEHKIIATYpa IOHATHI yNOTpeOIIAeMLIX B BOIPOCAX CHHTE3a. LIPHBOMATCH BOSMOMKHBIE NI
MCIIONb30BaHUSA METOAB), TIPUMEHAEMbIE B APYTHX 00NACTAX aHANM3a HEJHHEHHLIX CHCTEM W Ja~
TOTCS PESYNHTATHI UCCIIENOBAHUH, IPOBEIEHHLIX aBTOPaMu. B ocofeHHOCTH, 06paiyaeTcss BHAMaHUE
H3 BO3MOMXHOCTL MCIIONB30BAHUS DPE3YJIBTATOB MCCICNOBAHHHA B TEOPHH YDaBHEHHA W ONTHMA-
JU3AUMM JIMHEHAHbIX ¥ HEJTUHEHHBIXK cucTem. Meron, ocHoBaHHbIf na ypaBHeHHsx Iamumnb-
TOHA ITOSICHSIETCSI HAa IIpUMEpE.

Kpome npuBefeHHbIX METONOB B paoTe NaeTcst (GOPMYMPOBKA 3a/1a4, KOTOPLIE MOYKHO PEIaTh
B IIPOLIECCE KUHETHUYECKOTO CHHTE3a.

ZAKEAD BADANIA DRGAN
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 10 listopada 1964 r.



