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Wstęp

Zagadnienie  konstruowania  maszyn  i  urzą dzeń  mechanicznych  na  podstawie
• warunków  optymalnych  jest  jednym  z  podstawowych  problemów  w  przemyś le
maszynowym.  Konstruktorzy  muszą   realizować  coraz  bardziej  skomplikowane
warunki  stawiane  maszynom  odnoś nie  ich  cię ż aru,  wytrzymałoś ci,  trwałoś ci,  bez-
pieczeń stwa  i  dokł adnoś ci ich pracy.  Korzystają   przy  tym  z wyników badań nauko-
wych,  pomiarów  i  teorii  ukł adów  mechanicznych. Tok  postę powania  jest  skompli-
kowany  i prowadzi  od  analizy  przypuszczalnego  modelu  ukł adu  do  syntezy  i  po-
wtórnej  analizy.

W  artykule  zajmiemy  się   kinetyczną   syntezą   ogólnego  ukł adu  mechanicznego.
Po  sformuł owaniu  problemu  podamy  przegląd  wyników  badań  w  tej  dziedzinie
w  oparciu  o  współczesną   literaturę   oraz  moż liwe  podejś cia  do  konkretnych  zagad-
nień.  Sformułowanie  problemu  oprzemy  na  modelu  ukł adu mechanicznego,  który
rozważ any  jest w  pracach  [62, 63, 64]. Model  zastę pują cy  rzeczywisty ukł ad mecha-
niczny  jest  ukł adem  punktów  materialnych  poł ą czonych  ze  sobą   sprę ż ynami,  tł u-
mikami  dodatnimi  i  czę ś ciowo  ujemnymi  i  obcią ż onych  uogólnionymi  siłami  ze-
wnę trznymi. W praktyce  stosuje  się   dwa  typy  modeli: o poł ą czeniu prostym  i  rozga-
ł ę zionym.  Modelami  o  poł ą czeniu  prostym  zastę puje  się   np.  wały  wykorbione,
mosty,  dź wigi  oraz  maszyny,  w  których  przekazywanie  mocy  jest  jednoliniowe.
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Modelami  rozgał ę zionymi  zastę puje  się   urzą dzenia  mechaniczne,  w  których  wy-
stę puje  rozgał ę zienie  strumienia  mocy,  jak  np.  napęd  ś ruby  okrę towej  turbinami
niskiego  i  wysokiego  ciś nienia  oraz  konstrukcje,  w  których  jeden  element jest  po-
ł ą czony  przynajmniej  z  trzema  innymi  elementami  za pomocą   wię zów  sprę ż ystych.
D wa  takie  modele  przedstawione  są   na  rys.  1.  Model  la  przedstawia  wał   wykor-
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biony, a model  lb —  napęd  turbinami I x i 7a ś ruby  okrę towej.  Przez /  oznaczono
momenty  bezwładnoś ci,  a  przez  k —  poł ą czenia  sprę ż yste.

1.  Zagadnienie  syntezy  kinetycznej

Ruch  ukł adu  zastą pionego  modelem  może  być  opisany  równaniem  róż niczko-

wym  w postaci  wektorowej

(1- 1)  q + F(q,q,t)^0

z warunkami począ tkowymi  (t0>  q0,  q^)sQai  gdzie  q, q oznaczają   / / - wymiarowe  wek-
tory, funkcja  F(q,  q, t) okreś la  pole  wektorowe  w obszarze  otwartym Q,  zawartym
w  czasoprzestrzeni  (2n +  l)- wymiarowej  Euklidesa,  zaś obszar  Qa  jest  zawarty
w Q i  okreś lony  jest w nastę pują cy  sposób:

(1.2)  Qa{\q0\<a,  \qa\<«, 0 ̂   t0 < + o o },

gdzie  a jest  dowolną   stał ą.  Dodatkowo  przyjmiemy  założ enie, że dla  ukł adu  (1.1)
są   spełnione warunki  istnienia  i jednoznacznoś ci  rozwią zań.

Zgodnie  z własnoś ciami  przyję tego  modelu  mechanicznego  operator  F(q,  q,  t)-
może  być  przedstawiony  w postaci  róż nicy  operatora  charakterystyk  i  operatora
wymuszenia:

(1.3)  F(q,g,t)=F(q,q)- G(q,q,t).

Operator  F moż na  przedstawić  w postaci

(1.4)  F(q,q,) = 3»{\q\ ,q) + &»(\q\ ,q) + Ą(q),

gdzie  0P jest  operatorem  tł umienia  dodatniego,  0" —  operatorem  tł umienia  czę-
ś ciowo  ujemnego,  które  jest  wynikiem  dział ania zewnę trznego  ź ródła energii,  a W
jest  operatorem  sił   sprę ż ystych.

Odnoś nie  tych  operatorów  uzasadniono w pracach  [62,  63, 64] pewne  ich  dodat-
kowe  własnoś ci.  N a  podstawie  tych  własnoś ci  przyjmiemy  nastę pują ce  zał oż enia
(1.5)  i  (1.6)

(1.5)  0>q>O,  ( P ' ( |?|, 0) =  0,

dla q i q należ ą cych  do  2«- wymiarowego  podobszaru  A zawartego  wi2;

80"  r)&"
(1.6)  0»q>O,  ~^>0,  W\>0'  0 " ^ ' O )  =  O

dla  \q\s(Q, od) i q < oo, gdzie  Q jest  pewną  stał ą, a q i q należą   do A.

Nierównoś ci  (1.6) nie muszą   być spełnione dla  \q\ < Q, czyli 0" w  tym  przedziale
może  być  dowolnym  operatorem.  Zakł adamy jednak,  że istnieje  pewna  stała M*
zależ na  od Q i  taka,  że spełniona jest  nierówność

\0"\<M*(Q)

dla  każ dego  q i q należ ą cych  do A.
Odnoś nie  operatorów  W i G założ ymy

(1- 7)-   W(q)q>0,
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dla  q  i  q  należ ą cych  do  A,  a

(1.8)  G(q,q,t)=£Q  d la  ł ^O.

W  teorii  drgań  nieliniowych  wystę pują  dwie  grupy  zagadnień.  Do  pierwszej
należą  zagadnienia  istnienia  ruchu  rzeczywistego,  opisanego  równaniami,  wypro-
wadzonymi  na podstawie  przyję tego  modelu.  Są  to  zagadnienia  zwią zane  ze  struk-
turą  ukł adu,  charakterystykami  oraz  statecznoś cią  ruchu. Do drugiej  grupy  należy
zagadnienie  rozwią zania  otrzymanych  równań  i  oceny  dokł adnoś ci  otrzymanych
wyników.  N a  tle  tych  dwóch  grup  zagadnień  rozwija  się  teoria  analizy  i  syntezy.

Aby  przejść  od rzeczywistej  konstrukcji  do modelu i do równań opisują cych  ruch,
stosujemy  analizę  strukturalną.  Przy  dział aniu  odwrotnym,  a  więc  projektując
konstrukcję  na podstawie  obranego modelu, stosujemy  syntezę strukturalną.  Oprócz
tych  dwóch  operacji  nad  strukturą  ukł adu  rozróż niamy jeszcze  analizę  kinetyczną
i  syntezę  kinetyczną.

Analiza  kinetyczna  polega  na  badaniu  przebiegu  rozwią zań  równań  ruchu,  zaś
taki  dobór  operatorów  w  równaniu  ruchu,  aby  otrzymać  ż ą daną  postać  ruchu,
jest  syntezą  kinetyczną.  Do  konstrukcji  ukł adu  mechanicznego  dochodzimy  przez
wielozwrotną  analizę  i  syntezę  kinetyczną  i  strukturalną.

Rozważ my  jeden  krok  w  tej procedurze, syntezę  kinetyczną,  zakł adając że w  wy-
niku  analizy  i  syntezy  strukturalnej  otrzymaliś my  model  zastę pczy  i  równania
ruchu  w  postaci  (1.1)  oraz  analizą  kinetyczną  okreś liliś my  przebieg  rozwią zania
tych  równań.  Zadaniem  syntezy  kinetycznej  jest  wyznaczenie  operatora  F{q,  q,  f)
z  pewnej  dopuszczalnej  klasy  funkcji  okreś lonych  w  pewnym  obszarze  Q  w  ten
sposób,  aby  ruch  okreś lony  równaniami  (1.1)  speł niał   z  góry  ustalone  warunki.
Oczywiś cie,  że  istnienie  rozwią zania  syntezy  (istnienie  operatora F)  zależy  od  wa-
runków,  które  mają  być  zrealizowane  przez  ukł ad.  Jeż eli  istnieje  rozwią zanie  syn-
tezy, ukł ad mechaniczny nazywamy  syntezowalnym  ze wzglę du na ż ą dane warunki.
Klasa funkcji  dopuszczalnych, okreś lają cych  operator F, nazywa  się zakresem  synte-
zowalnoś ci,  a  obszar  Q  — obszarem  syntezowalnoś ci.  Operator  F  speł niają cy  wa-
runki  syntezy  nazywa  się  funkcją  syntezują cą.

W  celu  rozwinię cia  teorii  tak  okreś lonej  syntezy  kinetycznej  należy  rozwią zać
zagadnienia  istnienia  i  jednoznacznoś ci  rozwią zań  oraz  opracować  metodę  otrzy-
mania  rozwią zania.  Trudnoś ci  zwią zane  z  tymi  zagadnieniami  moż na  scharaktery-
zować  nastę pują co.

Ukł ad  (1.1)  otrzymany  w  wyniku  syntezy  strukturalnej  zawiera  operator  F  na-
leż ą cy  do pewnej  klasy funkcji,  a więc ruch opisany  ukł adem  (1.1) ma pewne ogólne
wł asnoś ci.  Jeż eli  warunki  syntezy  kinetycznej  są  sprzeczne  z  tymi  wł asnoś ciami,
to  rozwią zanie  syntezy  nie  istnieje.

Przypuś ć my  np.,  że  ukł ad  (1.1)  opisuje  ruch  ukł adu  zachowawczego.  Ż ą danie
wyznaczenia  funkcji  F(q)  w  ten sposób,  aby  ruch zanikał, jest niemoż liwe  i  synteza
kinetyczna  nie  ma  rozwią zania.  Moż na  oczywiś cie  przytoczyć  wiele  przykł adów,
w  których synteza  nie ma rozwią zania  i z tego wzglę du każ dą  syntezę musi poprze-
dzać  analiza  kinetyczna  w  celu  ustalenia  zakresu  syntezowalnoś ci  i  ogólnych  wł a-
snoś ci  ruchu.
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Jeż eli  operator F  okreś la  jedyną   funkcję   syntezują cą,  to  synteza  nazywa  się   brze-
gową,  w  przypadku  zaś,  gdy  okreś la  on  pewną  podklasę   w  zakresie  syntezowal-
noś ci,  synteza  jest  wewnę trzną.  Przykładem  syntezy  brzegowej  może  być  dobór
funkcji   xF(q)  =   k2q  w  równaniu drgań ukł adu:  q +  *F(q) +  2hq  =   A  sin cat tak,  aby
amplituda  drgań  osią gała  maksimum przy  danych  h  >  0  oraz  ca.  Jedyną   odpowie-
dzią   jest  tu  /ca = co2.

Przykładem  syntezy  wewnę trznej  jest  taki  dobór  funkcji  \F(q)  — 2h'q, aby  ruch
opisany  równaniem 'q + 2hq + k2q  =  0 był   oscylacyjny.  Odpowiedź  nie  jest  jedyną,
gdyż  otrzymujemy  nierówność  k2  — h2  >  0.  W  obu  przykł adach  zakresem  synte-
zowalnoś ci  jest  klasa  funkcji  liniowych.

Moż na  ogólnie  scharakteryzować  syntezę   brzegową   jako  rozwią zanie  proble-
mu  przez  dobór  ustalonych  parametrów  lub  postaci  operatora  F  bez  moż liwoś ci
dalszych  zmian. Przy  syntezie  wewnę trznej  mamy  moż liwoś ci  wyboru  parametrów
lub  funkcji  spoś ród  funkcji  syntezują cych,  na przykł ad przez  optymalizację.  Z  tego
wzglę du  syntezę   kinetyczną   czę sto  niesłusznie  nazywa  się   optymalizacją.

Optymalizacja  rozwinię ta  w  teorii  ukł adów  automatyki  ma  odmienny  sens.
Mają c  dany sygnał  na wejś ciu szuka  się  w  teorii optymalizacji  operacji matematycz-
nych,  które  należy  zastosować  na  tym  sygnale  po  to,  aby  na  wyjś ciu  spełniał   on
ż ą dany  warunek.  Operacje  matematyczne  są   wprawdzie  funkcjami  optymalizują-
cymi, ale  realizacja  ich przez  konstruktora jest  dowolna.  Wymaga  to  dalszej  pracy
konstruktora,  którą   moż na nazwać  syntezą, przy  czym  funkcja  optymalizują ca  jest
warunkiem  syntezy.

Celem  syntezy  kinetycznej  jest  natomiast  podanie  konkretnych  rozwią zań  kon-
strukcyjnych'  dotyczą cych]  sił   sprę ż ystych,  sił   tł umienia  lub  sił   wymuszają cych
w  modelu przedstawiają cym  maszynę. Zadaniem konstruktora jest  jedynie  dobranie
elementów  przedstawionych  na  modelu  o  okreś lonych  wł asnoś ciach  i  zbudowanie
z  nich  maszyny.

Mimo  tej  róż nicy  mię dzy  optymalizacją   a  syntezą   kinetyczną,  metody  stoso-
wane  w  optymalizacji  moż na  przenieść  do  syntezy  zależ nie  od  warunku  syntezy
oraz  od  modelu  mechanicznego. Przypuś ć my  dla  przykł adu, że  w  procesie  syntezy
kinetycznej  należy  otrzymać  ruch  opisany  daną   funkcją   czasu  dla  danego  modelu
mechanicznego.  W  tym  przypadku  metoda  minimum  kwadratu  ś redniej  odchył ki
stosowana  w  teorii  optymalizacji  może  być  przeniesiona  bez  modyfikacji  do  syn-
tezy  kinetycznej.

Omówimy  obecnie  pewne  grupy  zagadnień  zwią zanych  z  syntezą   kinetyczną.
W  modelu  mechanicznym,  którego  ruch  opisuje  ukł ad  równań  (1.1),  wystę pują
dwa  operatory F(q,  q)  i  G{q,  q,  t).  Pierwszy  z  nich  okreś la  charakterystyki  ukł a-
du,  drugi  jest  operatorem wymuszają cym  ruch.  Wiele  zagadnień  syntezy  kinetycz-
nej  dotyczy  wyznaczenia  operatora  F  przy  danym  wymuszeniu  G  i  ż ą danym  prze-
biegu  ruchu.  Oznacza  to,  że  mając  model  mechaniczny  należy  ustalić  typ  ukł adu
(liniowy,  nieliniowy)  oraz  wyznaczyć  jego  charakterystyki  sił   sprę ż ystych  i  tł umie-
nia.

Z  tego  rodzaju  zagadnieniem  spotykamy  się   przy  konstrukcji  amortyzatorów
i  tł umików  w  pojazdach  mechanicznych.  Wymuszenie  ruchu  przez  nierównoś ci
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jezdni  moż na  dla  pewnych  typów  jezdni  okreś lić,  a nastę pnie w procesie  syntezy
moż na  wyznaczyć  charakterystyki  amortyzatorów  i tł umików przy  warunku  jazdy
bez  wstrzą sów.

Tok  rozwią zania  tego  zagadnienia  powinien  przebiegać  nastę pują co.  Pojazd
mechaniczny  należy  zastą pić  modelem i ułoż yć ogólne  równania  ruchu. Ten proces
jest  przedmiotem  analizy  i  syntezy  strukturalnej.  Syntezę   kinetyczną   moż na prze-
prowadzić  metodą   kolejnych  przybliż eń. W pierwszym  przybliż eniu  moż na  przyją ć
ukł ad  liniowy  i ustalić wł asnoś ci  moż liwych  do  zrealizowania  ruchów.  Jeż eli w za-
kresie  tych  własnoś ci  moż na  zrealizować  ż ą dany  przebieg  jazdy,  to  przystę pujemy
do  okreś lenia  charakterystyk  liniowych  amortyzatorów  i  tł umików.

Z  praktyki  wiadomo, że ten  prosty  narzucają cy  się   tok  postę powania,  nie pro-
wadzi  do  zadowalają cych  wyników. W drugim  przybliż eniu  moż na  przyją ć  ukł ad
jako  nieliniowy  i  uzupeł nić  funkcje  liniowe  wyrazami  nieliniowymi.

Pozytywne  rozwią zanie  zagadnienia  zależy  w duż ym  stopniu  od  uję cia  matema-
tycznego  warunku  syntezy,  tzn.  od matematycznego  opisu  jazdy  spokojnej bez
wstrzą sów. Z tego  opisu  otrzymujemy  równania, z których  wyznaczamy  operator
F(q,  q).  Do  tej  grupy  zagadnień  należą   syntezy  maszyn  wibracyjnych,  obrabiarek,
dź wigarów,  mostów,  suwnic  itd.  przy  odpowiednich  warunkach  syntezy.

D ruga  grupa  zagadnień  zwią zana  jest  z  wyznaczeniem  operatora  wymuszeń
G (q, g,  t) przy  danym  operatorze F(q,  q), a wię c przy  danym polu  sił. W  tym  przy-
padku  operator G moż na  uważ ać  za  operator sterują cy  i stosować  metody z teorii
sterowania.  Do  tej  grupy  należy  zagadnienie przenoszenia pocisku  z danego  miejsca
do  celu.  To zagadnienie  przy  przyję ciu  specjalnej  postaci  równań  (1.1)  zostało
rozwią zane w wielu pracach (np. [21, 23, 42]) i nazywa  się   sterowaniem  «bangbang»
lub  «on- of».

W  przemyś le  hutniczym  spotykamy  się  z  tym  zagadnieniem  przy  projektowa-
niu  napę dów:  zwijarek  blach,  walcarek,  mł otów  itd.  Również  do  tej  grupy  zagad-
nień należą   w  przemyś le  górniczym  zagadnienia  napę dów  maszyn  wycią gowych,
wrę biarek  ł ań cuchowych, ż erdzi wiertniczych  itd. Oczywiś cie każ de z tych zagadnień
wymaga  opracowania  właś ciwej  metody  wyznaczenia  funkcji  syntezują cej.

Trzecia  grupa  zagadnień  ł ą czy  się  z  poprzednimi  i  dotyczy  przypadków, gdy
operatory  F  i G są   czę ś ciowo  ustalone i należy je  tak  okreś lić, aby  rozwią zania  ukła-
du  (1.1)  wchodziły  do  danego  obszaru  po  skoń czonym  czasie.  Są   to  zagadnienia
procesów  przejś ciowych,  a wię c  rozruch  i zatrzymywanie  agregatów,  pomiar  wiel-
koś ci  szybkozmiennych,  dostrajanie  odbioru  do  zasilania,  regulacja  biegu  maszyn
itd.  Chodzi  tu  o przeprowadzenie  ukł adu z jednego  stanu w drugi w skoń czonym
czasie.

Odnoś nie  tego  zagadnienia  przytoczymy  pewne  wyniki  syntezy  kinetycznej na
podstawie  prac  [64, 66]. Weź my  pod uwagę  równanie  (1.1). Pomnoż ymy lewą  stronę
przez q i korzystając  z oznaczeń  (1.3) i  (1.4)  oznaczymy  przez  N(q,  q, t)  funkcję

(1- 9)  N(q,  q, t) =  G'q -   0"q  -  <P"q,

gdzie Gq jest  mocą   pochodzą cą   od sił  zewnę trznych,  $"q  — mocą   sił   ujemnego

tł umienia  i  0pq —  mocą   sił   tł umienia  dodatniego.

2  Mechanika  teoretyczna
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Oznaczymy  jeszcze przez  JV? =  Gq — 0nq  moc zewnę trzną,  a przez  N" =   —@pq

moc  sił   tł umienia.  Przy  tych  oznaczeniach  otrzymamy:

(1.10)  N=Np  +  N".

Oprócz założ eń od  (1.2) do  (1.8) przyjmiemy  dodatkowe, które moż na uzasadnić
własnoś ciami  fizycznymi  ukł adów mechanicznych:

a)  rozważ amy  obszar  Qx  taki,  że dla  każ dego  t =  const N jest  monotoniczną
funkcją   q, q;

b)  istnieje  takie M > 0,  że  zachodzi  nierówność  \Np(q, q,  t)\ < M dla  (q,  q)eQx

czyli  że  moc  sił   zewnę trznych  jest  ograniczona;
c)  w  otoczeniu punktu  O  istnieje  taki  podobszar okreś lony  nierównoś cią

0<8<qi+q^<rj i(fi),

że wzdłuż każ dego  rozwią zania  należ ą cego  do tego podobszaru zachodzi nierówność

Gq -   $"q  > &"q +  p?,

gdzie s, fi są  stał ymi, a r\   jest  stałą   zależ ną   od / J,.
Przy  tych  założ eniach wykazano  w pracy  [64,  66]  nastę pują ce  twierdzenia:
1)  istnieje  jedyny  podobszar  Qo  CQX  taki, że  wszystkie  rozwią zania  wychodzą ce

z  Qa  wchodzą  doQ0  po skoń czonym czasie niezależ nym od chwili począ tkowej  t =  t0;
2)  istnieje  podobszar Q^CQ  ̂ taki, że wszystkie  rozwią zania  wychodzą ce z Qa po-

zostają   na zewną trz  obszaru Q'o  po  skoń czonym  czasie  zależ nym  od warunków  po-
czą tkowych.

Podobszar QQ,  do którego wchodzą   rozwią zania, nazywamy  obszarem  granicznym.
Granice  tego  obszaru  oraz  liczba  jego  wymiarów  zależą   od  operatora  tł umienia.

Jak  wynika z powyż szych  twierdzeń,  w  procesie  syntezy  kinetycznej  stwierdzono
istnienie  obszaru  granicznego.  Warunkiem  syntezy  w tym  przypadku  było  ż ą danie
wchodzenia  rozwią zań  po skoń czonym  czasie.  Moż na wysunąć  dalsze  warunki  syn-
tezy, na przykł ad aby Qo  sprowadzał  się   do poł oż enia równowagi  lub  do cyklu  gra-
nicznego itd. Spełnienie tych warunków jest moż liwe  przez odpowiedni dobór opera-
tora  tł umienia.

2. Metody stosowane w syntezie  kinetycznej

Odnoś nie metod rozwią zywania  syntezy  kinetycznej  ogólnego  ukł adu mechanicz-
nego należy  stwierdzić,  że ogólna metoda nie została dotychczas opracowana. Moż-
na  jednak  korzystać  z metod  matematycznych  opracowanych  dla  podobnych  za-
gadnień  mechaniki  teoretycznej.  Do  nich  np.  należ ą:

1)  metody  stosowane w teorii  optymalizacji  ukł adów  automatyki;
2)  zasady  wariacyjne  klasycznej  mechaniki;
3)  metoda  syntezy  parametrycznej;
4)  metody  kolejnych  przybliż eń;
5)  metody  energetyczne;
6)  metoda elcsperymentalno- teoretyczna.
Trzy pierwsze  dotyczą   ogólnego  przypadku  syntezy,  trzy  zaś  ostatnie —  pewnych

przypadków  szczególnych. Pierwsza  grupa metod ma ograniczony zakres  zastosowań
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z  tego  powodu,  że są  one opracowane  w literaturze  przy  założ eniach  liniowoś ci
ukł adu  równań  ruchu.  Wyczerpują co  są  te  metody  opisane w pracach  [9- 19].

N a  szczególną   uwagę   zasługują   metody  opracowane  dla rozwią zania  nieliniowego
problemu  optymalizacji  czasu  przejś cia  ukł adu z jednego  położ enia w drugie. Za-
gadnienie  to  rozwią zali w swoich  pracach  BUSHAW,  BELLMAN ,  KRASSOWSKI,  GAM-

KREILIDZE,  PONTRIAGIN,  BOLTIANSKI  i  LA  S AL L E .

Również  analiza  funkcjonalna  znalazła zastosowanie  do rozwią zania  powyż szego
problemu.  Optymalne  uję cia  tej  metody  moż na  znaleźć w pracach  [27,  29, 30,  31].

Zastosowanie  zasad  wariacyjnych  mechaniki  klasycznej  przedstawione  jest w pra-
cach  [3, 38, 39, 40]. Podstawą   metody  rozwią zania  syntezy  jest  teoria  mnoż ników
Lagrange'a.  Bliż ej  objaś nimy  tę  metodę  w  dalszej  czę ś ci  artykuł u.

Synteza parametryczna  polega  na ustaleniu  grupy  parametrów  okreś lają cych  cha-
rakterystyki  ukł adu w taki  sposób,  aby  otrzymać  warunek  syntezy.  Opisana  jest
ona  w pracach  [22,  23].

Wiele  prac z mechaniki  teoretycznej i stosowanej  dotyczy  problematyki  zwią zanej
właś ciwie z syntezą   kinetyczną,  mimo że autorzy nie uż ywają   tej nomenklatury wy-
raź nie. D la przykł adu moż na wymienić  prace, w których  zagadnienia  są   rozwią zane
metodą   <5- delta. Jest  to metoda pozwalają ca  na okreś lenie  parametrów  ukł adu rów-
nań  ruchu  cią giem  kolejnych  przybliż eń.  Metoda  ta ma  zastosowanie  zwłaszcza
w  przypadku,  gdy warunek  syntezy  jest  sformułowany  w postaci  ż ą danej  trajektorii
ruchu.

Zastosowanie  metod  energetycznych  w procesie  syntezy  opisane jest w pracy  [24].
Ostatnia z wymienionych  metod,  metoda  eksperymentalno- teoretyczna,  znajduje

obecnie  coraz  wię ksze  zastosowanie  ze wzglę du  na moż liwość  wykorzystania  apa-
ratury  pomiarowej,  maszyn  analogowych  i  cyfrowych.  Konfrontacja  wyników
otrzymanych z eksperymentu z wynikami  analizy  kinetycznej  prowadzi  bardzo sku-
tecznie  do  realizacji  warunku  syntezy.  Przykł ady  zastosowania  tej  metody  moż na
znaleźć w pracach  [25,  26].

Obecnie  przejdziemy  do bliż szego  opisania  trzech pierwszych  metod, gdyż na  ich
tle  sens  syntezy  kinetycznej  wystę puje  najwyraź niej.

Zagadnienie  optymalizacji  czasu  przejś cia  ukł adu  z jednego  położ enia w drugie
moż na  sformułować  nastę pują co.  Rozważ my  ukł ad  równań  róż niczkowych  opisu-
ją cych  ruch  ukł adu  materialnego:

(2.1)  x=f(x,u,t),

gdzie x jest wektorem o współ rzę dnych  (xx...  x2n) okreś lonymw  obszarze A, zawartym
w przestrzeni E2",   w jest wektorem o współ rzę dnych (% ... wr) okreś lonym w obszarze U

zawartym w przestrzeni  E'\ / jest  wektorem  o współ rzę dnych  (fi...f2n),  a ft  oraz

- j- ^-  (i, j  —  1 ... 2ń ) są  funkcjami  rzeczywistymi  i cią głymi swoich  zmiennych.  Wektor

u  nazywa  się  wektorem  sterują cym.  Każ demu  wektorowi  u odpowiada  rodzina tra-
jektorii  opisana  rozwią zaniami  ukł adu  (2.1).

Zajmiemy  się   tylko  tymi  trajektoriami,  które  przechodzą   przez dwa ustalone po-
ł oż enia  ukł adu x0 i xx. Oczywiś cie  nie każ demu  wektorowi  u musi  odpowiadać ro-

2»
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dzina  trajektorii,  w której  taka  trajektoria  się   znajduje.  Inaczej  mówią c,  nie  każ dy
wektor  musi  przeprowadzać  ukł ad z poł oż enia x0 w poł oż enie xx. Z tego  wzglę du
zajmiemy  się   tylko  zbiorem  takich  wektorów  M, które  przeprowadzają   ukł ad z po-
ł oż enia x0  do poł oż enia xv  Ten zbiór wektorów  u nazywamy  zbiorem  dopuszczalnym.
Przypuś ć my,  że  dana  jest  pewna  funkcja  fa(x,  u,  i)  taka,  że  funkcjonał

h
(2.2)  7=  j  fo(x,  u, t)dt

h

opisuje  pewną   własność  ruchu.
Zagadnienie, które  należy  rozwią zać, polega  na  tym,  aby  ze  zbioru  wektorów  do-

puszczalnych  u wybrać  taki  wekor,  przy  którym  funkcjonał   J posiada  ekstremum.
Przy  ustalonym  t0 czas  ^ może  być  również  ustalony  lub  moż na  ż ą dać,  aby  czas
(h~(a)  był   najkrótszy.  Rozwią zanie  tego  zagadnienia  róż nymi  metodami  moż na
znaleźć w pracach  [12- 21].  Powyż szy  problem  moż na  sformułować  w odniesieniu
do  ukł adu  (1.1). Zamiast  wektora  sterują cego  u moż na  podstawić  operator  wymu-
szenia  G(JJ,  q, t) i  zachowując  pozostałe  zał oż enia  przyją ć  jako  warunek  syntezy
kinetycznej  ekstremum  funkcjonału  (2.2).

Dowód  istnienia  rozwią zania  tak  sformułowanego  problemu  natrafia  na  istotne
trudnoś ci.  Warunki  konieczne  dla  istnienia  rozwią zania  zagadnienia  sformułowa-
nego w odniesieniu do ukł adu (2.1) nie mogą   być speł nione w  odniesieniu do ukł adu
(1.1). Z tego  wzglę du  metody  stosowane  w optymalizacji  czasu  przejś cia  ukł adu
z jednego  położ enia w drugie  nie  mogą   być  bezpoś rednio  przeniesione  do  syntezy
kinetycznej. Rozwią zanie  tego problemu jest moż liwe  w oparciu o zasadę   maksimum
PONTRIAGINA  [15,  19]  i programowanie  dynamiczne  BELLMAN A  [18,  27].  Jak  wyka-

zano w pracy  [32],  istnieje  duża  analogia  mię dzy  tymi  dwiema  metodami.  Chcąc
zastosować jedną   z nich w syntezie  kinetycznej  należy wektor  sterują cy  przyją ć  w po-
staci  u =  Q(x)  i  rozważ ać  ukł ad

(2.3)  x=j(x,t,Q(x)).

Podamy dwie metody, które moż na bezpoś rednio  zastosować  w  syntezie  kinetycz-
nej.  Podstawą   tych  metod są  równania  Lagrange'a  i  Hamiltona.  Równania  (2.1)
oraz  funkcjonał   /   (2.2)  napiszemy  w postaci

(2  4)  gt(x,  x , u, t) =  Xi — fi(x,  u, i) =  0,  i =   l...2n;

T

(2  5)  _  1= j  L[x(ł ),u(t),t]dt.
o

Funkcję   Lagrenge'a  okreś limy  wzorem

In

(2  6)  L

gdzie  X; są  mnoż nikami,  które  rozważ amy  jako  funkcje  czasu.
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Jeż eli gi(x,  x, u, t) są równe zeru,  czyli  wzdł uż  rozwią zań  ukł adu  (2.4)  funkcja  Lx

równa  się  L  i  obie  te  funkcje  posiadają  te  same  ekstrema.  Funkcję  Lx  moż na  roz-
waż ać  jako  funkcję  zmiennych  (x(,  Uj,  X,)  i  napisać  równania  Lagrange'a

dxx  dt  \  dXj,

(2.7)  ~ L  _  _ i  1= 0,  j  =  1 ...  r,
£72- //   w/

01a  J

Ponieważ  funkcja  L x  nie zależy  od  M  i X,  ukł ad  r równań sprowadza  się  do  ukł adu

(2.8) f i = 0,

ukł ad  2n  zaś  ostatnich  równań  jest  identyczny  z ukł adem (2.4). Ogół em otrzymuje-
my  (4«- f- / -)  równań,  z  których  należy  wyznaczyć  2«  zmiennych  x,  /' zmiennych  u
i  2n  zmiennych  X.

Tok  rozwią zania  przebiega  nastę pują co.  Z drugiej  grupy  równań, które są  równa-
niami  algebraicznymi,  należy  wyznaczyć  u jako  funkcję  x  i 1. Po podstawieniu  M do
pozostał ych  równań  należy  z  nich  wyrugować X i wyznaczyć  trajektorię  x  o  warun-
kach brzegowych  x(0)  i x(T).  Metoda powyż sza jest teoretycznie prosta, lecz w zasto-
sowaniach  może  prowadzić  do  bardziej  skomplikowanych  równań  niż  ukł ad  (2.4).

D ruga  metoda  opiera  się  na  równaniach  Hamiltona.  Przy  oznaczeniach  (2.4)
i  (2.5)  doł ą czymy  do  ukł adu  (2.4)  równanie

(2.9)  x„ +1  =  L[x,  u, t] =fn+1(x,  u,  t).

Funkcję  H amiltona  przyjmujemy  w  postaci

B+ l

(2.10)  H  =

gdzie  Pi  są  funkcjami  czasu.
Równania  H amiltona  mają  postać

(2.11)  At"Wi'

dH

Równania  (2.11)  należy  rozwią zać  przy  warunku

(2.12)  «£- <>.  ; - l . . . r.

Metoda  rozwią zania  ukł adu  (2.11)  jest  nastę pują ca.  Z  równań  algebraicznych
(2.12) obliczamy u jako  funkcję  xip,a.  nastę pnie wstawiamy do (2.11).  Otrzymujemy
(2« + 2) równań pierwszego  rzę du.  Do  rozwią zania  tych  równań  potrzeba  (2«



22  WŁ ADYSŁ AW  BOG U SZ,  JAN ISŁ AW  SKOWROŃ SKI

warunków brzegowych.  Warunki te otrzymujemy  z wartoś ci x:  w czasie  t0  = 0 oraz
przyjmują cp^T)  =  Pz(T) =  ... =  p„(T)  -   0, pn+1(T)  =  1. Wartość  ptt+1  przyjmuje-
my równą jednoś ci, ponieważ zagadnienie polega na minimalizacji  funkcji  x„ hl.

Objaś nimy  tę  metodę na przykł adzie.
Rozważ my  ukł ad  o jednym  stopniu  swobody

(2.13)  x + F(x, i)  = 0.

Jako  warunek  syntezy  przyjmiemy  minimum  funkcjonału

(2.14)  1=  j[F*   + x*]dt,
o

gdzie  tx  jest  ustalone.
Równanie  (2.13)  napiszemy  w  postaci

(2.15)  * i = *i ,  Xi =  -   F(Xu x2).

Do  tych  równań  dodajemy  trzecie

(2.16)  x3  =  F2+xi.

Funkcję  F  oznaczymy  przez  u.  Funkcja  Hamiltona ma postać:

(2.17)  H =  p1x2

H  =   PiX2-

Równania  (2.11) na xt pokrywają  się z (2.15) i  (2.16). Napiszemy  równania na/ >;:

*- - £ -•
dH

(2.18)  ^ 2 =   - —=   - Pi- 2p3xi,
dH

8H

Oprócz  tych  równań  muszą  być speł nione równania  (2.12)

(2.19)  ~=~P2+2p3u  =  0.

Równania  powyż sze  należy  rozwią zać  przy  warunkach  brzegowych:

(2.20)  *i(0 ) = x?,  x2(0) = xl,  * B ( O ) »xg,

Z  pierwszego  równania  (2.18)  otrzymujemy px  — 0, z  trzeciego ^ 3 =  1, a z rów-
nania  (2.19) p2  = 2w. Po podstawieniu  tych  funkcji  do  drugiego  równania  (2.18)
otrzymamy p2  =  — 2x2, a  po zróż niczkowaniu

(2.21)  j J 2 =   - 2x2  = 2u = p 2 .
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Po  rozwią zaniu  otrzymujemy

(2.22)  / > 2 = C i e

( +  C2e- '.

Z  warunków  brzegowych  _p20i) =  0» i"a(0)  ==  —2x\  obliczamy  Q i C%\

(2.23)  Q =  - 2 4T ^ ? r ,  C2 = 2xET- ^jr.

Po podstawieniu  (2.13) do (2.12) otrzymamy rozwią zanie naj92, a nastę pnie u, xit xv

(2- 24)

Z  porównania  Xj i w otrzymujemy

(2.25)  -   *a =  u =   JF.

Ten  sam  wynik  otrzymamy  posługując  się  równaniami  Lagrange'a.
Jak  wynika z powyż szego przykł adu, metody stosowane w optymalizacji  ukł adów

mogą   być  uż yte w syntezie  kinetycznej,  jeż eli  warunek  syntezy  kinetycznej  moż na
zapisać w postaci  minimalizacji  funkcjonału. W tych  przypadkach  synteza jest  syn-
tezą   brzegową.

Omówimy  obecnie  syntezę   parametryczną.  Przypuś ć my,  że ruch  ukł adu  opisany
jest  równaniem  pierwszego  rzę du

(2.26)  Xiatft(Xi...xn,Ufh  — i"r) •

gdzie  y,x...yLt,  są  parametrami, które  należy  tak wyznaczyć,  aby otrzymać  ż ą daną
wł asność ruchu. W odróż nieniu od poprzednio dyskutowanych  zagadnień, w których
wystę pował   wektor  sterują cy  u zależ ny  od czasu, parametry fij nie zależą   ani od cza-
su,  ani od poł oż enia ukł adu.  Mogą   one  okreś lać  pewne  własnoś ci  reologiczne mo-
delu zastę pczego.  Czę sto są  to  współczynniki  wielomianów  okreś lają cych  charakte-
rystyki  sił  sprę ż ystych  i sił  tł umienia.

Warunki  syntezy  mogą   być  stawiane  róż norodnie, zależ nie od ż ą danego  przebiegu
ruchu.  Mogą   to być ż ą dania  okresowoś ci  rozwią zań,  ograniczonoś ci,  statecznoś ci
w  mał ym  otoczeniu  poł oż enia równowagi, w skoń czonym  otoczeniu lub w  całym
polu  okreś lonoś ci  funkcji/ ,.  Warunki  te formuł owane są  za pomocą   pewnych nie-
równoś ci,  które  mają   być speł nione przez  parametry  ukł adu  (2.26). W ten  sposób
otrzymujemy  rozwią zanie  syntezy w postaci  pewnego  obszaru  parametrów  fj,1.../ i„
ograniczonego  lub  nieograniczonego. H iperpowierzchnia  ograniczają ca  obszar  roz-
wią zań dla parametrów  fa.../ *,  nazywa  się   powierzchnią   bifurkacji.  Do parametrów
tych  należą   np.  prę dkoś ci  krytyczne,  tł umienie  krytyczne,  krytyczne  przesunię cie
ukł adu  itd, czyli takie wartoś ci parametrów, dla których nastę puje zmiana  jakoś ciowa
ruchu.

Parametryczna  synteza  ruchu jest przedmiotem wielu prac. Interesują ce z punktu
widzenia  technicznego są  przykł ady  omówione w pracach  [48- 61]. W tych wszyst-
kich  przypadkach  synteza  kinetyczna  jest  syntezą   wewnę trzną.
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N a  zakoń czenie  należy  zwrócić  uwagę   na  konieczność  rozwią zania  zagadnienia

syntezy  kinetycznej  ukł adów  mechanicznych  przy  obcią ż eniach  przypadkowych

i  charakterystykach  okreś lonych  funkcjami  przypadkowymi.  Jak  dotychczas  na

ten  temat znane są  jedynie  wzmianki w  literaturze, mimo że zagadnienie jest  bardzo

waż ne,  gdyż  pracę   taś mocią gów  koparek,  kombajnów,  walcarek  itd.  moż na  pra-

widłowo rozpatrywać  tylko przy założ eniu obcią ż eń  przypadkowych.
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S u m m a ry

KINETI C  SYNTHESIS  OF  GENERAL  MECHANICAL  SYSTEMS

The  problem  under  consideration  is  connected  with  designing  and  constructing  of  machines
and  mechanisms. The designing  data  should  include, besides  the destination  of  the machine, the
optimal requirements as regards  the gabarites, endurance, precision  of  the  process, power,  expenses
etc.  The imposed  requirements are fulfilled  with  the aid  of  the kinetic synthesis  which  consists  in
the  proper choice and mutual connection of machine elements according to the assumed conditions.

Recent results  concerning the problem  have  been presented. The considerations  are confined  to
mechanical systems  the motion of which can be described by a finite number of differential  equations.
Polish  nomenclature  of  the  synthesis  problem  has  been  introduced,  the  methods  used  in  other
fields  of  mechanical  analysis  with  possible  applications  to  the problem  aie  quoted,  and  original
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results  of  the authors' research  are  given.  In particular,  the attention  is  drawn  to  the possibility

of  utilizing  the  results  obtained  in  the steering  and  optimization  theory  of  linear  and non- linear

• systems.  The method based  upon the Hamilton equations  is  illustrated  by an example.

In  addition  to  the methods  described  above,  other problems  which  can be solved by  means  of

the  kinetic  synthesis  have  been  formulated  in  the  paper.

P  e 3  K>  M e

KHHETITOECKHft  C H H TE3  OEIHEK  MEXAHH^ECKOK CHCTEMBI

3afla ia  paccMOTpeHHasr  B  paSoTe  HiweeT  C BS3Ł  C  npoeKTHpoBaHfreM  u  KOHCTpyHpoBaHHeM

ManiHH  H MexamroecKHX  yciaHOBOK.

I I   npeflnonoHteHHH  floji>KHbi   3aKjnoHaTŁ3  Kpoiwe  npe,nHa3HatieHJjH  Mainnia>i,  ycjioBHJi

KOHCTpyKiiHOHHbix  pemeHHH, no  ra6apHTaiw,  npo^H Ocra,  TOTHOCTH  peaJiH3au,HH

a,  MOII(HOCTHJ  CTOHMOCTH  H T.fl. PeajiH3au,HH  nociaBjieHHbix  ycjioBHii  npoBOAHTCH  B n po-

n ecce  KiraeTHqecKoro  CHirre3aj  K O T O P HH  COCTOHT  B  cooTBeTCTByiomein  nofl6ope  sjiesieHTOB Ma-

IlIHHbl  H HX B33HMHOH  yBH3Ke  COrjIflCHO  npOflHKTOBaHHBIM   yCJIOBHSM.

B  paSore  npeflCTaBJieHbi  coBpejvieHHbie  pe3yjiŁTaTŁi  HCCJie^oBarejiBCKHX  pa6or  no nocraHOBKe

so n p o ca  CHHTe3a H MeTOflOB  ero pemeHHH. B  paccyiKflenaax  npHHHMajiact  BO BHHiwaHHe  IOJIBKO

n umb  MexaHH^ecKaH  cncieM a,  flBUH^eHne  icoTopoii  MO>KII O  onncaTb  KOHetnttiiw  ^H CJIOM   O6M KH O-

flH<b4>epeimHaJibHbix  ypaBHeHHH,  ocHOBbiBaacb  Ha  JiHTepaType,  BBOflHTCH  noJttCKaa

HHTHii  ynoTpeSnjjeMtix  B  Bonpocax  ciiHTe3a.  IIpHBOflHTcH  BO3Mo>KHBie  p,nx

ncnom>3OBaHHH  MeTOflw,  npHMeHHeiYiwe  B  flpyrnx  oSnacTHX  aHanH3a  HejiHHeiiHtrx  cHcieM   H fla-

K)Tca pe3yjiKTaTbi  HccneflOBairaft,  npoBeflemibrx  aBTopaMH. B oco6eHHOcTH, o6pam;aeTCH BHHmaHHe

Ha  BO3MO5KHOCTŁ  Hcnoji63OBaHHH  pe3yjibTaT0B  HccjieflOBaHHH  B TeopHH  ypaBHeHHH  H  onraM a-

jiH3aii;HH  jiHHeiiHbix  u  HeJiHHefabix  CHCTeM.  MeTOftj  ocHOBaHHbiH  na  ypaBHeHiiHX  FaMHJiB-

TOHa  nosicHHeTca  Ha  irpmwepe.

Kpoiwe  npHBeflei- iHtix  MeTOflOB B pa6o ie  flaeica  cbopiwyjrapoBKa  3ap,sn, KOTopwe  M OKH O  pen iaib

B  npoi?ecce  KHHeTHMecKoro
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