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1. Wstep

W pracy poruszono zagadnienie wiotkich konstrukeji powlokowych pracujacych
tylko na rozcigganie i mogacych pod wplywem obciazenia w istotny sposéb zmie-
niaé swa pierwotna forme, jak réwniez doznawaé nawet znacznych odksztalcen.
Powlokom tym po$wigca si¢ ostatnio coraz wiecej uwagi ze wzgledu na liczne zasto-
sowania inzynierskie [13, 24] i to zaréwno w budownjctwie jak i w konstrukcjach
mechanicznych. Przy §cislych obliczeniach takich powlok na ogét trzeba uwzgled-
niaé¢ takie czynniki, jak znaczna nieliniowo§¢ fizyczna i1 geometryczna, duze od-
ksztatcenia, zasadnicze zmiany formy, anizojropia materiatu, obciazenia dynamiczne,
procesy termiczne i reologiczne, co oczywiScie zwiazane jest nieraz z trudno$ciami
nie do pokonania. Dodatkowy klopot stanowi problem statecznoéci przy rozciaga-
niu [14, 25, 33], zwiazany z istnieniem maksimum obciazenia [I, 10, 12, 18, 29, 30, 32].
Ze wzgledu na wspomniane trudnoéci prace dotyczace omawianych powltok sa bardzo
fragmentaryczne i w wigkszo$ci dotycza konkretnych zadan, rozwigzywanych zazwy-
czaj numerycznie przy mniejszych lub wiekszych uproszezeniach i réznych zaloze-
niach ograniczajacych. Stad np. nie ma, jak dotad, prac poswigconych zagadnieniom
dynamicznym, reologicznym i termicznym. Stosunkowo najwigcej zajmowano si¢
skonczonymi odksztalceniami izotropowej membrany kotowej [8, 9, 12, 15, 24, 26,
28, 31], a takze powloki walcowej [10, 18, 20, 30] i stozkowej [22] pod statym ci$nie-
niem wewng¢trznym. Pewna préba rozwiazania spreZystej ortotropowej membrany
kotowej jest praca [19], a powloki walcowej [6 1 7]. W pewnym sensie podstawa
fizyczna wielu wspomnianych prac byly wyniki doswiadczeni, gtéwnie E. A. DAVISA,
prowadzonych na cienkoéciennych cylindrach stalowych [5] i miedzianych [4],
poddanych zlozonemu stanowi naprezenia: ci§nieniu wewnetrznemu i rozcigganiu.
Rezultatem ich bylto ustalenie pewnych fenomenologicznych zaleznoéci fizycznych,
ktére zostaly sprecyzowane przez E. A. Davisa [4], a nastgpnie uogdlnione przez
A. NADAA [21]. Podaja one zwiazki, jakie zachodza w tréjosiowym stanie przy du-
zych deformacjach pomiedzy naturalnymi odksztalceniami (w mierze logarytmicz-
nej), a rzeczywistymi naprezeniami oraz analogiczne rédwnania dla teorii plynigcia.
W oparciu o réwnania NAadaia-Davisa 1. W. KEeppEN [16] oraz bardziej ogélnie
A.S. GRIGORIEEW [11, 12] podali dla szerokiej klasy powlok obrotowych w stanie
blonowym ogélne réwnania opisujace ich forme oraz stan naprezenia i odksztatce-
nia w przypadku statycznych obciazeri normalnych. ZatoZzenie obrotowej symetrii
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wiaze sie z potrzebg zapewnienia znajomoéci kierunkéw gtéwnych naprezen i od-
ksztalcen po deformacji, co w ogdlnym przypadku nie jest mozliwe a priori, Duzym
odksztalceniom niesprezystym powlok o dowolnych ksztaltach regularnych ze spec-
jalnym uwzglednieniem przyblizonych metod wariacyjnych poéwiecona jest czgdc
monografii R. TRoSTELA [24]. Czyni on jednak sporo zatoZen upraszczajacych, co
rzutuje na warto§é otrzymanych rezultatow.

Podstawa fizyczna innej grupy prac staly si¢ réwnania, jakie daje teoria ma-
teriatébw wysokoelastycznych (por. np. monografia [27]). Zaleznie od stopnia przy-
blizenia zawieraja one dowolna liczbe stalych materialowych. Dzigki temu, choé
wyprowadzono je dla materiatéw nieliniowo sprezystych, mozna przy ich pomocy
formalnie opisaé zachowanie sie metali w stanie plastycznym (obciazanie); po-
dobnie zreszta jak i r6wnania NAdaia-Davisa, uzyskane dla metali poza granica
sprezystodci, mozna rozszerzyé takze na niektére inne materialy (np. gumopodobne,
polimery). Przy zwigzkach fizycznych dla materialow kauczukopodobnych J. E.
ADpKINS i R. S. Rivuin [1]rozwiazali przypadek membrany kotowej, a A. E. GREEN
i J. E. Apkins [33] przypadek powloki obrotowo-symetrycznej. Zagadnieniu temu
jest tez po$wigcona praca autora [23].

Wszystkie wspomniane wyzej prace traktuja powtoke jako ciato sprezyste liniowo
lub nieliniowo albo jako ciato plastyczne ograniczajac si¢ tylko do procesu obcia-
zania. Natomiast celem niniejszej pracy jest podanie dla plastycznych powlok réw-
nan w procesie odciazania bedacych odpowiednikiem réwnan A. S. Grigoriewa dla
powlok obcigzanych [11, 12]. Ze wzgledu na zaloZony liniowy charakter procesu
odcigzania (w uktadzie wspodirzednych: naturalne odksztalcenia — rzeczywiste na-
pre¢zenia) rownania te dotycza powlok metalowych.

2. Zalozenia wstepne i réwnania wyijSciowe

W pracy przyjeto, ze:

1) zachowanajest obrotowa symetria formy i obciaZenia,

2) znajduja si¢ one w stanie blonowym, sa wiotkie i nie przenosza naprezei §ciska-
jacych, wobec czego moga zaj§é [11, 22] dwa przypadki:

a) naprezenia gltéwne oy i oy sa dodatnie,

b) naprezenie pierécieniowe o, zeruje si¢ i powstaje tzw. strefa faldéw (o; >0

10y =0);

3) pod obciazeniem moga doznawaé znacznych odksztalcen i zasadniczych zmian
formy;

4) obciazenie jest dowolne, normalne;

5) sa wykonane z nie§ci§liwego materiatu jzotropowego o nieliniowej charakterys-
tyce fizycznej przy obcigzaniu i liniowej przy odcigZaniu;

6) gruboéé §cianki przed odksztalceniem jest stala.

Ponadto za podstawe do otrzymania réwnan powloki w procesie czynnym przy-
jeto za A.S. GRIGORIEWEM [11, 12] nastepujace zaleznoéci:



ODCIAZENIE W POWEOKACH PRZY DUZYCH ODKSZTALCENIACH NIESPREZYSTYCH 65

a) Zwiazki fizyczne. Réwnania Nadaia-Davisa [5, 21]

ol 25 molunga).

83=€D(a3— 01—;02)’

@.1)

przy czym o; = 0.
Ze zwiazkéw (2.1) wynika oczywiscie zalozenie o niefciSliwo$ci materiatu
23) & +e+e5=0.

Dla okreslenia funkcji @ przyjeto zaleznosei pomiedzy naprezeniami a odksztatce-
niami badz to w formie [12]

o 1/u
2.4) & = (fl,) ,
badz to (por. [11])
) o Un
(2.5) Y =Signr —| ,
gdzie
(2.6) Yy = max (Y13, Ya3), T = Max(Tyz, Tyy)

sa odpowiednio maksymalnym odksztalceniem postaciowym i maksymalnym na-
prezeniem stycznym, a

2 2
& = "]‘/3— ]/(cl — el t(ea— &)+ (63— &) = ]/—g‘]/sg + &5+ 585,
@.7)

2
%= L2—1/(“1 —09)® F (02— 03)* 4 (03 — 0)? = ]/U%"’r‘ 05— 0.0,

intensywno$cia odksztalcen i intensywnosdcia naprgzen.
b) Réwnania réwnowagi powloki w stanie odksztalconym przyjeto
w formie podanej przez ALEKSIEIEWA [2]

d d .
a—f(XHgl) = o, H, E(XHalslmp) = q(X, Y)X,

gdzie X, Y jak na rys. 1, q(X, Y) oznacza obciazenie normalne na jednostke po-
wierzchni, a H grubo$é powloki po odksztalceniu,

c)Zalezno§ci geometryczne. Zgodnie zrys. 1 odksztalcenia umow-
ne wyniosa (por. [11, 12, 29])
dS, —dSy _ dX cosyp 1 X —r H—H,

’ €y = > €3 =

G a=Tas, T o ; TH

gdzie dS,,, dS; oznacza dlugo§é elementu poludnika powloki przed i po odksztalce-
niu, H, grubo$¢ powloki przed odksztalceniem, v i r jak na rys. 1.
We wszystkich powyzszych wzorach

(2.10) g;=In(l+e), j=12,3,

5 Mecechanika teoretyezna
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oznaczaja gtéwne odksztalcenia naturalne, oy, s, 04 gtdwne naprezenia rzeczywiste —
odpowiednio w kierunku poludnikowym, rownoleznikowym i prostopadtym do gru-
bosci powloki; K, K;, usa to stale materiatowe.

Yy

\ AF

Rys. 1. Powloka — — —— — — przed odksztalceniem | ————— po odksztalcen.iu
Dla uproszczenia wprowadzono wielkosci bezwymiarowe (rys. 1):
X Y H
=24, =—A, h=-",
TRT VTR 'TH
(2.11) '
r ¢
= —A s = — N
I A

gdzie &, 7 sa wspblrzednymi punktu powloki przed, a x, y po deformacji; R, oznacza
dowolny wymiar charakteryzujacy powloke przed odksztatceniem, 4 dowolny nie-
mianowany parametr najczgiciej przyjmowany jako réwny jednoéci. Ponadto zdefi-
niowano bezwymiarowe wielko$ci naprezen i obcigzenia; dla przypadku (2.4):

o R
2.1 == J j = 2 — 1
( 2) pj Ki ’ J 1’ ) Q(x’y) KiHl q(X’ Y)a
a dla (2.5)

o . Riq(X, Y)
2.13 3 =—j = —-_1 .
2.13) Pi=gp J=L2 Q) ==

Przy takich zalozeniach podane wyzej réwnania przyjma postaé ([11, 12]):
réwnania fizyczne

[\

2
(2.142) =3 el (eat265), po= el (ea— &)

w
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dla przypadku (2.4) oraz

(214b) P = (— &g — 283)": Do = (_ &9 = 283)”—1(82—— 83)
dla przypadku (2.5) przy p, > ps,
(2.14¢c) pr=—(ea— &) (e2+265), pp= (62— &5)"

dla przypadku (2.5) przy (p2> p1);
réwnanja réwnowagi

d _ d o0

(2.15a) I (xhpy) = pah, T (xhpysin g) = 4 x;

Zwigzki geometryczne

dx cosyp b

(2163) €, = n(d_f COS(p)’ 62=IDE, 83=Inh.

Ponadto z geometrii powloki (rys. 1) widoczne sa zwiazki

. dy
(2.17a) v tgo,

d

(2.17b) 72 = tgy,

przy czym 7 = (&) jest znana funkcja okre§lajaca ksztalt powtoki przed odksztalce-
niem. Réwnania (2.14), (2.15a), (2.16a), (2.17a) w najogélniejszym przypadku daja
sie sprowadzi¢ do ukfadu 4 rownan typu

dx d_y

E:fl(é—; X, 05 h, ‘7’)- dE :fg(f, % 19’ h’ (p)’

(2.18)

f;_z=f3(§;x:ys h, (/7), Cé—(g':ﬁl(é;x:.% h: <P)

z niewiadomymi funkcjami x(¢), y(§), h(£), @(£). Prawa strona réwnan (2.18) jest
zalezna od tego spoérdd rownarn (2.14), ktére wykorzystaliSmy. W szczeg6lnych przy-
padkach réwnania (2.18) moga przyjaé nieco prostsza postaé, ale zawsze pozostaja
ucigzliwe i poza paroma najprostszymi przypadkami nie daja sig¢ efektywnie scatko-
wac. Réwnanie (2.18) wraz z wyprowadzeniem podaje A.S. GRIGORIEW [11, 12].
Opisuja one przypadek powloki, w ktérym p, >0, p, > 0.

Jesli w powloce tworzy sie strefa pofatdowana p, > 01 p, = 0, to uklad wyjscio-
wych réwnan (2.14), (2.15) i (2.16) ulegnie pewnej zmianie. I tak w réwnaniach
fizycznych (2.14) nalezy przyjaé p, = 0; drugie z r6wnas (2.16) ze wzgledu na skon-
czong szeroko§¢ Sy faldu nalezy zastapié zwiazkiem
(2.16b) S = rf(1 + ey),
przy czym wspdlrzedne X, ¥ odnosza sie tu nie do rzeczywistej pofatdowanej, lecz
do pewnej fikcyjnej gladkiej powloki «usredniajacej» faldy. Powloke taka utwo-
rzytby system nici zaczepionych z jednej strony do dna powloki, a z drugiej do gra-
nicy pomigdzy obszarami. Wreszcie réwnania réwnowagi przyjma postac:

(2.15b) a1 HS, = const, Fd)? (o1 HSysin @) = g (X, Y)x0.

5%
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Réwnania powyzsze 1 otrzymany nastepnie podstawowy uklad réwnan typu (2.18),
cho¢ nieco prostszy, podat A. S. GRIGORIEW [11].

Celem niniejszej pracy jest podanie odpowiednika réwnan (2.18) dla przypadku
odciazenia zaréwno w obszarze czystego rozciggania jak i w obszarze pofatdowa-
nym.

3. Podstawowy uklad réwnan odciazenia dla powloki

Przyjmijmy, Ze w procesie obcigzania osiagniety zostat pewien stan, ktéry oznacz-
my gwiazdka. WprowadZmy nastgpnie zgodnie z rys. 2 nowe wielkosci

€Ny G=of—0 g=¢ —eg J=123,

przy czym z (2.2) wynika, ze 03 = 0. Tu 0, &; oznaczaja odpowiednio wielko§¢ na-
prezen i odksztalcen gléwnych w nowym, a ¢}, ¢; w starym ukladzie wspélrzednych.

O

&

Rys. 2. Przebieg procesu obcigZzania i odcigzania powloki

Przyjmijmy ponadto, zgodnie z poprzednimi oznaczeniami (2.7), liniowe prawo
odciazenia ‘
(3.2) 0; = Eg;,
gdzie E jest modutem sprezystofci ekstrapolowanym na zakres duzych odksztalcen.
Na podstawie (2.1) i (2.3) mozemy napisaé
0y B — &

(3-3) O EB—&
34 & +e+e=0.

Zwiazki (3.2), (3.3) i (3.4) tworza ukfad réwnan fizycznych dla przypadku odcia-
zenia. Wprowadzajac jak poprzednio [zalezno$ci (2.12) lub (2.13)] wielkosci bezwy-
mijarowe otrzymujemy stad

(3.5) D= —k@E+28), Da=k(E—2t),
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gdzie zaleznie od prawa obcigzania

(3.6) k= ?%If jedli przyjaé (24) i (2.12) 1lub
E .. ) .
3.7 k= 3K jesli zachodzi (2.5) 1 (2.13).

Zwiazki geometryczne na podstawie (2.16a) i (3.1) mozna zapisaé w postaci:

-4
= eF— g = In dx cosy n—dﬁ cosy _ dx* cosg ’
dE “cos p* dé cosp dx cos ¢*
x* X x*
3.8 Gy =¢fF —gg=In——Ih—-=Ih"—=a*—a,
( ) 2 2 2 5 é: x

&y = &3 — &y = 1nh*—1nh=]ll—h'= p*—B.

Wprowadzono tu dodatkowo oznaczenia
X : x*
(3.9) a=32:1n—§—, a*=a§‘=1nT, B==¢g=Inh B*=ct=1Inh.
Stad ze zwigzkéw (3.5), (3.8), (3.9) otrzymamy wyrazenia dla rzeczywistych bezwy-
miarowych naprezen
p1=pf —pr = pf +k(@*+26*) — k(o +26),
P2 = ps — Py = p§f —k(0* — f*) + k(e — f).
Podstawiajac te wyrazenia do (2.15) otrzymujemy réwnania rownowagi w przypadku
odcigzenia w nastgpujacej postaci:

(3.10)

DT+ K@+ 25 — k(a4 215h) = [ — k(@ — B+ k@ — Pl

(3.11a)

d . X, y)Xx

0t (e +28%) — k(e + 2 hsin gy = 20T,
Ukiad réwnan (2.17a), (3.4) 1 (3.11a) przy wykorzystaniu zwiazkéw (3.8) i (3.9) daje
si¢ sprowadzi¢ do nastgpujacej postaci odpowiadajacej réwnaniom (2.18)

ﬂm £ cos ¢ dy & sing
d& xh cosy’ df xh cosy’

§cos<p
dh___h '2hCOS [ +(2OC+,8+1)—Z2
(3.122) aE F—(@+28+2) ’
W LDy 2+ @ p1 22

d& xhcosy

3 25 — (@ +28)]
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Iub w formie bardziej dogodnej do (numerycznych) obliczed

Bty dr
dé xhcosy’ dE dE Eg

1d.
P 1 A AR T
(3.126) & =" T ,
b - e—m e
dE T dE [2¥ — (a+2p)]cos g

W réwnaniach tych
* %k
¥ = Pz_kP]_ — Qu* %),

Ldpt | 1dxt | 2 dn
3- *Z“v— —_— R —
G-13) EETw T e

p*
2t =L 4@ 260

sa znanymi funkcjami zaleznymi jedynie od wielkoéci charakteryzujacych stan, od
ktérego rozpoczglo sig odcigzenie. W przypadku gdy Q(x, ») = Q = const, czyli
przy stalym wewnetrznym cinieniu w powtoce, czwarte z réwnan (3.12a) i (3.12b)
daje si¢ scatkowa¢ i przyjmuje postaé

Ox | AF
. A X
¢ "0 TR — @2
gdzie
P
lub
P

jest bezwymiarowym odpowiednikiem wypadkowej sity P zaczepionej do krawedzi.
powloki (np. do dna).

Roéwnania (3.12) sg rozwigzaniem postawionego w pracy zadania dla przypadku,
gdy p, >0 1 p, > 0. Dla otrzymania analogicznych réwnan w przypadku obszaru
pofaldowanego, gdzie p, = 0, korzystajac ze zwiazkéw (3.10) obliczamy najpierw

(3.16) = k(zi —3p),

przy czym

1
(3.17) 2§ = - (o1 +pi) +3p%,
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z tym, ze je§li obszar pofaldowany istnial réwniez w procesie obcigzania, nalezy
w (3.17) dodatkowo przyja¢ p§ = 0. Réwnania réwnowagi (2.15b) po przejSciu na
wielkoéci bezwymiarowe [por. (2.11), (2.12), (2.13)] i podstawieniu (3.16) przyjma
postaé:

z¥ — 3B) hs, = const,

11b d . ,
(3.116) 7y (@ = 3P) hsp sing] = _Q%ky)_xg’
gdzie

S
(3.18) Sy = fi

Uklad réwnan (2.17a), (3.4) i (3.11b) przy wykorzystaniu zwiazkéw (3.8) i (3.9),
z tym ze wielko§¢ e, okredla sig z réwnania (2.16b) wyrazonego w wielkosciach bez-
wymiarowych — daje si¢ sprowadzi¢ do postaci:

dx _ Epicosp &L+ cos g

dE "~ C'cosy hcosy ’

dy _ &pising et sing
(3.19) dé ~ C'cosy  hcosy
dp _ Q(x, y)xet T2
dt — AkC'hicosy ’
JkE(zy —3p)e D = ¢,
gdzie C' = p1h’x’ jest stala wyznaczana z warunkéw ciagloéci obszaru pofaldowa-

nego z obszarem, gdzie p; > 0 i p, > 0.
Warunek dla obliczenia odksztalcen &, przyjmuje postaé

I S
(3.20) 1+e2_m-he G420,
Réwnania (3.19) stanowia rozwiazanie postawionego w pracy zadania dla strefy
faldow, tj. gdy p, > 0, py > 0. W ogdluym przypadku ukiad réwnan (3.19) jest na
tyle zloZony, ze rozwigzywal go trzeba numerycznie, w szczegélnodci jednak, gdy
Q(x,y) = Q = const, daje sic on rozwigzaé stosunkowo prosto. Wéwczas trzecie
z réwnan (3.19) przyjmuje postaé:

o
—sz—{—FA

(3.21) sing = =5

Stad na podstawie zwigzku (2.17a) przy przyjetym narys. 1 ksztatcie powloki (cos¢ <
< 0) mamy:

(3.22) - ‘foWZ'ﬂw

— (M + n?y? >
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gdzie
p— ———Q nz =S fi .
24kC'’ 2kC’
Calke wystepujaca w réwnaniu (3.22) mozna przedstawi¢ za pomocd kombinacj
calek eliptycznych zaleznie od warto$ci stalych m2, n?. Tak np. (por. [3])

b2 — x2

S 1 ’
(32 y=y+fE)~VE+F [E(y, w)— 5 F(y, w)J +x ]/ T
gdzie

— 1 b2 — x®
f&x) =y + 0 [E(y’, w) — EF()/’, w)] —x ]/—x

@+ x?
.X a4 b , . X a?+ b? _ b
(3 25) y = arc Sln'g ]/m, Y = arcsin ?]/az _[—x,z, w = ]/a_Z_EE ,

@ = %(ycc’ +Fd4), b= -g—(zkc’ --FA4),

(3.23) n

jeslidb=zx>0ib=x">0.

W dalszym ciagu z czwartego z réwnan (3.19) zakladajac, iz z%, z§ 1 z¥ sa znany-
mi funkcjami od & obliczamy (réwnanie przestepne)

(3.26) h = h(&).

Natomiast z pierwszego uwzgledniajac zwiazki (3.21), (3.23), (3.26) mamy

&
1 et

(3.27) oy ) W du.

f di _
Y V1 —(me 4 n2)?

Réwnanie to daje brakujacy zwiazek pomigdzy x a £ i chociaz wyznaczy¢ go mozna
tylko numerycznie, to jednak ukfad (3.19) jest tym samym efektywnie rozwigzany.

4, Odksztalcenia i naprezenia resztkowe

Jak wiadomo, w konstrukcjach pracujacych w zakresie plastycznym po zdjeciu
obcigzenia na ogdl pozostaja pewne naprezZenia, tworzace samozréwnowazony uktad
statyczny i pewne odksztalcenia resztkowe. Zbadajmy jak ta sprawa przedstawia sig
w rozpatrywanych przez nas powlokach. Aby okreéli¢c warunki istnicnia naprezen
resztkowych, rozwiazmy wzgledem p;, i p, uktad réwnan réwnowagi (2.15a), przyjmu-
jac O(x,y) = 0, skad otrzymamy:

e _cdf 1
"~ xhsing’ R sinp/’

gdzie C jest stala catkowania. Je$li przyjaé

. P
- ZWKiH]_Rl

4.1) D

I
47'CKH1R1

to statla C odpowiada wypadkowej sile P dzialajacej na dno (lub krawed?) powloki
(rys. 1). Przy braku obcigzenia wystgpowanie sity P, a co za tym idzie naprezen

42y C [1ub odpowiednio C'= dla (2.13)],
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resztkowych, zwigzane jest z reakcja nieprzesuwnych den (jeéli istnieja dwa, a nie
jedno jak na rys. 1) powloki. Je§li zatem warunki brzegowe zezwalaja na swobodny
wzajemny przesuw den, to naprezenia resztkowe nie wystapia. W przeciwnym przy-
padku nalezy je wyznaczy¢ zakladajac przy dnach reakcje P, ktérych wielko§é okres-
la si¢ z warunk6éw nieprzesuwnosci tych den (por. [10]).

Natomiast okreslenie odksztalcen resztkowych jest bardziej ztoZzone. Mozna je co
prawda wyznaczyé¢ (najczgciej numerycznie) z uktaddw réwnan (3.12) i (3.19) jako
graniczny przypadek dla Q(x, y) zmierzajacego do zera, jest to jednak droga bardzo
zmudna [trzeba tu zaznaczyé, ze w takim przypadku nalezy w obliczeniach przyjaé
za Q(x,y) choéby bardzo mala, ale rézng od zera wielko$¢, gdyz przy rozpatrywaniu
wiotkich powlok czyni si¢ milczace zalozenie, ze zachowuja one swa forme dzigki
istnieniu pewnego niewielkiego ci§nienia wewnetrznego]. Jesli jednak po zdjeciu ob-
ciaZenia napr¢zenia w powloce zeruja sig, to przy dodatkowym zatozeniu, ze maksy-
malne odksztalcenia we wszystkich punktach powloki zostaly osiggniete w procesie
obciazania, co zachodzi np. w przypadku, gdy odcigzenie w catej powloce odbywa sig
proporcjonalnie do jednego tylko parametru Q,, gdzie Q(x,y) = Qm(x, y), — od-
ksztalcenie resztkowe mozna wyznaczyé w prosty sposéb z réwnas (3.10) przyjmujac

(4.3) =0, p=0,
oraz z warunku nijescisliwoéci (2.3). Otrzymamy stad:
" 2pF—p¥ . pr—2p p¥+pk
—_ ¥ _p¥__ - 2 — q* £ Tra — 3% a1 72
(44) & o IB 3k > £ o4 + 3k ’ &3 ,8 + 3k

Rezultaty te sa stuszne zaréwno w przypadku, gdy proces odciazenia zachodzi wg
réwnad (3.12) jak i (3.19) z tym jednak, Ze je$li przy odciazaniu dana cz¢s¢ po-
wioki znajdowata si¢ w strefie faldéw, nalezy dodatkowo przyjaé p¥f = 0. Z réwnan
(4.4) otrzymujemy:

py—2p} p¥+p¥
~ 3k 7 3k
4.5 X = x*e ,  h=h*e )

gdzie wezykiem oznaczono jak poprzednio stan po catkowitym odciazeniu. Trzecia
wielko$¢ (7 lub @) decydujaca o formie powloki obliczymy z réwnan (3.12) i (3.19)
otrzymujac jednakowo

j & sing -
(4-6) dE T X*h* cosy e o
przy czym
i~ 20% —p¥
(4.7 cos P = —%e e cos g*.

W wyrazeniu tym pochodna d% /dx* obliczamy ze zwiazkéw (4.5)

% dg x* [dpr  dpf\] A2
@9 LA AL
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Pochodne dp¥/dé 1 dpf/dE obliczamy dla konkretnych przyjgtych zwiazkéw fizycz-
nych. Tak np. na podstawie (2.14a), (2.16a) i (3.9):

* * * *
L T L R Y- R Ut BN St

dt ~ 2BfBF
(4.9)
dpf _ p} do* * _ * i o 9" * * pk

przy czym

g Lax 2 * ok * * __ o *
d§ x* d& 53 Bl a +2ﬂ ) 'B2 ﬁ +2a L]

a1 dre
e h* dE’
Jesli ponadto pf =0, to

(4.10)
Bf —a* —f*,  Bf =a*{ pra*pr.

apt upt  dh*
4, S =
(@11 dt  h*Inh* dE
Jak widaé, pochodna di/dx* jest funkcjq jedynie znanych wielkoécii mozna ja okres-
lié¢ w kazdym punkcie powloki, a stad na podstawie (4.6) i (4.7) obliczyé wsp6l-
rzedng 7.

5. Proste przyklady

Dla ijlustracji i choéby pobieznej jako§ciowej oceny problemu podamy kilka
prostych przyktadéw, w ktérych przy przyjetych poprzednio zaloZeniach mozna
otrzymac §ciste rezultaty. Rozwigzania dla tych przypadkéw w procesie obcigzania
mozna znalezé np. w pracy [12]. I tak weZzmy pod uwage powloke kolista o promie-
niu poczatkowym R; i grubosci poczatkowej H, poddang réwnomiernemu ci§nie-
niu wewnetrznemu o statej wartoci g. Przyjawszy, iz obciazenie zachodzi w myél
zwigzku (2.4), wprowadzmy bezwymiarowe wielkoSci

a qR, H R
. = =2 h=__ = .
G0 r=x" KH’ ' H,’ e Ry’

12
gdzie ¢ oznacza naprezenie rzeczywiste, R — promien, H — grubo$¢ powtoki od-
ksztalconej. Zachodza tu nastgpujace zwiazki:

& 1 1 R
5. INo =g, = g9 = — —> o= — =g =1
(5.2) ng=e¢ = ¢ ” 3 Inh o i skad R 2
Z réwnania réwnowagi
Qo
5- = =

na podstawie (2.4), (5.1), (5.2) i (5.3)

@

H —
(5.4) Q=21(—2Inh), skad  Quae =2 (%) dla h=e
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Réwnania odciazenia w bezwymiarowych wielko$ciach podobnie jak w punkcie 3
przyjmujemy w postaci liniowej i przy uwzglednieniu (3.6) i (5.3) mamy:

1
(5.5) 6=e——= (p.-*—%)v
skad
(5.6) Q = 2K [p} — k(ef +nhy),

gdzie jak poprzednio wielkosci z gwiazdka odpowiadaja poczatkowi odciazenia.
Przyjmujac Q = 0 otrzymamy wielko$ci resztkowe

. ]),* - (= Inh*)# . 1 _%(_ Injxy B
(5.7) e,-:e?‘—k, h="h*e ¥ =1 .

Dla otrzymania wykreséw przyjeto konkretne wartoéci liczbowe K; = 3820 kG/cm?,
E =2 -10% kG/em?, k = 5500, # = 1/3 odpowiadajace §rednim warto§ciom stali
w do$wiadczeniach Davisa [5]. Stad np. przy petnym odciazeniu

(5.8) Pimax = 1,00126 h*,

Podobnie znikomy okazuje si¢ w tym przypadku wplyw odciaZenia na & czy K.
Wyniki przedstawiono na rys. 3. Linia ciggla oznacza obszar stateczny, linia przery-
wana njestateczny. Pokazano dwa przypadki odciaZzenia przy obciaZeniu maksy-
malnym O* = Q... 1 przy obciazeniu O* << Q..

Jako drugi przykiad rozpatrzono nieskonczenie diuga powloke walcowa poddang
stalernu ci§nieniu wewngtrznemu o wielkoéci g. Podobnie jak poprzednio R, i H;
oraz R i H oznaczajg odpowiednio promien i gruboé¢ powtoki przed i po odksztat-
ceniu. Tym razem przyjeto, iZ obciazenie zachodzi w mys$l prawa (2.14¢) (oy > oy).
Przyjmujac oznaczenia bezwymiarowe (2.13) i (5.1) z réwnan réwnowagi mamy

(5.9) . P2 =2p; = %
Analogicznie jak dla powloki kolistej otrzymujemy & =0, g, = —&; = — ln/,
o0 = 1/h oraz
(5.10) 0 = 2(—21In kY,
skad

(kS

l“ —
O = (%) dla h=e

Odcigzenie zachodzi w my$l zwiazku: .
(5.11) Py — po = 2k (ef — &2),
gdzie k okre§lone jest rOwno$cia (3.7), skad nastgpnie

*
(512) 0 =t ~2em ’17)
Przyjmujac Q = 0 otrzymujemy wielko$ci resztkowe
* _p_;'_ 1 —_ —p_;_
(5.13) Bpm —Gy =P h=pre® = e *.

2k’ : ’
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Rys. 3. Powloka kulista: —————— proces obciaZania, obszar stateczny; ——+—. —.— pro-
ces obciazania, obszar njestateczny; — —— —— — proces odcigzania;

a~ napr¢Zenie jako funkeja obcigzenia, b - wykresy funkeji p(h) i Q(F), ©— wykres funkeji r(Q)

[76]
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Wyniki powyzszych rozwazan przy przyjeciu konkretnych wartodci liczbowych jak
w poprzednim przykladzie pokazano na rys. 4.

a) p2,q : b)
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Rys. 4. Powloka walcowa nieskonczenie diuga obcigzona parciem wewngtrznym:
proces obciazania, obszar stateczny; —~.— —.—.—- proces obcigzania, obszar niestateczny;
—————— proces odciazania;
a-napreZenie p, jako funkcja obcigZenia, b —wykresy funkcji p(h) i Q(A), ¢~ wykres funkeji g(Q)

Rozpatrzono réwniez powloke jak w przykladzie drugim, lecz obcigzong jedynie
sitami P przytozonymi do jej koficéw. Przyjmujac jak poprzednio oznaczenia bez-
wymiarowe i uwzgledniajac (3.15b) mozemy napisaé réwnanie réwnowagi:

F
(5.14) =15 P=0.
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W procesie obcigzania przy spelnieniu (2.14b) mamy

: 1
(5.15) ezzesz——iel:lngzlnh
oraz
(5.10) F=(—-31nh".

Roéwnanie odcigzenia w bezwymiarowych wielko§ciach ma postaé
(3.17) pi—p1=3k(ef — &),
skad nastgpnie

h*
(5.18) F:hz(pf'l*?akln—h— .
o a) ~. b
~ pP N
. \
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Rys. 5. Powloka walcowa, nieskonczenie dluga, rozciagana osiowo: ——————— — proces obcig-
zania, obszar stateczny; ——-—.—.—. proces obcigzania, obszar niestateczny; — — — — — — pro-

ces odcigzania;
a-naprezenie p, jako funkcin obcigZenia, b - wykresy funkeji py(h), P(R)

Przyjmujac F = 0 otrzymujemy wielkodci resztkowe

Y 7 I
(5.19) G=F =+, (f=h="h*ek.
3k
Odpowiednie wykresy dla wartosci liczbowych z poprzednich przykladéw pokaza-
no mna rys. 5.

6. Uwagi koncowe

Jak fatwo zauwazyé, w podanych wyzej przyktadach przy duzych (rzedu kilku-
nastu do kilkudziesieciu procent) odksztalceniach metalowej powloki odcigzenie
prawie nie wplywa na jej ksztalt, a odksztalcenia nawet przy pelnym odcigzeniu nie-
mal nie réznia sig od wartosci osiagnietych w procesie obciazania (b & ¥, o &%)
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Mozna wige przypuszczac, ze zjawisko to wystapi réwniez i przy bardziej skompli-
kowanych ksztaltach powloki i rodzajach obcigzenia. Jednakze w odréznieniu od
przytoczonych wyzej przykladéw w ogéinym przypadku nawet w procesie odciazania
naprezenia zazwyczaj nie sa liniowymi funkcjami obcigZenia (obciazenie nie jest
proste w sensie 1liuszina). Powoduje to m.in. mozliwoé¢ pojawienia si¢ obszaru po-
faldowan, nawet je§li przedtem go nie bylo, a ponadto wiaze si¢ zazwyczaj z bardzo
ucigzliwymi obliczeniami rachunkowymi. Sprébujmy jednak w oparciu o wnioski,
jakie nasuwaja przytoczone przyklady, okresli¢ warunki, przy ktérych naprezenia
p1 1 py w kazdym dowolnie obranym punkcie powloki beda z dostatecznym przy-
blizeniem liniowymi funkcjami obciazenia, co réwnoczeénie zabezpieczy powloke
przed powstaniem strefy faldow.
Rozpatrzmy w tym celu wyjéciowe réwnania powloki

d d .
(6.1) T Ohpa) = hpey o (%hpy sing) = Q(x, y)x.

Zaloimy, ze obciazenie zmniejsza¢ si¢ bedzie proporcjonalnie do jednego para-
metru Q,, gdzie '

(6.2) O(x,y) = Qum(x, y).
Wéwezas z réwnan (6.1) otrzymamy

[ m(x, y)xdx C
(6.3) Pr=C xh sin ¢ + xhsing

Fizycznie stata C jak wiadomo (3.14) i (3.15) oznacza wypadkows sitg przylozong
do dna (lub krawedzi) powloki, przy czym moze to byé zaréwno dane obciazenie
na przesuwnym denku jak i reakcja w przypadku zamocowania. Aby utrzymac pro-
porcjonalno$é p, do jednego tylko parametru Q,, nalezy przyjaé, ze warunki brze-
gowe zezwalaja na swobodny przesuw dna powtoki, a jezeli przykfada sig¢ sile, to
zmienia si¢ ona proporcjonalnie do Q,, czyli

6.4 C= QyCy.
Wéwezas mozna napisaé
(6.5) P = Qof1,
gdzie
e Cl—i—fm(x,y)x:lx.
Xh sin
Z pierwszego z réwnan (6.1) otfzymamy wtedy
(6.6) P2 = Qofa,
gdzie

x d
fo=hiA5— ().

Jesli przy tym okazatoby sig, iz w procesie obciazania odksztalcenia na catej wysokosci
powloki byly znaczne, to zgodnie z wynikami rozpatrywanych przykiad 6w mozna by
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Rys. 6. a - Ksztalt powloki — — ~— —— przed odksztalceniem, ———~ po odksztalceniu
b - Wykresy naprezei w powloce stozkowej przy odciazaniu Py ——— P2
4
Rys. 7. Powloka zmieniajaca w istotny sposdb swdj ksztalt przy odcigzania: przed

odcigzeniem, — ——— —— po czefciowym odcigzeniu

[80]
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z do$¢ dobrym przyblizeniem przyjac, ze przy odciazeniu deformacja nie zmienia sig,
czyli ze _
(6.7) xx X, hx b, exo*, fixf, fixf}

Przy takich zatoZeniach naprezenia p, i p, beda liniowymi funkcjami obciazenia
i wyraza si¢ wzorami:

* *
(638) B=Coge, M= le
Wzory (6.7) i (6.8) daja elementarne rozwigzanie problemu odcigzenia, przy poda-
nych wyzej zatozeniach upraszczajacych. Przykladem powloki rozwigzanej w mysl
wzordw (6.7) i (6.8) moze by¢ (zob. [22]) powloka stozkowa (rys. 6) obcigzona
parciem wewngtrznym gazu wzrastajacym do wielkosci O (bezwym.), a nastgpnie
malejacym stopniowo do 0. Rysunek 6a pokazuje ksztalt tej powloki przy maksy-
malnym obciazeniu i zgodnie z (6.7) takZze po odciazeniu, rys. 6b przedstawia roz-
kiad naprezen wzdtuz powloki przy zmniejszaniu si¢ Q. Przedstawione wyzej (6.7),
(6.8) rozwazanie zawiera m.in. jako przypadki szczegdlne obciazenie powloki stalym
parciem wewngtrznym lub rozcigganie sitg skupiona. Jako przyktad przypadku, do
ktérego przeprowadzone wyzej uproszczone rozumowanie nie da sie zastosowal,
mozna podaé powloke obciazona parciem hydrostatycznym, przy czym odcigZenie
odbywa si¢ na skutek ubytku cieczy (rys. 7).
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Pesome

TIPOBJIEMA PA3IPY3KH OCE-CMMMETPUUECKUX BESMOMEHTHLIX
OBOJIOYUEK BPAIIEHHMA TIPK BOJILIUMX HEVIIPYIHUX NEDGOPMALIMAX

Cy11{eCTBYIOLIHE YO CHX NOP PaGoThI, 110 GONBLUMM HEYIIPYTUM AehOPMALIMAM 0C2-CUMMETPHUECKHX
060J10ueK BPAIIEHHA, IOCBALIEH IIPOLECCY HArPYSKH. B HacTosiel »Ke paGoTe pacCMaTpHBAETCS
BOIIPOC O PAa3rpysKe Takux ODOJIOUEK, T.€. DACIIMPSIOTCS B 3TOM cmbIcne paBorer [11 um 12].
[IpK aTOM NpPETONAracTCA NMHEHHLIE 3aKOH pasrpysxu (B KOODAMHATHOR cucTeme jorapug-
MHUECKHE Jed)opMalHM — JCHCTBHTCNIBHBIC HANPIKCHHA), T.e, PACCYMIEHMST OTHOCSITCS, TEM
cambiM, K MeTaJyIMUECKHM o6oJoukam. B pesynoraTe paccy)xmenmit nomyueso aucbdepen-
IMANbHOE YPaBHEHHE MPOIECCa PasTPy3KM paccmaTpuBaembix oGosiouex: (3.12) B cnyyae Korpa
6y > 0 1 0y, > 0, a rakrce (3-19) B Tax HaswIBaemoif 30He CuamoK, xoraa o, > 0 u g, = 0.

* Kpome 1010, IpOBOHTCS aHAIIN3 BOSMOMC(HOCTH YOPOIUEHHS STHX YPaBHEHHH ¥ [AI10TCS TOUHbIE
PEIUEHHA ISl HECKOJBKMX CAMbIX [POCTBIX CHYYaED.
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Summary

UNLOADING PROCESS OF THE ROTATIONALLY SYMMETRIC MEMBRANE SHELLS
WITH LARGE DEFORMATIONS

All the papcers dealing with Jarge unelastic deformations of rotationally symmetric shells in mem-
brane state of stress are concerned with the loading process. In the present paper being the extension
of the results givenin [11 and 12] the unloading process of such shells is investigated. Since only me-
tallic shells are considered the linear unloading law (in the logarithmic strain — true stress coordi-
nates) is assumed. The differential equation (3.12) is obtained for the case 6,> 0, and ¢, > 0, and
equation (3.19) in folded zone where ¢, > 0 and o, = 0, Moreover, an analysis of possible simpli-
fication of these equations is given. The exact solutions of some simple particular cases are presented.
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